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TRACNE KOMPOZICIJE DETERMINISANE
SISTEMIMA MONOMORFIZAMA

‘Stojan Bogdanovi¢ i Miroslav Cirie

U ovom radu razmatrame tradne kompozicije determinisane
pomocu dva tranzitivna sistema monomorfizama , koje nazivamo ¢vrstim

trakama polugrupa .

A.H.Clifford ,[?], je uveoc pojam polumreza grupa 1 odredio

njihovu strukturu u terminima koje mi danas nazivamo jakim polumre-
2ama (strong semilattices) grupa . Jake polumreZe polugrupa , tj].
poluﬁreine kompozicije determinisane tranzitivnim sistemom homomor-
fizama , su razmatrane od strane mnogih autora . U [1] i [2] autori su
dali konstrukcije traka monoida i inflaéija traka monoida pomcdu dva
sistema homomorfizama , koji ne moraju biti tranzitivni . U ovom radu
mi razmatramo traéne kompozicije polugrupa odredjene sistemina
homomorfizama , koje , koristeci posto jedu terminologiju iz polumrez-
nih kompoziéija , nazivamo jakim trakama ( strong bands ) polugrupa .
Jake trake monoida 1 grupa su razmatrane od strane B.M.Scheina ,[8] .
Na primer , B.M.Schein je u [}] dokazac da polugrupa S | jeste jaka
traka grupa ako i samo ako,K S Jjeste ortodoksna i traka grupa (nazvana
takodje ortokriptogrupa ). Za druge karakierizacije ortokriptogrupa
videti [5], [6] ili [9] . '
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Propozicijom 1. i Teoremom 1. mi da jemo generalizacije
rezultata M.Petricha ( [7,p.87-88] .ili [4,p.98] ) . Za informacije u
vezi nekih srodnih rezultata upudujemo na 6] i [5] -

Za nedefinisane pojmove i notacije upuéujemo na [4] 111 [7]

Neka I jeste traka . Svakom iel pridruzimo polugrupu Si
takvu da je 8, n SJ =@ ako je 1 # j . Neka s i = Jesu
kvaziuredjenja ( tj. refleksivne i tranzitivne binarne relacije ) na I

definisane_na sleded¢il nadin :

i=J e J=1 , 1s5J e ij=1
Neka wij i wij Jesu homomorfizmi od._Sj u ,Si nad Sl i =

respektivno , za koje vaZe sledeéi uslovi

(1) za svaki iel o, 1 v, Jesu idehtiéki'automorfizmi
of S
i
(2) - ¢ij ° wjk = wik ! 1 s1 J 51 ko
(3) wij ¢ wjk =¥y 0 1 S J FH Ko
(4) IR °_wk1 "Vt ey o JE 1L ks

Definisimo operaciju “* na S = igISI sa
g = s ) s
s,*s, wLLi‘S;)wLLJ(Sj) » S, €58, s, € S_J
Tada (S,*) jeste polugrupa i traka I polugrupa Sif iel, [8].

- DEFINICIJA 1. Polugrupa ' S jeste jaka traka polugrupa ako
ona moze biti konstruisana na prethodni na¢in , i u tom sludaju Jje

belez = [1;s. . ' j -
cbeleZavamo sa S .[I,Si,wiJ,wLJ Ako. svi wij 1 wlj Jesu jedan
Jedan , tada kaZemo da S Jeste c¢vrsta traka (sturdy band) polugrupa

Si’ iel , i obeleZavamo je sa S = <I;Si’wi”¢ﬁj> .
j

Ako S = [I;si,¢ij,¢i;] Jeste jaka matrica polugrupa , tada ,

kao'u [8] , mi dobi j : ; i
[8] , mi dobi jamo dg susvi o 1 wij
slucaju »kada I jeste proizvoljna traka , to ne mora da vazi . Sada

Jedan-jedan . U opstem

demo razmatrati jake trake polugrupa za koje svi 'wij i wij Jesu
Jedan-jedan , tj. évrste trake polugrupa .
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PROPOZICIJA 1. Na S = (I;Si,lpij,w > definisimo relaciju

1]
p sa
apb e cpij’i(a) = n.lnu’j(b) A wji’i(a) = wji’j(b) ,
aeSi , beS'J . Tada p jeste kongruencija i S jeste poddirektan

proizvad od I I S/p .
Obrnuto , neka S & IxT jeste poddiréktan proizvod trake [
i polugrupe T tako da vazi sledeci uslov :

(1‘_51j A (ju)eS) = (i,u)es
(5)

¥

(i=j A (JueS) = (i,u)es
za sve i,je I, ueT ., Tada S jeéte cvrsta traka polugrupa
S, = ({ipTIns , el . |
Dokaz. Neka je S = <I;Si’¢1j’¢ij> . Jasno je da p Jjeste
refleksivna i simetri¢na . Dokazademo tranzitivnost . Neka je a p b

i bpc , aes, besj, cesk'. Tada je

(5) e ey, )
(7) | B e B)
(8) P, (B =¥, (0],
(9) wkj,j(b) = cpkj’k(c)

Sada imamo da je

Piciy, i ° wjkl,ki ° -wki,k(c) -
= o Pk illjk,k(c) ( prema (4} )
= O Py (®) ( prema (8),(2) )
= ijij’J(b) | ( prema (2) )
= .pjkij,j(b) - ( prema (4) )
Vs * Yy, ~ (prema (3) )
= ll‘jkij,ij ° tpij’i(a) { prema (B) )
= Pty '.Djki’i(a) ( prema {4) )
= sk Ve ° Y () | ( prema (3) )
Kako ¥ 1 ¢ Jesu jedan-jedan , to dobijamo da Jje

ki, ki jkij, jki
W i(aL) =9 (c)

i, ki,k
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Na slic¢an nac¢in pokazujemo da je

goik,i(a) = wik’k(c)

Dakle , apc , pa p Jeste tranzitivna .
Neka je a p b, aLeSi , bESJ , i neka je ceSk . Tada vaZzi
(6 1 (7) , pa Je

wjncjk,ikﬁ_: * P,k ° (p-ik,i(a) -
= ¢ e Yok © P (@) ( prema (4) )
= ‘pjikjk.,jlk ° P * ¥, @) ~ (prema (4) )
T o, s Pk ° ¢jz,j(b) _ ( prema (7) )
= i, kg @iikj’j(b) ( prema (2) )
= Sojikjk’jiklj ° llljikj’}(b) ( prema (4) )}
= llljikjkdk ° <ij;j(b) .{ prema (4) )
) w]ikjk,ikjk ° l‘bikjk.Jk ° {pjk,J(b) B ( prema (3) )
Kako wjikjk,ikjk Jeste jedan-Jedan , to Jje
(10) TIPRUI qoik,i(a) = wikjk,jk ¢ ‘pjk,j(b)
Sa druge strane , '
IRV wlk,k(c) -
= wikjk,kjk ° wkjk,k(C) ( prema (4) }
= lllikjk’kjk ° lﬂkjkl’k(C) ( prema (4) }
BT RN ' | ( prema (3) )
" Viegk, gk ° wjk,k(c) _ ( prema (3) ) ,
pa je
(11) IR _wik,k(c) - wikjk,jk ¢ wjk,k(C)
Sada dobijamo da je
wikjk,ik(a*C) - _
N (pikjk,ik{(pik,i(a}.wik,k(c))
= ik, ix C (pik,i[a).‘pikjk,ik 'o‘wik,k(c)
Voo @i Vg e © wjk,;c('c) ( (10) i (11) )
= wikjk,jk(quk,j(b)'w}k,k{C))
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= Y (b*c)

1k jk, Ik
Dakle ,
* =
wlkjk,lk(a c) wikjk,jk(b*c) ’
i, sliéno ,
_ * )
wjkik,ik(a c) wjkik,jk(b*c)
Prema tome , a*c p b*c . Na sli¢an nac¢in dokazujemo da je c*a p c*b,

pa p Jjeste kongruencija .

Neka 7 Jeste trafna kongruencija na S takva da je S/7
izomorfna sa I i S1 Jesu mn-klase . Tada Jje Jjasno da je

pnNnmM=¢ ,

gde ¢ Jjeste identidka relacija na S . Prema tome , S Je izo-
morfna poddirekinom proizvodu od S/9l 1 S/p { Propozicija II 1.4.
[4] ). | |

Obrnuto , neka S € IxT jeste poddirektan proizvod trake I

i polugrupe T tako da vazi (5) . Neka Je S = ({ipxTins , iel

Tada je Jjasno da S Jjeste traka I poiugrupa Si , iel

Definigimo preslikavanja ¢ , t = 3, 1 ¢ , 1= j,
T ij 1 ij 2
sa
¢1J((J,U)) = (i,u) , (J,g) € SJ , 1= J
w”((.j,u)} = (i,uw) , (j,u) € Sj S N N

Prema (5) sledi da Je (i,uleS , pa je (i,u)eSi u oba sluéaja
Lako se proverava da su wij i wij homomorfizmi i da uslovi (1)-(4)
vaze . Neka je (i,u)e—:Si i (J,V)ESJ . Tada je

wiLi((i,u))wiLj((j,v)) = (1J,w(ij,v) = {ij,uv) =

= (i,ul(j,v) (= (1,u)*(j,v) )

[

Dakle , S Jje jaka traka polugrupa Si, iel
Neka je 1_51 J 1 neka (J.u},(j,v)esj tako da

w‘j(fj.u))'= @11((j,v))

Tada dobijamo da Jje (i,u) = (i,v) , tj. u=v . Prema tome , dobijamo

da je (j,u) = (J,v) , pa ¢ Jeste jedan-jedan . Na slidan nadin

i)
pokazujemo da w:] , 1 £2 J ,» Jeste jedan-jedan . Dakie , S Jje jaka

¢vrsta traka polugrupa Si , 1el .0
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TEOREMA 1. S jeste ¢vrsta traka grupa ako | samo ako S

jeste regularna i poddirektan proizvod trake i grupe .
Dokaz. Neka S = <I;Si,wij.wij) Jeste é&vrsta traka grupa

i
Propoziciji 1. doblijamo da $ jeste poddirektan proizvod trake I i

G , iel , i1 neka e1 Jeste Jjedinica grupe G1 , 1€l . Tada prema

polugrupe S/p . Kako S  jeste reguiarna i S/p Jeste homomorfna
slika od S , tada S/p Jjeste regularna . Jasno je da svaki idempof
tent iz S/p Jjeste oblika ep , gde e |Jjeste idempotent iz S, tJ.

e=e za neki iel . Sa druge strane , za svaki i,Jjel 1imamo da je .

AT " Yiytey)
wji.l(ei) =e = wji’J(ej) ,
pa je e1 fel eJ . Dakle , S/p ima tadno jedan idempotent , pa S/p

Jeste grupa .

Obrnuto , neka S jeste regularna polugrupa i S jeste
poddirektan proizvod trake I i grupé G . Neka e jeste Jedinica
grupe G . Uzmimo da je S € IxG . Neka je .ieI . Tada postbji aeG

tako da (i,a)eS . Kako S |jeste regularna , to postoji (j,b)eS
tako da

(J,B)(i,a)(j,b)

(1,a) = (1,a)(3,b)(i,2) i (j,b)
Dakle

(1,8) = (iji,aba) i (J,b) = (jij,bab)

tj. 1 =1iji , a=aba, j=Jij i b=bab . Dakle , b=a ' . Sada

dobl jamo da je
(i,e) = (ijji,abba) = (i,2)(J,b)%(1,2) € S

Osim toga, jasno Je da (i,e) Jeste jedinica polugrﬁpe Gi=({i}xG)nS .

Takodje , imamo da je

{(i,p) = (i,e)(j,b)(i,e) € S

(i,2)(i,b)(i,a) = (i,aba) = (i,a)

Prema tome, Gi je regularna i kako .Gi sadrzi tadnoe Jjedan idempo-

tent , to Gi Jeste grupa .
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Neka 1i,Jjel i neka je i = J., (j,a) € §. Tada je Jji =i,
pa
(i,a) = (ji,ae) = (j,a)(i,e) € S

Na sli¢an nac¢in pokazujemo da iz i = J i (Jj,a)eS sledi da (i,a}eS.
Dakle , (5) wvaZi , pa prema Propoziciji 1. dobijamo da we have that
S Jeste &vrsta traka grupa G1 , iel .0O »

POSLEDICA . s Jje ¢vr§ta traka periodi¢nih grupas ako i

samo ako S jeste poddirektan proizvod trake i periodicne grupe .o
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ABSTRACT

In this paper we consider band compositions determined by

two transitive systems of monomorphisms , called the sturdy band of

semigroups .
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