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Prsten R je (idealska) ekstenzija prstena A pomoéu
prstena B ako R sadrZi ideal I izomorfan sa A i faktor prsten
R/I je izomorfan sa B , Tom prilikom mi obilno identifikujemo
prstene A i I , odnosno prstene R/I i B . Dve ekstenzije R i
R’ prstena A pomoéu prstena B su ekvivalentne ako postoji
izomorfizam Y od R na R’ koji fiksira elemente iz A (tj.
V(a) = a za sve a€A ) i za kanonidke homomorfizme V:R—=B
i y:R°—=B sglededi dijagram komutira:

R h R’
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U ovom radu izloZiéemo resSenje osnovnog problema o ekstenziji

prstena koji mozemo formulisati na sledeéi nadin : ako su dati
prsteni A i B , konstruisati sve prstene R koji imaju A kao
svoj ideal i R/A je prsten izomorfan sa B . ReSenje tog prob-
lema dao je C.J.Everett [6] , i o njemu se govori u poglavlju
l. ovog rada ., Teoremu 1l.1. nazivamo Osnovnom teoremom Everetta
o ekstenziji prstena ili , kraée , samo Everettovom teoremom .
Prsten konstruisan na nad¢in dat u formulaciji Everettove teo-
reme nazivamo Everettovom sumom prstena A i B , Vidi se da u
konstrukciji Everettove sume figurise tri preslikavanja i to
dva preslikavanja u oznaci [,] 1<, D) od BxB u A i pres-
likavanje 6 od B u translacioni omotad (1(A) prstena A ,

U poglavlju 2. ovog rada razmatraju se neki specijalni sluda-
jevi Everettove sume prstena . Tako , za preslikavanja [, ]

i { , D izabrana tako da budu nula funkcije ( [a,b] =<{a,b) =
=0 za sve a,b€B ) dobijamo poznatu razdvojenu ( split )
ekstenziju prstena ., Dobro poznati primer takve ekstenzije Jje
Dorroh exstenzija prstena pomoéu prstena celih brojeva . Ta-
kodje , u poglavlju 2, uvodimo pojam jake Bverettove sume prs-
tena kao EBveretove sume kod koje preslikavanje § Jjeste nulti
homomorfizam ( Q% = O za svaki a€B ) a zatim uvodimo i
pojam jake ekstenzije prstena , pomoéu koje opisujemo neke
klase prstena . Rezultati dati u poglavljima 2. i 3, su ori-



ginalni i biée objavljeni u radu M,Ciriéa i S.Bogdanovida [4].
U poglavlju 3. se vr3i generalizacija pojma distributivnosti

u polugrupama i prstenima ( M,Petrich [17] ) i daju rezultati
koji su generalizacije rezultata M,Petricha,[17] , i koji ,
takodje predstavljaju opise pomoéu jakih ekstenzija prstena .

U poglavlju 4, uvodimo pojam retraktivne ekstenzije prstena ,
prenoseéi odgovarajuéi pojam iz Teorije polugrupa . Dokazuje
se veoma interesantan rezultat da prsten R jeste retraktivna
ekstenzija prstena A ako i samo ako A jeste direktni sumand
prstena R ., U ostalom delu poglavlja 4. dati rezultat primenju-
jemo za opisivanje nekih klasa prstena u obliku direktne sume
nekih drugih prstena .

Nesto vise o translacionim omotadima prstena i eks-
tenzijama prstena moZe se naéi ekspozitornom &lanku : M.Petrich,
The translational hull in semigroups and rings , Semigroup
Forum , Vol., 1 (1970), 283-360 , u knjizi [15] ili u radovima
[10,12,137] . O originalnoj verziji Everettove teoreme , nesto
viSe se moZe nadi u radu [6] ili kmjizi[19] .

Prsten A je direktni sumand prstena R ako postoji
prsten B tako da je R izomorfan direktnoj sumi prstena A i B
( drugim redima , A je direktni sumand prstena R ako A jeste

ideal od R i R je izomorfan sa direktnam sumom prstena
A iR, ). Skup

UR) = {a€R | ax = xa = O za sve x€R}
nazivamo anihilatorom prstena R . Prsten R je Booleov ako svi
njegovi elementi jesu idempotenti . Frsten je potpuno regularan
ako njegova multiplikativna polugrupa jeste potpuno regularna.
Ako S jeste polugrupa ( prsten ) tada sa Reg(S) ( Gr(S),
E(S) ) obeleZavamo skup svih regularnih ( potpuno regularnih ,
idempotenata ) elemenata iz S . Ako 5 jeste polugrupa , tada
ssa Ge obeleZavamo maksimalnu podgrupu od S koja sadrii e
kao svoju Jjedinicu .

Za nedefinisane pojmove i notacije upuéujemo na

(2] ,[16],[9] i1i [11] .



1. OSNOVNA TEOREMA EVERETTA

DEFINICIJA 1.1. Neka R jeste prsten i neka x,y oz-
nadavaju proizvoljne elemente iz R . Freslikavanje A na R
pisano sleva je leva translacija na R ako A jeste endomorfi-
zam aditivne grupe prstena R i
Nxy) = W)y .
Lreslikavanje P na R , pisano zdesna , jeste desna transla-
cija na R ako jeste endomorfizam aditivne grupe prstena R i
(x3)f = x(yp) .
Leva translacija ) i desna translacija P na R su vezane ako
Je
xy) = (x@)y .
U tom sludaju par (A,P) je bitranslacija na R .
Leva translacija A i desna translacija §> na R su
permutabilne ako
Q)P =Axp) .
Skup T bitranslacija na R je permutabilan ako za sve (A,Q) i
(A", 07) iz T su A i P permutabilne .
Skup A(R) svih levih translacija na R jeste prsten
u odnosu na uobidajene operacije sabiranja endomorfizama Abelo-
ve grupe i kompoziciju preslikavanja :
A+XN)x = Ox)+(N'x)
(AN )x = A(X\'x) ’
za sve xX€ER ., Slidno , skup P(R) svih desnih translacija na
R jeste prsten u odnosu na operaciju sabiranja endomorfizama
Abelove grupe definisanu na isti nalin i operaciju kompozicije:

X(ee') = (Xe)e' ’
za sve XxXER .

Podprsten )(R) direktne sume A(R)®P(R) koja se
sastoji od svih bitranslacija na R je translacioni omotaé od R.

DEFINICIJA 1.2, Neka a Jjeste element prstena R .
Freslikavanje Aa na R definisano sa
A X = ax (x€ R)
je unutrasnja leva translacija na R indukovana sa a ., Presli

kavanje Pa na R definisano sa :



xp, = xa (x€R)
je unutrasnja desna translacija na R indukovana sa a . Par
O‘a’?a) =W, Je unutradnja bitranslacija na R indukovana sa
a . Skup [1(R) svih unutra3njih bitranslacija na R je unutras-
nji deo od QL (R) . Analogno definiSemo unutrasnje delove
MR) i A(R) redom od A(R) i P(R) .

Lako se proverava da [ (R) jeste levi ideal od /\(R),
A(R) jeste desni ideal od P(R) i [I(R) jeste ideal od £2(R).

Akxo w= (\,P) jeste bitranslacija na R , onda éemo
) posmatrati i kao preslikavanje od R u R koje , pisano
sleva je jednako sa A a pisano zdesna Jje jednako sa P .
Drugim recima

WX =Ax xw = xP .
za sve XxX€R .

TEOREMA 1,1, (Everett [6] ). Neka A i B jesu dis-
junktni prsteni . Neka Q:B— Q(A) jeste preslikavanje koje
slika B u skup permutabilnih bitranslacija , u oznaci

Q: ar—=@? (a€B) ,
ineka [,]:BxB—A i (,»:BxB—A jesu preslikavanja
takva da za sve a,b,c€ B vaZe sledeéi uslovi :

(1) 2 + %b = 9a+b + :“[‘_a,bj ;

(2) Q® Bb = %ab +3T<a’b> 3

(3) {ab,e> + (a,b> Q% = (a,becd+ g8 <b,c> ;
(4) [0,0] =0 :

(5 fa,b] = [b,a] ;

(6) fa,b] + [a+by,e] = [a,b+c] + [b,c] ;

(7) [a,b] Q% + {a+b,c > = [ac,bc] + {a,c >+ <b,c> 3
(8) Qa[b,c] +<a,b+c>= [ab,ac] +<a,b>+<a,c> .
DefiniSimo aditivnu i multiplikativnu operacijuna R = A x B
sa

(9) (ya) + (Pyb) = (X+P+ [a,b], a+b )

(10) (%,2) (Pyb) = (KB +abd+ PP+ o’ , ab) .

Tada R sa tako definisanim operacijama jeste prsten izomor-
fan nekoj ekstenziji od A pomoéu B,

Obrnuto , svaka ekstenzija od A pomoéu B je
izomorfna nekom ovako konstruisanom prstenu .
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Dokaz. Asocijativnost sabiranja lako sledi iz uslova
(6) . Takodje , iz (#) i iz (6) , za b =c = O , dobijamo da
je [2,0] =0 i iz (5) dobijamo da je [0,a] =0 =za sve
a€B , odakle se lako pokazije da (0,0) jeste neutralni ele-
ment za sabiranje u R , Lako se pokazije da inverzni element
za sabiranje elementa (K,a) iz R jeste (-o(-[a,-a], -a ) .
Komutativnost sabiranja sledi iz (5) .

Neka (o(,a),(P,b),(4,c)E€ R . Kako su translacije
AP g ?b vezane , to je (o(&b)'x‘ = (o(?b)& ao(()\bx) =
=O((%b%k) . Kako su leva translacija )% i desna translacija
P® permutabilne , to je (§2()Q% = (NPE)IP° = (R P%) =
=6a(ﬂ5@c) . Takodje je ( )%= ( % i & )H)=(%)
Sa druge strane , iz (2) imamo da jJe

<a,b>8‘ + eaba“’ Qa @bX , o(%b Bc =o(Bbc +O('<b,c> .
Koristeéi (3) dobijamo da je

{(, ) (B0} (¥ye) = o+ Ca, b+ B2 + @ , ab )(g,e) =

((lR+ {a,b>+ Ba(f’ + d%b)ﬁ‘ + <ab,c> + Gab*d‘ +( X+ <a,b> +
0+ o) 8% , (able ) = (@i« <a,bdy+ (R2Y + (U@ +
Q%P4 + (o@)° + Ga, DR + 8% + (RR)RS + Kabye >, ave )=
Coxpi+ %R 4+ QAEY) + oL(B%) + (PR + o(B® +oldb,e>
+ ea( \560) + <a,bc> +,63<b,c> , abc ) = (O(((bgt+ eb}x‘ + (560 +
Cose> ) + Caybed + o + 2P+ Cojed + Q74 + pR° ), abe )=
= (%,8)( P+ {bye) + e,bx+ BR° 5 be ) = (X,a){(R,D)(Jhed}
Frema tome , multiplikacija na R je asocijativna ., Na kraju ,
koristeéi osobine (1),(7) i (8) , bez teskoéa moZemo pokazati
da vaze distributivni zakoni ., Dakle , R jeste prsten .

Uodimo podskup I = {(o(,O) | o(EA}_C_ R, Ako u
(1) stavimo da je a = b = O , tada iz (4) dobijamo da je
Q% = W, iiz(7) , za a=b=c =0, dobijamo da je
(0,0>= O , Sada se lako proverava da I jeste podprsten od
R . Neka (X,00€I i (P,b)ER . Tada je

(4,0)(B,b) = (otp+<0,b>+ 8% +xQ® , 0 )ET 4

(Byb)(X,0) = ( pok+ {b,0>+ Pt + P , 0)ET
pa I Jjeste ideal prstena R . Na kraju , pokazademo da je
faktor prsten R, izomorfan sa B . Neka su (o(,a),([},b) R
elementi takvi da je (o(,a)E(F':,b)(modI) ( pri demu = (modI)
jeste kongruencija prstena R indukovana idealom I ) , Tada je
(e(ya) = (®,b)€E I , odakle je a-b =0, tj. a =b . Sa druge

+ + 8
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strane , (X,a)=(P,a)(modI) za sve «,pPECA i sve a€B ,
Frema tome , za proizvoljni element (X,a)ER je
(o<,a)+I=Ax{a} .
pa Je oligledno da preslikavanje
(f,a) + I =Ax {_a}l——>a
jeste izomorfizam iz R/I na B ,
Obrnuto , neka R Jjeste ekstenzija prstena A pomo-
éu prstena B., tj. neka A jeste ideal od R i neka R/I = B,
Neka V:R—B jeste kanonidki homomorfizam . Za proizvoljni
element aCB ( tj. a jeste klasa uR ) neka a” jeste pro-
izvoljni predstavnik te klase . Na taj nac¢in , izborom sistema
{a’ |a€B}CR mi smo definisali jedno jedan-jadan presli-
kavanje iz B u R ( ar——a’ , a€B ) . Odigledno je da je
Vv(a’) = a za sve a€B , Sa druge strane , za proizvoljne
a,b€EB je V(a’+d") =N(a’) + V(b)) = a + Db =y((a+ b))
i V(@) = V(@) V(b)) = ab =V ((ab)’) , tj.

(a+b)=a+ b (modA) ,
(ab) ‘= a’b"(modnr) .
Prema tome , sa
[a,b] =a” +b" - (a + b)) ,
{a,b>=a’b’ - (ab)’
su definisana dva preslikavanja iz BxB u A ., Definisimo
preslikavanje Q:B—(J(A) sa :

0:ar— 8% = ( 2%, P2 ) (a€B) |,

gde 7\a jeste leva translacija na A definisana sa :

¥x=a ot (KEA)
i Pa jeste desna translacija na A definisana sa :

«p% = o8  (Kk€A) .
Kako , ne umanjujuéi op3tost dokaza,moZemo uzeti da je 0'= O ,
to lako dobijamo (4) . Bez te$koéa se pokazuju uslovi (1)-(8) ,
pa moZemo konstruisati prsten R’ = AxB na taj nadin $to é&emo
defimisati operacije sabiranja i mnoZenja sa (9) i (10) . Do-
kaZimo da su prsteni R i R’ izomorfni . DefiniSimo presli-
kavanje ‘P:R°—R  sa:
P((,a)) = of + a° (X€A, a€B)

Neka je x€R proizvoljni element i neka je VY(x) = a€B , tj.
a=x+A4A, Tada je x=a’(modd) pa x - a'=x € A , Prema
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tome , x =o(+ a’ = P((K,a)) . Neka je o+ a’= B+,
X, €A, a,bcB , Tada je y(a’) =)Y(b") odnosno a =b ,
odakle je =@ , tj. X,a) = ({d, b) . Dakle , preslikava-
nje P je bijektivmo .

Neka («,a),(®,b)€R’, Tada je

\P((o(,a)+((3,b)) =\P((0<+(5+ (a,b], a+Db)) =

=X+ 3+ [a,b]+ (a +1b) =

s+ B a4 b = Pl,a)) P UBD))
P (oAB+ Ca,b D>+ BB +o(B° , ab ) =

oo+ 8yb> + a"P+X-d” + (ab)’ =

XB+ a'A+ or:d” + a’®” = (oh+ a”)([3+ b7)
V(K a)PUB,))

Prema tome , \P jeste izomorfizam iz R na R .0

VP ((,2)(B,p))

i

H

#

]

DEFINICIJA 1,3, Prsten konstruisan na nadin dat u
formulaciji Teoreme Everetta nazivamo Everettovom sumom prstena
A i B, pomoéu trojke preslikavanja (©; [, 1;<, D) i obele-
Yavamo je sa E(4,B;Q0;[,13<¢, D) .

Predstavljanje prstena R wu obliku Everettove sume
nekih prstena nazivamo Everettovom reprezentacijom prstena R ,

Kao sto se iz napred navedenog védi , konstrukcija
Everettove reprezentacije prstena koji Jje ekstenzija drugog
prstena dobijena metodama koje su kombinacije metoda korisée-
nih za konstrukciju Schreierove ekstenzije grupa ( izbor pred-
stavnika klasa ) i Yoshidine konstrukcije ekstenzije polugrupa
[20] ( koriZéenje translacija ) . Everettova reprezentacija ,
kao $to se moZe videti , odredjena je izborom predstavnika kla-
sa , ali za bilo koJi izbor predstavnika klasa dobijamo ekvi-
valentne Everettove sume . Sledeéa teorema nam precizno odre-
djuje pod kojim uslovima su dve Everettove sume ekvivalentne :

TEOREMA 1.2, Dve Everettove sume E(4,B;Q; [, 31;<, D)
i E(A,B;Q3[0,1735<,>’) prstena A i B su ekvivalentne ako
i samo ako postoji preslikavanje % :B—>A takvo da je £(0)=0
i za sve a,b&B je :
(11) Q- g° + JTE(b) ,
(12) [a,b]” = [a,b] + £(a) + (b) -E(a + D)
(1) <apy =<a,b>+ PEM®) +§ (@ +5 () (b) ~F(ar).O



2. JAKE EKSTENZIJE PRSTENA

Dobro poznata razdvojena ( split ) ekstenzija prs-
tena moZe se dobiti iz Everettove sume prstena u kojoj su
[,] i <,> nula funkcije . Na ovaj nalin se , naprimer ,
moZe dobiti poznata Dorroh ekstenzija nekog prstena pomoéu
prstena celih brojeva . U ovom poglavliju éemo posmatrati jedan
drugi specijalni sludaj Everettove sume - sludaj kada Q jes-
te nulti homomorfizam .

DEFINICIJA 2.1, Everettova suma E(A,B;Q;[,1:<,))
prstena A 1 B Jjeste jaka Everettova suma prstena A i B
ako Q jeste nulti homomorfizam iz B u f£2(A) , tj. ako
Je @a = JTO za sve a€B ., U tom sludaju , jaku Everettovu
sumu obele¥avamo sa E(A,B; [,]1;{,>) .

Prsten R jeste jaka ekstenzija prstena A pomoéu
prstena B ako postoji neka jaka Everettova reprezentacija
E(A,B;5[,3;<{,>) prstena R .,

Neka R = E(4,B;[,];<, ) jeste jaka Everettova
suma prstena A i B., Tada se uslovi Teoreme Everetta svo-
de na sledele uslove :

(1" JT[a,b] =N 3

(27) ﬂ<a,b> = JTO 3

(3") {a,be> = Jab,e> ;

(47) a,b]=[byal ;

(57) [0,0] =0 ;

(67) [a,b] + [a+b,c ] = [a,b+e¢ ]+ [b,e] 3
(77) Ca+b,e D= [ac,be] + {a,c >+ {(b,c>
(87) {a,b+c >= [ab,ac] +{a,b >+ {a,e>
( za sve a,b,c €B ) i multiplikacija je data sa :
(107) (y2)(By0) = (AP + {a, b>, ab ) .

Ako su (0(1,a JER , i=1,2,...,n , n€Z" , tada je
LN 4 n
(1677 3 (X3085) = ( 1,_-'10( + < ‘k'l 8iy ;11 1aa>5

za sveki k , 1 <k< n-1 ( prema (2°) i (37) ) .
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U narednim razmatranjima koristiéemo sledeéi rezultat:

PROPOZICIJA 3,1, ( Putcha ,[18]). Neka R jeste prs-
ten u kome neki stepen svakog elementa le?i u podgrupi . Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni :

(i) (R,-) je polumreZa arhimedovskih polugrupa ;

(ii) nilpotenti iz R obrazuju ideal polugrupe (R,+);

(iii) nilpotenti iz R obrazuju ideal prstena R .[J

Neka S jeste polugrupa i T jeste njena podpolugrupa.
Preslikavanje ‘P:8—>T jeste retrakcija ako P jeste homomor-
fizam i WP(t) =t za sve t€T , U tom sludaju kafemo da T
jeste retrakt od S , Ako T Jeste ideal od S i postoji ret-
rakcija od S na T , tada T jeste retraktivni ideal od S i S
Jjeste retraktivna ekstenzija od T . Polugrupa S jeste nil-
ekstenzija polugrupe T ako T Jjeste ideal od S i S/T Jjeste
nil-polugrupa , Ako pri tome postoji retrakcija od S na T ,
tada S jeste retraktivna nil-ekstenzija od T .

TEOREMA 3,1, Neka R jeste prstemn . Tada (R,:) jeste
retraktivna nil-ekstenzija unije grupa ako i samo ako R jeste
Jaka ekstenzija nil-prstena pomoéu potpuno regularnog prstena.

Dokaz. Neka (R,:) jeste retraktivna nil-ekstenzija
unije grupa T.Tada (R,*) jeste polumreZa arhimedovskih polu-
grupa , pa prema Propoziciji 3.l. imamo da skup A svih nilpo-
tenata iz R jeste ideal prstena R . Neka B =R, . Neka P
jeste retrakcija od (R,:) na T , Neka a€B Jeste proizvoljni
element ., Tada je a = x + A za neki x€R . Takodje , xRET
za neki neZ"’ , odakle imamo da Je

(=P 2 (x=\P(x))%(x=\P(x))?72

(2= P ()= \P(x)x+ () D) )%= \P(x))PL
(22PN ()= (1) P(x)+ PP () ) (%= P () )72
(%8=P(x)\P(x) ) (x=P(x))PL
(x2-x\P(x)) (x-\P (x))272
x(x=\P(xD? = ... = (2= (x)) =

=P (=0 (x)) = (P E))IMx-P(x)) =

= (PN -(P )™ =0,
Prema tome x-‘P(x)€A , tj. =x=P(x)(modA) . Dakle a=‘P(x)+A .
Neka V:R—=B jeste kanonilki homomorfizam . Tada je
a = V(\W(x)) i kako ‘P(x) jeste potpuno regularni element

1}

"
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iV Jjeste homomorfizam , to i element a jeste potpuno regu-
laran , Prema tome , B jeste potpuno regularan prsten ., Oigled-
no je da A jeste nil-prsten , Prema Teoremi Everetta R Jje
izomorfan nekoj Everettovoj sumi E(A,B;Q;[,13:<, ) pri

emu za predstavnika klase a€B moZemo uzeti element a’=
=\P(x) , pri demu je VY(x) =vV(P(x)) = a . Tada imamo da je

Q% = ota” = () =VPIVWP(x) = 0P(x) =0 i

B = a'ot = P =P(x)P ) = P(x)0 = 0 ,k€A,a€ B,
jer je W(X) = 0 za sve X€A ( prema Teoremi I 4,3.[2] )
Dakle , Sa =7, za sve acB , pa R jeste jaka ekstenzija prs-
tena A pomoén prstena B,

Obrnuto , neka R jeste jaka ekstenzija nil-prstena

A pomoéu potpuno regularnog prstena B , tj. postoji Everettova
reprezentacija E(A,B; [,]; ¢, >) prstena R , Neka x=(A,a)€E R
jeste proizvoljni element . Tada postoji n¢ zt i e CE(B)
b€ B tako da je o(n=0,a=ea=ae i ab = ba = e , Osim
toga , x° = (o + <a,an"l>, a®) = ( (a,an'l >, a®). Sada je

- ( (eyed,e) = (<a,a™ 1 >,a™)((e,ed,e) =
= ( (a%,e),a%) = ( (a,an-1e>,an) =
= ((a,an-l> ,ah) = x&
i na isti nadin imamo da je ( {e,e) ,e) x* = ¥2 ., Sa druge
strane
®-(0,6™) = ( {a,a®1>,a®)(0,b?) = ( {a%,b® >,am?) =
= ( (ea®,b" S,e) = ((e,a™® D,e) = ( (e, e Dye)
i na isti nadin dob:.aamo da je (0,b™).x" = ( <e e >,e) . Takodje
je (e, e>,e) = ({e,e>,e) . Prema tome x"€Gr(R) .

Neka je (X,a)€ Gr(R) , Tada postoji (B4D)ER tako da
je («,a)(P,b)((,8) = (X,a) i (,a)(P,b) = (B,b)((,a) , tJ.
(ool + (ab,a D,aba) = (K,a) 1 (P +a,b),ab) = (pot+ <, a y,ba),
Prema tome , ofck+ {ab,a)= o(, aba=a , op+ {a,b >= Rot + <b a>
i ab=ba , odakle je « = (OK(S) « + {ab,a > , za sve k€Z" , pa
je o = {(ab,a» . Dakle , proizvoljni element iz Gr(R) je oblika
( {eya>,a) , gde je a€B i a le¥i u maksimalnoj podgrupi od
B sa jedinicom e . Neka je ( {e,ad,a)€Gr(R) i (pypIER .
Tada je (<e,a>,a)({5,b) = ( {a,b >,ab) 1 postoji c€ B tako
da je (ab)e(ab)=ab i (ab)e=c(ab) . Sada je

( <a,b>,ab)(0,c) = ( {ab,c ) ,abe) = ( {abcab,c > ,abc) =
= ( {abe,abe »,abe ) = ({ cab,cab ),cab) =
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= ( {c,abcab ) ,cab) = ( {c,ab) ,cab) =
= (0,e)( (a,b> ,ab) |,
i, osim toga ,
( <(a,b>,ab)(0,e)( {a,b>,ap) = ( {ab,c>,abc)( {a,b >,abd)
= ( {(abc,ab »,abcab) = ( {eabc,ab ,ab) =
( {e,abcab) ,ab) = ( {e,ab>,ab) = ( {ea,b »,ab)
( (a,b>,ab) .
Prema tome , ( {e,a>,a)(},b)=( {a,b> ,ab) €Gr(R) i na isti
nadin dokazujemo da je (Q,b)( {e,a >,a)=( {b,a>,ba)€ Gr(R) ,
pa Gr(R) jeste ideal od R , DefiniSimo preslikavanje
\P:R—=Gr(R) sa _
P ((x,8)) = ( {e,a)>,a) s, (K,a)ER
gde a lezi u maksimalnoj podgrupi od B sa jedinicom e .
Neka su (o(,a),((s,b)E R, pri demu a i b leZe u podgrupama od
B sa jedinicama e i f redom , Neka ab 1leZi u podgrupi od B
sa jedinicom g . Tada je

Wi, a) P (R,p) = (e,a)>,a)({£,0>,b) = ({a,b>,ab) =

( (a,bf > ,ab) = ( {ab,f >,ab) =

( (gab,f > ,ab) = ({g,abf >,ab) =

( (g,ab>,ab) = P((cP+a,bd,ap)) =

P ((et,2)(B,0))

Frema tome , \P jeste retrakcija od (R,:) na (Gr(R),-) , pa
(R, ) jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa (Gr(R),-).0J

#

[}

"

#

Polugrupa S jJjeste n-inflacija polugrupe T ako
S jeste retraktivna ekstenzija od T i SPlC T (ne€z*) .

POSLEDICA 2,1, Neka R jeste prsten . Tada (R,+) jeste
n-inflacija unije grupa ako i samo ako R jeste jaka ekstenzija
n+l-nilpotentnog prstena pomoéu potpuno regularnog prstena ,[]

TEOREMA 2,2, Neka n€Z' , n >2 ., Tada R jeste
(n+l)-nilpotentan prsten ako i samo ako R Jeste jaka eksten-
zija nula prstena pomoéu n-nilpotentnog prstena .

Dokaz. Neka R jeste (n+l)-nilpotentan prsten , tj.
. Neka A = U(R) jeste anihilator prstena R . Neka
x,y€EA i r€&R . Tada je

(x+y)r = xr+yr = O i r(x+y) = rx+ry = 0
pa x+y€A . Takodje , (-x)r = -x» =0 i »(-x) = -rx = 0 ,

rR®L L 0o
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pa =-x€A , Ofigledno je OEA , Na kraju , xr = rx = O€A ,
Prema tome , A jeste ideal prstena R . Prema Teoremi Everetta
imamo da R Jjeste izomorfan nekoj Everettovoj sumi

E(A,B;8;3 [, ;( ,>>) prstena A i prstena BzR/A . Prema defi-
niciji preslikavanja f u Teoremi Everetta imamo da za svaki
A€A i svaki a€ B vaZi :

Q% = a’o(= O i 8% = «-a’ = O .
Prema tome § jeste nulti homomorfizam , pa data Everettova
suma jeste jaka , tj. R jeste jaka ekstenzija prstena A i B ,
Kako za sve xl,xa,...,anER imamo da je

n+l : n+l
.xleoooangR = 0 1 RX1X2oooxn(;R = 0O
to imamo da xlx2...xn€§A za sve xl,xz,...,an{R , P2 B
jeste n-nilpotentni prsten ., Oigledno je da A jeste nula
prsten ., Obrat se lako pokazuje .

3. GENERALIZOVANA DISTRIBUTIVNOST
U POLUGRUFPAMA I PRSTENIMA

U ovom poglavlju generalizujemo pojam distributivnos-
ti u polugrupama i prstenima uveden u [17] .

DEFINICIJA 3,1, Neka je n€z¥ , n >2 . Lolugrupa
S je n-distributivna ako je

n n . n n
a({hx) = Jh(axy) i (fhxyda = 1 (x;8)

i
za sve a,xl,xz,...,xnes .
Prsten je n-distributivan ako njegova multiplikativna
polugrupa jeste n-distributivna .

LEMA 3.1, Neka S jeste n-distributivna polugrupa .
Tada S Jeste (n+k(n-1))-distributivna za sve kxez* .00

LEMA 3,2, Grupa G Jeste n-distributivna ako i samo
ako G Jeste komutativna i a = a za sve a€G ,
Dokaz. Neka G jeste n-distributivna i neka e Jeste
jedinica grupe G . Tada za a€ G imamo da Je
a =ae = ae” = (ae)? = a®
Neka a,bc G . Frema Lemi 3.1, moZemo pretpostaviti da Je

n>3%, Tada je (ba)® = ba , pa je (ba)?1 = ¢ , odakle je
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ab = (ba)™ labe = (ba)* 2(ba®)(be) = b(a® %a%e) = bal =
= ba .
Prema tome , G jeste komutativna .
Obrnuto , neka G jeste komutativna grupa i a = a

za sve at€ G ., Neka a,xl,xz,...,anG . Tada Je

= i n, & n n
[ xe2) = [lexy) = an(f %) = allxg) = ([1x)e

pa S jeste n-distributivna .[]

DEFINICIJA 3,2, Polugrupa S je medijalna ako je
abcd = acpd
za sve a,b,c,dcS .

ILEMA 3,3, Ako S Jeste medijalna polugrupa , tada

ax1x20coxnb = ax6(1>x6(2>...x6(n>b
za svaki n€Z , n =2, sve 8,b,X),Xpy.0.,%X,€5 1 svaku
permutaciju g skupa {1,2,...,n} .

TEOREMA 3,1, Sledeéi uslovi za polugrupu S su
ekvivalentni :

(i) S je regularna i n-distributivna ;

(ii) S je medijalna i a® = a za sve a€s$ ;

(iii) S je ortodoksna polugrupa i normalna traka
n-distributivanih grupa .

Dokaz. (i)=>(iii). Neka S jeste n~distributivna
regularna polugrupa i neka je acS ., Tada je a = axa za neki
x€S5 , odakle je a = axa = a(xa)® = (axa)® = a” ., Prema tome ,
5 jeste potpuno regularna , pa S Jjeste disjunktna unija
n-distributivnih grupa . Neka e, f€E(8) , Tada je

(e£)2 = (ee)™ Zefer = e(e®212) = P 172 . of ,
pa S jeste ortodoksna . Neka e,f,gc E(S) . Tada je
efge = efn'lge = (eg)(fn-lg)e = e(gfn_l)ge = egfn_le = egfe
pa EB(8) jeste normalna traka ,

Neka a€G, , b€G, , e,fEE(S) . Tada je a" ' =e,

Pl f 4

(ab)PL = (ab)22"2 . (ab)(ab)®"2 = aPb(ab)?"? =
aan-2(ab>n-1 - aan-2bn-1 - an—lbn-l

= ef ’
pa abEEGef . Dakle , S jeste normalna traka E(S) grupa Gy o
eeE(S> .
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(iii)=>(4ii). Neka S jeste ortodoksna polugrupa i
S jeste normalna traka Y n-distributivnih grupa Gy, XE€Y .
Tada je jasno da E(S) jeste normalna traka izomorfna sa Y ,
tj. S Jeste normalna traka E(S) n-distributivnih grupa G,
e€ E(S) , pri demu G, Jeste grupa sa jedinicom e . Neka
xiE Gei , i=1,2,3,4 ., Tada je
X)XpXzX), = X)XpXz€1€,83%, = X)X581€,%3818583%, =

= X)€)X5e,e,X35e,e5€3X, = X,8,X5e,6,Xze,€,€30,€ 6 e3X, =

= X)8.X5€)€,X3e,€18,83%, = X)€)X5e,€,€38,e,e,X5e,e,6,83X, =

= X)€)Xye36,e,e,X38, e 8,83X, =
X161€,€36, €1X,e26, €, e,X58) €8 83X, =
(xle293e4)(elx2e3e4)(e1e2x5e4)(ele2e3x4) =
= (x192e3e4)(ele2x5e4)(elx2e3e4)(e1e2e5x4) =
X)€1€565€,€,e,05X503€)€)8,€58,8,87X 8,838, 8,e,628,X, =
= X)€1€36,€,8183X383€,€,6,e58,X56,6, 818388, X, =
X1€1€3X3€,8,€,85X,e, e 858,%, =

= X)€1Xz€)e56,8,8)e3X56, 8 €328,X) =

= X)€,Xz€,€2X5€,€,858,X, = X)X3€165X5€,€565€,6,058,%, =

= X)X3€1€3X581€38,X, = X XzX5€,€z8,%, =

= X XzXoX)
jer je grupa Gejepeze, komutativna i E(S) jeste normalna tra-
ka , Dakle , S jeste medijalna polugrupa . Takodje je o&igledno
da Jje a = a za sve a€sS jer S Jjeste unija n-distributivnih

grupa .
(ii)=>(i)., Ova implikacija sledi na osnovu Leme 3,3.[]

TEOREMA 3,2, S jeste n-distributivna polugrupa ako i
samo ako S jeste n-inflacija ortodoksne polugrupe , normalne
trake n-distributivnih grupa .

Dokaz. Neka S Jjeste n~distributivna polugrupa .
Tada za proizvoljni x€S5 Je 2w = ()® = 2 4
2n>n+l , pa S jeste periodidna i Reg(S) # @ . Kao u dokazu
Teoreme 3,1, pokazujemo da Jje a® = a =za sve a€Reg(8) . Neka
je a€Reg(8) , x€S , Tada Jje

ax = ax = (ax)? i xa = xa® = (xa)” R
pa ax,xa&Reg(8) , odakle imamo da Reg(S) jeste ideal od S .
Prema Teoremi 3,1. Reg(S) jeste ortodoksna polugrupa i normal-
na traka n-distributivnih grupa .

Neka X,Xpsece,X €S . Tada xo, € Reg(S) , pa je
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n+1 n n-1l

121 = (I—I X5 )xn+1 = i_l(x xn+l) = lﬂl(x'xn+l) Xn¥n+1 =

= l—l (xl n+1) Xn¥nel = o0 T l—l (xl n+1) Xn¥n+1€ Reg(5),

jer Reg(S) jeste ideal od S ., Prema tome , Sn+1§;;Reg(S)
DefiniSimo preslikavanje \P:S— Reg(8) sa:
Pa) = a®n-1 , 8€S .,

Neka a,be S , Tada je

\P(ab) = (ab)?P7L = (a0)*P72 = (ab)P(ab)?PP(ab)® =
zatnb(ab)zn"aabn = an"lab(ab)2n_ abb® 1 -
an—l(ab)n(ab)n-lbn-l = a~ -1 nb(ab)n 1 n-1 _
- a2n-2(ab)nbn-l - a2n—2abnbn -1 _ a2n--1 2n-1 _
W(a)\Ww)
jer je (ab)n+1 = (ab)2n . Prema tome , \p jeste homomorfizam
iz S u Reg(8) . Ako je a€Reg(S) , tada je “P(a) = a°?1 .
=a = a s DA ‘{) jeste retrakcija . Dakle , 5 jeste n-inflaci~-
Jja ortodoksne polugrupe , normalne trake n-distributivnih grupa,

Obrnuto , neka 5 jeste n-inflacija polugrupe T , pri

emu T jeste ortodoksna polugrupa i T jeste normalna traka
n-distributivnih grupa . Prema Teoremi 3,1, T jeste n-distri-
butivna polugrupa ., Neka ‘P:S—T jeste retrakcija i neka
a,xl,x2,...,x €S . Tada iz SP*1C T imamo da je

aiﬁlx. - Plaflx,) = \P<a>r| P(x,) = 1) P(x,) =

i=1 i=1

= H\P(axi)=\P(l’1ax)= |"|ax .

i=]1
zbog n-distributivnosti u T , Sllcno dokazujemo i drugu jedna-
kost . Prema tome , S jeste n-distributivna .[J

POSLEDICA 3,1, Neka S Jeste n-distributivna
polugrupa ., Tada

axl...xn_lb = axﬁ(l)"'x6(n-1)b
za sve a,b, 91Xy se0e X 1€§S i svaku permutaciju 6 skupa
1, 2,...,n—1}
Dokaz , Frema Teoremi 3.2, imamo da S jeste n-in-
flacija polugrupe T koja jeste regularna n-distributivna polu-
grupa ., Prema Teoremi 3.1. T jeste medijalna . Neka P:8—=T

jeste ratrakcija . Tada na osnovu Leme 3.3, imamo da je
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n-1 n-1 n-1
a( [1x0b = W(a( M xb) = Y(a) [MP(x;)(b) =
i"—'-l i=1 i:l

-1 -1
P @XCTT P (x40 P = Pal [T x50 -

[}

(Pl 1)) O
a X2 yJ)b .
ia1 OC1)
PROPOZICIJA 3.1,.( Jacobson ,[8]), Neka R jeste prs-
ten u kome za svaki element x postoji celi broj n >1

takav da je x* = x . Tada R jeste komutativan .[]

TEOREMA 3,3, Sledeéi uslovi za prsten R su ekvi-
valentni :

(i) R je regularan i n-distributivan

(ii) R je poddirektna suma n-distributivnih polja;

(iii) a" = a za svaki a€R .

Dokaz. (i) =(ii). Sledi iz &injenice da svaki
regularni komutativni prsten jeste poddirektna suma polja ,
iz Teoreme 3,1, i iz Propozicije 3.1l.

(ii) =(iii). Sledi na osnovu Leme 3.2,

(iii) =(i). Sledi na osnovu Propozicije 3.1.L]

TEOREMA 3.4, Prsten R je n-distributivan ako i samo
ako R jeste jaka ekstenzija (n+l)~-nilpotentnog prstena pomo-
éu regularnog n-distributivnog prstena .

Dokaz. Neka R jeste jaka ekstenzija (n+l)-nilpoten-
tnog prstena A pomoéu regularnog n-distributivnog prstena B ,
tj. neka R jeste neka jaka Everettova suma E(4,B; [, 1:;<,>)
prstena A i B , Neka (X,a),(,a;)€R , i=1,2,...,n Jesu
proizvoljni elementi ., Kako imamo da je A" C a1l o o ,
to je , prema (10°°) i komutativnosti u B ,

1 (CGa)o,890) = [ Coy + <ayay > ym8,) =

i=1
n n-1 n
= (iDIO(O(i + <i|:]1aai,aan > ,izllaai) =
=1 n n-1 n
= ( <i|:‘laai’aan >’i|:‘1&ai) = (< (iz‘laai)a’an >,ani|:]13-1) =

i

-1 n n n
({aP T a, _
{a i[:llal,an >,ai|:Ilai) €< a,izllai >,ai|:]13i) =

n n n n
(o<i|:|1°(i + <a,izllai >,ai|:]lai ) = (o(,a)iIZIl(o(i,ai) .
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Prema tome , R jeste n-distributivan ,
Obratno tvrdjenje sledi na osnova Teoreme 3.2, i
Teoreme 2.,1. ( odnosno Fosledice 2.1. ) ,[]

PRIMER 3,1, Neka je

R = {[8 8] | a,b,OeZB} » gde Zy jeste polje ostataka
po mod3 . Tada R jeste 3-distributivni prsten - Takodje ,
Reg(R) nije podprsten od R pa R ne moZe biti predstavlijen u
obliku direktne sume 4-nilpotentnog prstena i regularnog
3-distributivnog prstena ,

4, RETRAKTIVNE EKSTENZIJE PRSTENA

DEFINICIJA 4.1, Neka A jeste podprsten prstena R .
Homomorfizam “P:R-—>A je retrakcija od R na A ako je
P(a) = a za sve at€ A
A¥ko postoji retrakcija od R na A , tada A nazivamo retraktom
prstena R , Ako je , pri tome , A ideal od R , tada kaZemo da
A jeste retraktivni ideal od R i R jeste retraktivna ekstenzi-
ja prstena A .

TEOREMA 4,1, Prsten R jeste retraktivna ekstenzija
prstena A ako i samo ako A jeste direktni sumand od R .
Dokaz. Neka R jeste retraktivna ekstenzija prstena
A sa retrakcijom P ., Neka je B = R, i neka je V  ka-
nonidki homomorfizam od R na B , Neka je R’= A + B , Defini-
gimo preslikavanje Y :R—R’ sa :

W(a) = (W(a), v(a-\P(a)) ) , a€R ,
Neka a,beR , Tada je
Y (a+b) (\P(a+b), V(a+b-\P(a+b))) =

(\P(a)+\P(b), Y (a+b-V(a)=-\P(b))) =
(\P(a)+\P(b), V(a-Pa))+V (b-\P(b))) =
(\P(a), V(a-\PCa)N+(P(b), v (6-P(b))) =
W(a)+WV(b) .
Kako je (a-\P(a))(b=‘P(b)) = ab-a‘P(b)="P(2)b+P(a)\P(b) =

= ab- Y(a)P(b)=P(a)\P(1)+\P(a)P(v) =

= ab-\P(a)\P(b) = ab-P(ab) ,

it

it

i

L}

L}

to je
VY (ab) = (\P(ab),\)J(ab-\P(ab))) =
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= (\P(a)P (1), ) ((a-P(a))(b-P(b)))) =

= (P (@) (b), v (a-\P(a)) V(b-P(b))) =
(P (a),v (a-P @) Pb), v (6-P(b))) =
= Y(a)V¥(b)

Prema tome W) jeste homomorfizam .

Neka je W(a) =W (b) , a,beR . Tada je “P(a)=‘P(b)
i V(a=P(a)) = V (b-P(b)) . Iz druge jednakosti dobijamo da
je (a=\P(a))=(v-\P(1))(mods) , tj. (a-\P(a))-(b-P(b))€ A ,
odakle je

(a=P(a))=(b=P(b)) =P ((a=P(a))-(b-P(b))) =

= P (a)-VP(a)-P(p)+\P(b) = 0 .

Kako je P(a) = \P(v) , to je
0 = a=P(a)-b+'P(b) = a-b , tj. a =10
Prema tome , \V Jjeste jedan-jedan .

Neka (x,y)€R” , Tada y€B = )(R) pa postoji
bER tako da je y = V(b) . Kako je (b-‘P(b))=b(modA) , to
V(b-P(b)) =y . Neka je a = x + (b - \P(b)) . Tada je

() = P (x+b-P(b)) = Px)+P(p)-P(b) = x
jer x€A , i , sa druge strane ,

a-\VY(a) = x+b=-P(b)-x = b-P(b) .

(]

J

pa je

V(a=P(a)) = V(b-P(®)) =3 .
Prema tome ,

(x,5) = (M(a),V (a=P(a))) =Y (a)
Dakle , W jeste na , &ime smo dobili da Y jeste izomor-
fizam iz R na R'= A®B

Obrnuto , neka je R = A & B, Tada A moZemo iden-
tifikovati sa idealom {(O(,O) | o(EA} prstena R , pa R jeste
ekstenzija od A , Definisimo preslikavanje \P:R—>A sa
WP () = (X,0) , (K,8)ER .,

Tada se lako proverava da \P jeste retrakeija .[J

POSLEDICA 4,1, Neka A Jeste prsten sa jedinicom .
Tada R jeste ekstenzija od R sko i samo ako 4 jeste direktni
sumand od R .

Dokaz. Ako R jeste ekstenzija od A , tada je pres-
likavanje P :R—A definisano sa : \P(x) = xe , x€R , ret-
rakcija , pri emu e Jjeste jedinica prstena A .

Obrat je neposredan .[]
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U narednim razmatranjima éemo pokazati kako se Teo-~
rema 4,1, moze koristiti u direktnoj dekompoziciji prstena .

DEFINICIJA 4,2, Neka p jeste prost broj . Prsten R
jeste p-prsten ako je
¥ =x , px=0
za sve x&R , Poznato je da R jeste p-prsten ako i samo ako
R jeste poddirektna suma polja reda p .

DEFINICIJA 4,3, Neka p Jjeste prost broj . Komutativni
prsten R je pred-p-prsten ako je R karakteristike p i

xy? = xPy
za sve X,yER .,

TEOREMA 4,2, R jeste pred-p-prsten ako i samo ako
R Jeste direktna suma p~prstena i pred-p-nil-prstena .

Dokaz. Neka R jeste pred-p-prsten i x,y&€R Jesu
proizvoljni elementi . Zbog komutativnosti u R imamo da vaZi
binomni obrazac , tJ. !

D - _ p

(x+y)P = ézi(g)aibp 1 R (g) = TTAIRSTRTT °
i , takodje , (xy)® = xPyP ., Kako p jeste prost broj i
(n-k)Ik! deli p! , to imamo da (n-k)!k! deli (p-1)! pa
p deli (g) za sve 1=1,2,...,p-1 . Prema tome

(x+y)P = xP + yP .
Neka je A ={x€R | xP = x } . Ofigledno je A # @ , jer
OCA , Neka x,y€ 4 . Na osnovu prethodno pokazanog imamo da
je (x+y)? =% + 3P =x+3 , (x3)P = xPyP = x3 , pa A jeste
podprsten , tj. 4 Jjeste p-prsten .

Neka je x€R , Tada je
xp+2 - x2xp - x2px - x2p+1 ,

pri demu je 2p+l > p+2 , pa R jeste periodiéni prsten . Tako-

dje imamo da Je

«oP=5 _ Bpr-6 kp~k
za svaki k€Z , k =5 , Kako x5(p-1) jeste idempotent , to
je on jedinica za sve elemente x® , m > p+2 . Kako Je

p3 > p+2 , to Jje x5(p-1) jedinica za element o , M = p3 .

T sqee = X

Frema tome ,
3 4 & 3. .3 S .
(XPS)p =x0 = xP PP xPB(P"Dx-p3 = xb(p'l)xp3 = xp5
pa x" €A ., Neka a€hA i x€R , Tada

2 3
ax = aPx = axP® = aPxP = axP = aPxP = axP €A |
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i na isti nadin pokazujemo da xaCA ., Prema tome A jJeste
ideal od R , O&igledno je da B = R/A jeste pred-p-nil-prsten.
Definisimo preslikavanje Y :R—>A ga :

5
WY(x) = x° , x€R .

Tada za x,yE€R imamo da je 3 3
5 2 2 _ N S,
WP(x+y) = (x+3)P = ((x+3)P)P = (xP+yP)P = oo = X 7
= \P(x)+¥(y) .

i zbog komutativnesti je ‘\P(xy) = P(x)P(y) . Dakle ,
jeste retrakcija pa prema Teoremi 4,1, imamo da R = A & B ,
Obrat se pokazuje neposredno ,[]

TEOREMA 4,3, Sledeéi uslovi za prsten R su ekviva-

lentni :

(i) (R, ) je nil-ekstenzija trake ;

(ii) (R, ) je nil-ekstenzija polumreZe ;

(iii) R Jje direktna suma Booleovog prstena i nil-
prstena ,

Dokaz., (i)=>(ii). Neka (R,-) jeste nil-ekstenzija
trake E , Neka e, f€E , Tada (e+f)f,f(e+f)EE , pa je

(e+£)f = ((e+£)£)® = (ef+£)® = (ef)%+12+(ef)f+f(ef) =
= ef+f+ef+fef = (e+f)f+ef+fef R
odakle Jje
ef + fef = 0O o
Na isti nadin dobijamo da je
fe + fef = O .
Prema tome , ef = fe , pa E jeste polumreZa ,

(ii)=>(iii). Neka (R,:) jeste nil-ekstenzija polu-
mre?e E , Kao u delu (i)==(ii) dokaza ove teoreme , dobija-
mo da Jje ef + fef = 0 1 iz ef = fe dobijamo da je

2ef = O .

Sada je (e+f)2 =e+2ef + f=e +f , pa E jeste Booleov
prsten ., Defini¥imo preslikavanje Y :R—E sa :

V(x) =e ako %X =e 2za neki n€§Z+,
(e€ E) , Neka x,yER i neka je x" =e , y© = £ , za neke
n,m€ z% , e,fCE . Neka (m)k = g za neke k€Z' , g€E .
Prema Teoremi X 3.1.[2] imamo da (R, ) jeste polumre¥a E
nil-polugrupa K, , e€C E , gde je K, ={x€R | x%= e}za neki n€z¥ ,
Odavde imamo da je

P(xy) = ef = P(x)\P(y) .
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Prema tome
g = g(x+y) = gx+gy = ge+gf
i , sa druge strane ,
ge = (x+y)ke = (e+ef)¥ = ererf , 8f = (x+y)kf = ef+f ,
odakle je
g=ge +gf=e+ef+ef + f=e+f+2f =e +f ,
pa Je
\D (x+y) =\P(x) + \P(y) .
Dakle , %) jeste retrakcija pe prema Teoremi 4.1. R jeste
direktna suma Booleovog prstena E i nil-prstena R/E .
(1ii)=>(i). Sledi neposredno .U
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