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APSTRAKT: Ovaj rad pretstavlja sazet prikaz najznacajnijih rezultata dobijenih u istrazivanjima

na temi " Polugrupe i identiteti” potprojekta 0401B ” Algebra i diskretna matematika”, koji se ticu

Teorije polugrupa i njenih primena.

ABSTRACT: In this paper we summarize the main results obtained in investigations on the theme

”Semigroups and identities” of the suproject 0401B ” Algebra and discrete mathematics”, concerning

Theory of semigroups and its applications.

1. Uvod

Ovaj rad daje sazet prikaz najznacajnijih rezul-
tata dobijenih u istrazivanjima u okviru teme
” Polugrupe 1 identiteti” potprojekta 0401B 7 Al-
gebra i diskretna matematika” projekta 0401
” Savremeni problemi matematike”. Istrazivanja
su vriena najveéim delom u okviru Opste struk-
turne teorije polugrupa, centralne oblasti Teorije
polugrupa, a najveéi broj ostvarenih rezultata
tice se raznih tipova razlaganja i slaganja polu-
grupa. Oni su ne samo od ogromne Kko-
risti za dalji razvoj ove algebarske discipline,
ve¢ imaju, kao i Teorija polugrupa uopste,
znacajne primene u drugim oblastima Algebre,
u drugim matematickim naukama, pre svega
u RacCunarstvu, i drugim naukama. Ostvareni
rezultati publikovani su u uglednim domadim i
svetskim ¢asopisima, medu kojima ima i vodeéih
Casopisa medunarodnog znacaja i veliki broj
casopisa medunarodnog znacaja. Objavljena je
i jedna monografija i ¢etiri pregledna clanka i
odbranjene jedna doktorska disertacija i dve mag-
istarske teze.

2. Opsta teorija polumreznih razlaganja

Istrazivanja opstih karakteristika polumreznih
razlaganja vra¢ena su u centar paznje naucne
javnosti novim rezultatima M. Ciric¢a i S. Bog-
danovi¢a iz [34], a sasvim novim pristupom
ovoj problematici, svi ranije poznati rezultati iz
ove oblasti, izmedu kojih se ranije nije videla
jasna veza, povezani su u jednu celovitu opstu
teoriju. U radu je uveden pojam glavnih
radikala polugrupe, date rekurzivne formule za
njihovo izracunavanje, okarakterisana je najveca
polumrezna homomorfna slike polugrupe, date
nove karakterizacije najmanje polumrezne kon-
gruencije na polugrupi i glavnih filtra polu-
grupe. Definisan je i sistem relacija ekvivalencije
koje uopstavaju dobro poznate Greenove relacije,
pomoc¢u kojih je uvedena citava lepeza novih
tipova polumreznih razlaganja.

Rezultati iz [34] uopsteni su od strane istih au-
tora u [39], gde su date karakterizacija mreze
polumreznih razlaganja polugrupe preko kvazi-
uredenja i izvesnih podmreza mreze ideala te
polugrupe, a opisane su i sve polumrezne homo-



morfne slike polugrupe. Zanimljivo je istaéi da
su tim rezultatima polumrezna razlaganja polu-
grupa dovedena u vezu sa teoremom koja ima
veoma znacajno mesto ne samo u Teoriji polu-
grupa, ve¢ i u raznim drugim algebarskim teori-
jama, kao $to su Teorija mreza, Bulove algebre,
Teorija prstena i druge, gde je poznata kao Prime
Ideal Theorem. Takode je zanimljivo i da se u
svim pomenutim algebarskim teorijama ta teo-
rema dokazuje upotrebom famozne Aksiome Izb-
ora, dok su autori u [34] dokazali da se u Teoriji
polugrupa odgovarajuca teorema moze dokazati
i bez upotrebe te aksiome. Na slican nacin kao
u [39], u [17] su mreze polumreznih razlaganja
polugrupe opisane preko njenih filtara.

3. Polumreze Arhimedovih polugrupa

Polugrupe iz ove klase su izucavane u velikom
broju radova. M. Ciri¢ i S. Bogdanovié su u [29]
dali jednu od najboljih karakterizacija ovih polu-
grupa, koja se u daljim istrazivanjima pokazala
kao veoma mo¢no orude u njihovom daljem
izuc¢avanju. P. Proti¢a [42] konstruisao je relaciju
o za koju je dokazao da je kongruencija na svakoj
polugrupi i pomo¢u koje je dao novu karakteri-
zaciju polumreza Arhimedovih polugrupa. Razne
druge karakterizacije ovih polugrupa date su u
[4]. U [13] date su razne karakterizacije polu-
grupa razlozivih u lanac Arhimedovih polugrupa,
a u [18] su opisane polumreze nasledno Arhime-
dovih polugrupa. Izuc¢avanje polugrupa razlozivih
u polumrezu nil-ekstenzija pravougaonih grupa
od velike je vaznosti za proucavanje polugrupa sa
svojstvom prosirenja kongruencija (Congruence
Extension Property). Naime, X. Tang je 1993.
godine problem karakterizacije polugrupa sa tim
svojstvom resio upravo u klasi ovakvih polugrupa,
koristeci strukturne karakterizacije tih polugrupa
dobijenih u ranijim radovima S. Bogdanovi¢a. U
radu [15] date su neke nove karakterizacije tih
polugrupa.

U klasu polumreza Arhimedovih polugrupa
spadaju i polugrupe koje poseduju neke posebne
tipove tracnih razlaganja, izucavane u nizu
radova P. Protiéa [41,44,45.46] i S. Bogdanoviéa
i M. Ciriéa [1,3,9]. Rezultati P. Proti¢a o
trakama desno Arhimedovih i desno prostih polu-
grupa, potstakli su i neke druge autore na
dublja istrazivanja u ovoj oblasti. Koriséenjem
polumreznih i tra¢nih razlaganja date su
strukturne karakterizacije za takozvane U, 4i-
polugrupe i za stegnute polugrupe. Izucavanje
stegnutih polugrupa inicirano je radom G. A.

Freimana i B. M. Scheina, a inspirisano je izves-
nim problemima Teorije brojeva.

Rezultati iz ove oblasti sumirani su u pregled-
nom radu [10], a odbranjena je i magistarska teza
M. Ciri¢a [21].

4. Nil-ekstenzije regularnih polugrupa

Izucavanje nil-ekstenzija regularnih polugrupa,
zapoceto ranijim radovima S. Bogdanovica, nas-
tavljeno je serijom radova S. Bogdanovica i M.
Cirica [2,6,7,8,11]. Najznacajniji rezultati dobi-
jeni su u [6], gde je retraktivna nil-ekstenzija
regularne polugrupe opisana kao poddirektan
proizvod nil-polugrupe i regularne polugrupe.
Ovaj rezultat upotrebljen je u [7,11] u izu¢avanju
nekih specijalnih slucajeva takvih ekstenzija. U
[8] su izucavane m-regularne polugrupe sa nulom
¢iji svaki nenula idempotent je primitivan. Rezul-
tati koji su tu dobijeni su uopstenja mnogih poz-
natih rezultata kojima su ranije bile date karak-
terizacije primitivnih regularnih polugrupa.

5. Razlaganja indukovana identitetima

U radu M. Ciri¢a i S. Bogdanovica [29], postavl-
jen je opsti problem pronalazenja svih identiteta
koji daju neku odredenu strukturu polugrupama
koje ih zadovoljavaju, i opisani su svi identiteti
koji indukuju razlaganje u polumrezu Arhime-
dovih polugrupa i razna razlaganja m-regularnih
polugrupa, a reSen je i jedan problem L. N.
Sevrina i E. V. Suhanova iz 1989. godine, o izves-
nim varijetetima polugrupa. Ova istrazivanja
nastavljena su u [30], gde su izu¢avani identiteti
koji indukuju razna razlaganja polugrupe u nil-
ekstenziju unije grupa, i u [35], gde su za iden-
titete nad dvoelementnim alfabetom reseni neki
problemi koji nisu reSeni u opStem slucaju, a
takode su resene i sve moguce varijante poznatog
problema T. Tamurae iz 1971. godine.

Metodologija izgradena u ovim radovima
veoma je uspeSan spoj metoda Opste struk-
turne teorije polugrupa i metoda Kombina-
torike na re¢ima, znacajnoj oblasti Racunarstva.
Prikazana materija takode ¢ini okosnicu dok-
torske disertacije M. Ciri¢a [22].

6. Primene u Teoriji prstena

Rezultat M. S. Putchae iz 1981. godine o
prstenima ¢ija se multiplikativna polugrupa moze
razloziti u polumrezu potpuno Arhimedovih polu-
grupa inicirao je dalja istrazivanja iz te oblasti
sprovedena u radovima [5,23,26,32,37]. U radu
M. Ciri¢a i S. Bogdanovi¢a [26] date su razne



nove karakterizacije takvih prstena, od kojih je
najznacajnija ona koja stvara moguénost pret-
stavljanja takvih prstena koris¢enjem dobro poz-
natih Everettovih suma prstena.

U radu [23] izuCavani su prsteni ¢ija multiplika-
tivna polugrupa jeste nil-ekstenzija unije grupa,
koji su opisani uz pomo¢ novouvedenog pojma
jake ekstenzije prstena, a dat je i metod za
konstrukciju nilpotentnih prstena. Istrazivanja
zapoCeta u ovom radu nastavljena su u [32],
gde je dokazano da prsteni ¢ija multiplika-
tivna polugrupa jeste nil-ekstenzija unije grupa
jesu upravo direktne sume nil-prstena i Cliffor-
dovih prstena. Struktura prstena koji zado-
voljavaju bilo koji polugrupovni identitet oblika
X1ZTg -+ Ty = u(x1,To,...,T,) opisana je u radu
M. Ciri¢a, S. Bogdanoviéa i T. Petkovi¢ [37], gde
je dat i metod za konstrukciju takvih prstena.

U vise radova M. Zivkovica [52,53,54,55] iz
Teorije prstena, objavljena je znacajna tablica
primitivnih binarnih polinoma.

7. Abel-Grassmannovi grupoidi i polu-
grupe

Grupoidi koji zadovoljavaju Abel-Grasmanov
zakon (zy)z = (zy)x, nazvani Abel-Grasmanovim
grupoidima, ili kra¢e AG-grupoidima, izucavani
su u radovima P. Proti¢a sa M. Bozinovi¢em,
odnosno N. Stevanovi¢em, [20,48,50,51]. U
tim radovima je uvedeno mno$tvo novih poj-
mova, a izucavane su i razne specijalne vrste
AG-grupoida. Polazeéi od ideja iz [47], gde
su izucavani razni tipovi kongruencija na -
regularnim polugrupama, u [20,48] su izucavane
slicne kongruencije na raznim vrstama AG-
grupoida. U radu [50] dokazana je strukturna
teorema za AG*-grupoide.

Rezultati dobijeni u ovoj oblasti prikazani su u
preglednom ¢lanku [49], a u toj oblasti odbran-
jena je i magistarska teza N. Stevanoviéa [51]. U
njoj je dat i algoritam za generisanje konacnih
AG-grupoida, sa programom u FORTRANu koji
ga realizuje, 1 data je lista AG-grupoida sa 3,4 i
5 elemenata.

8. Razlaganja polugrupa sa nulom

Osnove opste teorije razlaganja polugrupa sa
nulom postavljene su u radu S. Bogdanovica i
M. Ciri¢a [16], a izucavanje takvih razlaganja
je nastavljeno i u seriji drugih radova. Ortogo-
nalna rezlaganja polugrupa, koja su glavna tema
izu¢avanja u pomenutom radu, uvedena su jos
u radovima E. S. Ljapina, 1950, i S. Schwarza,

1951, a potom su izu¢avana od strane mnogih au-
tora, ali uvek u raznim specijalnim slucajevima.
U ovom radu autori su dosli do opstih rezul-
tata koji se ticu tih razlaganja. Dokazana je
teorema o atomicnosti ortogonalnih razlaganja,
odnosno dokazano je da se svaka polugrupa sa
nulom moze razloziti u ortogonalnu sumu polu-
grupa koje su dalje ortogonalno nerazlozive. U
Teoriji polugrupa, osim ove teoreme, kao i cuvene
Birkhoffove Teoreme o Reprezentaciji, kojom je
1944. godine dokazana atomi¢nost poddirektnih
razlaganja proizvoljne univerzalne algebre, poz-
nate su joS samo tri teoreme tog tipa. To su
teoreme koje su dokazali T. Tamura, 1956. go-
dine, o atomic¢nosti polumreznih razlaganja, E.
S. Ljapin, 1960. godine, o atomi¢nosti ordinal-
nih razlaganja, i L. N. Sevrin, 1965. godine, o
atomicnosti takozvanih jakih razlaganja. U is-
tom radu dokazano je i da potpuno 0-deosledni
ideali polugrupe sa nulom ¢ine potpunu atomiénu
Bulovu algebru, ¢iji atomi jesu upravo sumandi u
njenom najveéem ortogonalnom razlaganju. Data
je takode i zanimljiva teorema o reprezentaciji
potpunih atomicnih Bulovih algebri, koja pret-
stavlja alternativu ¢uvenoj teoremi A. Tarskog iz
1929. godine, o reprezentaciji takvih Bulovih al-
gebri.

U radu [36] izucavane su neki specijalne
vrste ortogonalnih razlaganja, a dobijeni rezultati
povezuju takva razlaganja sa polumreznim razla-
ganjima i uopStavaju niz ranije poznatih rezul-
tata. Ideje nastale u izuc¢avanju polumreznih ra-
zlaganja polugrupa iskoriséene su i u [31], gde
je izvrSeno opsezno izucavanje kvazi-uredenja na
polugrupama sa nulom. Rezultati tog rada pret-
stavljaju osnovu za izucavanje takozvanih kvazi-
polumreznih razlaganja polugrupa sa nulom.

9. Slaganja u traku polugrupa

Istrazivanja u ovoj oblasti zapoceta su u radu
M. Ciriéa i S. Bogdanoviéa [24], gde je dat
metod za konstrukciju traka polugrupa u kome se
koriste dva tranzitivna sistema homomorfizama
nad kvazi-uredenjima na traci, koja pretstavlja
uopstenje dobro poznatih jakih polumreza polu-
grupa. Opstija konstrukcija, zadata pomocu
samo jednog sistema homomorfizama nad kvazi-
uredenjem na traci koji zadovoljava uslove opstije
od tranzitivnosti, data je u [28]. Ova konstrukeija
iskoriséena je za izucavanje takozvanih ki¢menih
proizvoda trake i polumreze polugrupa.

U radu [27], koristeéi opstu konstrukciju za
polumreze polugrupa koju je dat M. Petrich,



1973, autori su dali konstrukciju za traku
proizvoljnih polugrupa, a zatim su tu konstruk-
ciju primenili na kompoziciju normalnih traka
polugrupa.

Navedeni rezultati su wu istim radovma
iskoriséeni i za izucavanje traka monoida i grupa,
¢ime su uopsteni mnoge poznati rezultati koji se
ticu traka monoida i grupa. U [25] su date kon-
strukcije za inflacije traka monoida. Konstrukcija
iz [28] iskoriséena je i u [38], za konstrukeiju nekih
polugrupa levih razlomaka, a pokazano je i kako
se na jednostavniji nac¢in mogu konstruisati neke
ranije poznate polugrupe levih razlomaka.

10. Monografije i pregledni ¢lanci

Pregled rezultata dobijenih u napred nave-
denim radovima dat je u monografiji S. Bog-
danoviéa i M. Ciri¢a [12], i preglednim ¢lancima
istih autora [10,14,33] i P. Protiéa i N. Ste-
vanoviéa [49].

U monografiji [12] obradene su neke od na-
jznacajnijih tema Opste teorije polugrupa. Cen-
tralna tema knjige su Teorije razlaganja i sla-
ganja polugrupa, izlozene u glavama 5-9. Opsta
teorija polumreznih razlaganja polugrupa i razni
posebni tipovi polumreznih razlaganja tema su
Glave 5, u kojoj su izlozeni najnoviji rezultati
koji se ticu tih razlaganja. Ova meterija se
prirodno produzava kroz naredne dve glave, u ko-
jima su izlozeni rezultati o polumreznim razlagan-
jima w-regularnih polugrupa i nil-ekstenzijama
unije grupa, posebno onim retraktivnim. Glava
8 bavi se najveéim razlaganjima polugrupe sa
nulom u ortogonalnu i desnu sumu polugrupa.
Dokazana je i teorema o razlaganju u direktan
proizvod potpune Brauerove mreze, koja se ko-
risti osobinama njene najveée Bulove podalge-
bre, iz cega se izvode karakterizacije mreze ideala
polugrupe sa jezgrom i mreze levih ideala polu-
grupe. Glava 9 posveéena je slaganjima u traku
polugrupa odredena sistemima homomorfizama,
koja su razmatrana pre svega u njihovoj vezi sa
poddirektnim proizvodima, posebno sa ki¢menim
proizvodima. Veliki broj rezultata prikazanih u
knjizi je su potpuno novi rezultati koji se u njoj
prvi put pojavljuju. Knjiga sadrzi Sirok spisak
literature koji se sastoji od 546 bibliografskih je-
dinica.

U preglednom radu S. Bogdanovica i M. Cirica
[10] sumiraju se glavni rezultati iz oblasti ra-
zlaganja m-regularnih polugrupa u polumrezu
Arhimedovih polugrupa. U prvoj glavi ovog rada
prikazani su opsti rezultati M. S. Putchae, T.

Tamurae, M. Ciri¢a i S. Bogdanoviéa i drugih
vezani za razlaganje polugrupa u polumrezu
Arhimedovih polugrupa. U Glavi 2 govori se
o razlaganjima u polumrezu potpuno Arhime-
dovih polugrupa, i rezultatima L. N. Sevrina, J.
L. Galbiati i M. L. Veronesi, S. Bogdanovi¢a i
M. Ciri¢a, M. S. Putchae i drugih, a u Glavi 3
o nil-ekstenzijama regularnih polugrupa i unije
grupa, posebno o onim retraktivnim i nilpotent-
nim. Tema Glave 4 su razlaganja polugrupa in-
dukovana identitetima. Detaljno se razmatraju
identiteti nad dvoelementim alfabetom. Najveéi
deo rezultata iz ove glave su rezultati M. Cirica
i S. Bogdanovi¢a. Vredan deo ovog rada je i
obimna literatura koja se sastoji od 167 bibli-
ografskih jedinica.

Drugi pregledni rad istih autora [14] posveéen
je prezentaciji najnovijih rezultata i metoda koji
se ticu nekih najveéih razlaganja polugrupa. Pre-
ciznije, radi se o polumreznim razlaganjima i ra-
zlaganjima polugrupa sa nulom: ortogonalnim ra-
zlaganjima i razlaganjima u desnu sumu polu-
grupa. Uspostavljaju se veze izmedu ovih razla-
ganja i isticu metodoloske sliénosti u njihovom
izuc¢avanju.

U radu M. Ciriéa i S. Bogdanovi¢a [33] dat
je pregled najznacajnijih dostignuéa u izucavanju
raznih najveé¢ih razlaganja polugrupa. U Glavi
2 prikazani su rezultati T. Tamurae, N. Kimu-
rae, M. Yamadae, M. Petricha, M. S. Putchae, M.
CiricaiS. Bogdanovi¢a o najveé¢em polumreznom
razlaganju polugrupe, kao i karakterizacije mreze
polumreznih razlaganja iz radova T. Tamurae i
M. Ciri¢a i S. Bogdanovié¢a. U Glavi 3 govori se o
traénim razlaganjima polugrupa, posebno o ma-
tri¢nim i normalno-tra¢nim razlaganjima. Vecina
ovde prikazanih rezultata pripada M. Petrichu.
U Glavi 4 prikazani su rezultati S. Bogdanoviéa
i M. Ciri¢a koji se ticu razlaganja polugrupa sa
nulom, i to razlaganja u ortogonalnu, levu, desnu,
matriénu i kvazi-polumreznu sumu polugrupa.
Na kraju, u Glavi 5 dati su rezultati o nekim
drugim vaznim tipovima razlaganja — rezultati L.
N. Sevrina o takozvanim U-razlaganjima, rezul-
tati E. S. Ljapina i M. Ciri¢a i S. Bogdanoviéa, o
ordinalnim razlaganjima, G. Lallementa i M. Pet-
richa o I-matri¢nim razlaganjima, i rezultati M.
Ciri¢a i S. Bogdanovica o polumreino-matriénim
razlaganjima. Spisak literature navedene u radu
sastoji se od 133 bibliografskih jedinica.

U preglednom c¢lanku P. Proti¢a i N. Ste-
vanovi¢a [49] dat je kratak prikaz rezultata
ostvarenih u izucavanju Abel-Grassmannovih



grupoida.

Osim rezultata P. Proti¢a, N. Ste-

vanovi¢a i M. Bozinovi¢a koji se ticu ove teme,
u radu su dati i odgovarajudi rezultati S. Lajosa,
M. Yamadae, Q. Mushtaqa, Q. Igbala i drugih.
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