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Uvod u automate

Teorija automata je informaticka disciplina koja se bavi izu€avanjem
apstraktnih uredaja za rac¢unanje, takozvanih "masina”.

Jos pre pojave elektronskih rac¢unara, 1930-ih godina, britanski matema-
tiCar-informaticar Alan Tjuring (Alan Turing, 1912-1954), je definisao
apstraktnu masinu koja, u pogledu onoga sto moze izracunati, poseduje
sve mogucnosti danasnjih racunara.

U njegovu cast, tu masinu danas nazivamo Tjuringova masina.

Tjuringov cilj bio je da precizno opiSe granice izmedu onoga Sto ra€unske
masine mogu i onoga $to ne mogu, odnosno, da odgovori na pitanja
[1 Koji problemi su algoritamski reSivi?
[1 Koji problemi su algoritamski neresivi?

Zakljucci do kojih je tom prilikom Tjuring doSao primenljivi su ne samo
na apstraktne Tjuringove masine, vec i na danasnje realne racunare.
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Uvod u automate

U 1940-im i 1950-im godinama izuc¢avan je jednostavniji tip automata,
koje danas nazivamo kona¢nim automatima.

Ti automati su najpre uvedeni da bi se njime modelirale funkcije mozga,
da bi se kasnije pokazali veoma efikasnim i u raznim drugim primenama,
o kojima ce biti reci kasnije.

U kasnim 1950-im, ameri¢ki lingvist Noam Comski (Noam Chomsky,
1928- ), je uveo koncept formalne gramatike, koji smo ve¢ pominjali.

lako formalne gramatike nisu apstraktne masine, one su sa njima veoma
tesno povezane, i danas se koriste kao osnova mnogih vaznih softverskih
komponenti, uklju€ujuci i delove kompajlera.
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Uvod u automate

Klasu algoritamski reSivih problema je 1969. godine americki infor-
maticar Stefan Kuk (Stephen Cook, 1939- ) podelio u dve podklase:

[1 Problemi koji se zaista mogu prakti¢no realizovati ra€unarima;

[1 Problemi koji su u principu algoritamski reSivi, ali njihovo prakti¢no
reSavanje zahteva toliko mnogo vremena, da su rac¢unari beskorisni u
svim, osim u malom broju najjednostavnijih sluc¢ajeva tih problema.

Problemi iz ove druge klase nazivaju se neobradivi problemi (engleski
intractable), ili NP-teski problemi.

4

Cak ni danasnji eksponencijalni rast brzine ra€unara, poznat kao Murov
zakon, nece imati znacajan uticaj na naSu mogucnost da reSavamo veli-
ke sluc¢ajeve neobradivih problema.

Na ovoj konstataciji temelji se i danasnja kriptografija.
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Uvod u automate

Sva ova pomenuta teorijska dostighuc¢a imaju veliki uticaj na ono Sta
informaticari (computer scientists) danas rade.

Neki koncepti, kao Sto su konacni automati ili neke vrste formalnih
gramatika, koriste se u dizajniranju i konstrukciji vaznih tipova softvera.

Drugi koncepti, poput Tjuringovih masina, pomazu nam da razumemo
Sta mozZzemo ocekivati od naSeg softvera.

Zato su i osnovni zadaci ovog kursa sledeci:

[1 Da se upoznamo sa najvaznijim tipovima apstraktnih masina;
Da vidimo kakvi se problemi mogu reSavati odredenim tipom masina;
Da se upoznamo sa prakti¢nim primenama tih masina;

1 O [

Da uocimo gde su granice mogucnosti danasnjih apstraktnih masina
i realnih ra€unara, kao i da nazremo kako se te granice u buducnosti
eventualno mogu pomeriti.
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Neformalna slika automata

Najjednostavnija vrsta apstraktnih masina su kona¢ni automati.

Oni predstavljaju veoma koristan model za veoma vazne tipove hardvera
i softvera, kao sto su:

[1 Softver za dizajniranje i proveru ponasanja digitalnih kola;

[1 Leksicki analizatori kod kompajlera, tj. delovi kompajlera koji vrse
analizu i podelu ulaznog teksta na logicke jedinice;

[1 Softver za skeniranje velikih porcija teksta, kao Sto su kolekcije Web
strana, radi pronalaZzenja pojavljivanja izvesnih reci, fraza, i drugih
Sablona;

[1 Softver za verifikovanje sistema svih tipova koji imaju konacan broj
razli¢itih stanja, kao Sto su komunikacioni protokoli ili protokoli za
bezbednu razmenu informacija, itd.
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Neformalna slika automata

lako se u prakti¢nim primenama koriste isklju€ivo kona€ni automati, tj.
automati sa kona¢nim brojem unutrasnjih stanja, iz metodoloskih raz-
loga u naSim razmatranjima dozvoljavamo da broj unutrasnjih stanja
bude i beskonacan.

U tom smislu, u daljem tekstu govoricemo samo automat, dok ¢emo
prefiks konacan koristiti samo u slu€ajevima kada je bitno naglasiti da
se radi o automatu sa konaéno mnogo unutrasnjih stanja.

Nase izuc¢avanje automata poc¢ecemo neformalnom pricom, na primeru
jednog od najjednostavnijih automata, a kasnije c¢emo dati formalnu
matematicku definiciju automata.
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Neformalna slika automata

Primer 1. Verovatno najjednostavniji primer netrivijalnog automata je
obi¢ni "on/off’ prekidac koji koristimo u nasim domovima za paljenje
I gaSenje svetla.

Prekida¢ ima svoju unutrasnju strukturu koju karakteriSsu dva njegova
moguca unutrasnja stanja

[1 "on” — "uklju€eno”, i

[1 " off’ — "isklju¢eno”.

U svakom diskrethom vremenskom trenutku prekida¢ se nalazi u taéno
jednom od ta dva stanja.

Promena stanja vrsi se kada korisnik pritisne dugme, efekat ¢ega zavisi
od trenutnog stanja prekidaca — pritiskom na dugme se iz bilo kog od
ta dva stanja prelazi u ono drugo.
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Neformalna slika automata

Rad prekidaca se graficki moze prikazati na jedan od sledecih nadina:

pritisak pritisak
S
itisak
P pritisak

Prema tome, rad on/off prekidaca zavisi od stanja u kome se on nalazi
u datom trenutku, kao i od ulaznog signala (u ovom slu¢aju pritisak na
dugme) koji u tom trenutku do prekidaca dospeva spolja.
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Neformalna slika automata

Iz prethodnog primera mozemo izvucéi opstiju neformalnu sliku auto-
mata kao apstraktne masine koja radi u diskretnoj vremenskoj skali, i
¢iji rad u svakom diskretnom vremenskom trenutku zavisi od

[1 unutrasnjeg stanja u kome se u datom trenutku masina nalazi;
[1 ulaznog signala koji u datom trenutku dospeva do masine.

Pod uticajem ulaznog signala masSina menja svoje unutraSnje stanje,
prelaskom u neko drugo stanje.

Naravno, automat moze imati proizvoljan broj razli¢itih stanja, kao i
proizvoljan broj razlic¢itih ulaznih signala.

Ovakva neformalna slika automata dovodi nas do formalne definicije
automata koja se daje u nastavku.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Formalna definicija automata

Automat se definiSe kao uredena trojka A = (A, X, ) za koju vazi:

[ A je neprazan skup, koji nazivamo skup stanja, a njegove elemente
stanjima tog automata;

[1 X je neprazan skup, koji nazivamo ulazni alfabet, a njegove ele-
mente ulaznim signalima, simbolima ili slovima tog automata;

[J 0: AX X — A je preslikavanje koje nazivamo funkcija prelaza tog
automata.

Primetimo da smo ovde i automat i njegov skup stanja oznacili istim
slovom A, odnosno, poistovetili smo automat i njegov skup stanja.

To ¢inimo u cilju pojednostavljenja oznaka, svuda gde ne postoji opas-
nost od zabune.

U slu€ajevima kada takva opasnost postoji, bicemo precizniji.
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Formalna definicija automata

Princip rada ovako definisanog automata je sledeci:

[ automat A se u odredenom trenutku nalazi u stanju a € A, a na
njegov ulaz dospeva ulazni signal ©x € X;

[1 pod dejstvom tog signala automat menja svoje stanje, i u narednom
trenutku prelazi u stanje d(a, x) € A.

Ovo ¢emo graficki predstavljati na jedan od sledec¢a dva nacina:

xr
xr

Ovde je b = 6(a, x).
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Formalna definicija automata

Primer 2. Razmotrimo jo$ jednom "on/off’ prekida¢ iz Primera 1.

Ako ulazni signal " pritisak na dugme” krace oznac¢imo sa x, onda imamo
da je
A = {on, off}, X = {x},
i funkcija prelaza 6 : A X X — A je zadata sa
d(on, x) = off, 0 (off, ) = on.

To se moze dati i tabelarno, odnosno graficki, na sledece nacine:

off on
x on off @.®
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Predstavljanje automata

Najprirodniji nacin predstavljanja automata je njihovo predstavljanje
zadavanjem skupova i preslikavanja koji ga Cine.

U tu svrhu koriste se uobicajeni metodi za predstavljanje skupova i
preslikavanja.

To je posebno jednostavno kada se radi o kona¢nim automatima.

Kona¢ne automate je takode veoma zgodno zadavati i takozvanim
tablicama prelaza, slicnim Kejlijevim tablicama koje se koriste za pred-
stavljanje algebarskih struktura.
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Predstavljanje automata

Tablica prelaza automata A = (A, X,4d) je pravougaona tablica sa
vrstama koje odgovaraju svakom ulaznom simbolu i kolonama koje
odgovaraju stanjima.

Na mestu u tablici koje odgovara vrsti odredenoj koloni odredenoj stan-
jem a € A i ulaznim simbolom x € X upisuje se stanje d(a, x).

To je prikazano u sledecoj tablici

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Predstavljanje automata
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Predstavljanje automata
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stanje

Ve J
A ... a
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Predstavljanje automata
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Predstavljanje automata
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Predstavljanje automata
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Predstavljanje automata
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Predstavljanje automata

Drugi pogodan nacin za zadavanje automata, koji smo vec koristili, je
zadavanje pomocu grafova.

Graf prelaza automata A = (A, X,d) je oznaceni usmereni graf &iji
¢vorovi su stanja automata, oznake grana su ulazni simboli, pri ¢emu
su grane i njihove oznake odredene na sledeci nacin:

[1 ako se iz stanja a € A pod uticajem ulaznog simbola x € X prelazi
u stanje b (= 6(a,x)), tada graf prelaza ima granu (a,b) koja je
oznacena sa .
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Predstavljanje automata

Napomena 1. Potsetimo se da se oznaceni orijentisani graf sa skupom

¢vorova A i skupom oznaka X formalno definiSe kao trojka (A, X, E),
gde je E C A X X X A skup oznacenih grana.

U tom smislu, za a,b € Ai 1,25 € X, trojke
(a,xz1,b) i (a,x2,b)
predstavljaju razli¢ite grane.

Ipak, sve grane sa istim pocetnim i krajnjim €vorom graficki predstav-
ljamo jednom strelicom, iznad koje belezimo sve njihove oznake.

Naime, ako je M skup svih oznaka pridruzenih grani (a, b), tada crtamo
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Predstavljanje automata

Primer 3. Za automat A = (A, X, ), gde je
A={a,b,c} i X ={x,z',2"},

a funkcija prelaza je definisana sa:

0(a,x) =d(b,x) =d(b,x’) = d(b,x") = d(c, ") = c,
0(a,x’) =d(a,x”) =d(c,x) =b, d(c,x’) =a ,

tablica i graf prelaza su

S
0
0
SEES e

8
)
)
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Prosirenje funkcije prelaza

Rad automata na sastoji se samo u jednom prelazu iz stanja u stanje,
pod uticajem jednog ulaznog signala, vecC iz niza uzastopnih prelaza,
pod dejstvom niza uzastopnih ulaznih signala.

To se moze graficki predstaviti sa

1 o Ln
\
o e e .- o e
ao ail a2 n—1 an

a

Zato je prirodno razmatrati funkciju prelaza ne samo kao preslikavanje
0: AX X — A, vec radije kao preslikavanje 0 : A X X* — A, za koje
vazi

[ automat A iz stanja ag € A, pod uticajem niza ulaznih simbola
U = T 1T+, € X*, prelazi u stanje a,, = 6(ag,u) € A.

U nastavku ¢emo videti da je takvo preslikavanje jednoznaéno odredeno
preslikavanjem 0 : A X X — A.
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Prosirenje funkcije prelaza

Neka je dat automat A = (A, X, 9).
Preslikavanje 5 : AxX X* — A defini§emo induktivno, na sledeéi na&in:

(i) za proizvoljno stanje a € A i ulazno slovo x € A stavljamo da je
6(a,z) = 6(a, x);
(ii) za proizvoljno stanje i a € A i praznu re¢ e € X™* stavljamo da je
é(a,e) = a;

(ili) za proizvoljno stanje a € A, ulaznu re¢ u € X* i slovo ©x € A,
ukoliko je definisano d(a,u), onda se §(a,ux) definiSe sa

6(a,uz) = 6(6(a,u),x).
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Prosirenje funkcije prelaza

Drugim re€ima, ova definicija kaze sledece:

[0 Uslov (i) kaZe da se preslikavanje 5 poklapa sa 0 na skupu A X X,
odnosno, da je 0 prosirenje funkcije prelaza 0 sa A X X na A X X*.

[1 Znacenje uslova (ii) je da se, kada na ulaz automata dode prazna
ulazna re¢ (prazan signal), u automatu nista ne desava.

Dakle, prazna ulazna re¢ nema nikakav efekat na rad automata.

[ Konatno, uslov (iii) kaZze da ukoliko
[ ulazna re& u prevodi automat iz stanja a u stanje b = é(a, u), i

[1 ulazno slovo x prevodi automat iz stanja b u stanje ¢ = (b, x),

onda ulazna re¢ ux prevodi automat iz stanja a u stanje ¢, odnosno,
c = d(a,ux).
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Prosirenje funkcije prelaza

Neka je ulazna re¢ u© € X* predstavljena u obliku v = =125 - x,,
gde su 1, x3,...,x,, € X ulazna slova, neka su a,b € A, i neka je

0(a,x1) = a1, 0(a;,x3) = aszy, ..., 0(an_1,x,) = b.

Tada kazemo da automat A pod uticajem ulazne reci u prelazi iz stanja
a u stanje b preko niza medustanja a1, a2,...,a,_1.

U tom slucaju je b = d(a, u).

Graficki je to prikazano na sledeci nacin:
1 ) n
./N./N./) o o o \'/_\‘
a ai a9 An—1 b

Drugim re€¢ima, ovom prelazu u grafu prelaza automata odgovara put
iz ¢vora a u ¢vor b oznacen nizom simbola u = ;25 - - - ¢,,.
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Prosirenje funkcije prelaza

Preslikavanje 8 nazivamo proSirena funkcija prelaza automata A. Kako
je ona potpuno odredena funkcijom prelaza 0 : A X X — A, nece biti
zabune ako nadalje umesto § piSemo samo 9.

Na osnovu definicije proSirene funkcije prelaza, lako se dokazuje da vazi:
Lema 1. Neka je dat automat A = (A, X, 6).

Tada za proizvoljno stanje a € A i ulazne reéi u, v € X* vazi
d0(a,uv) = 46(d(a,u),v).

Ovo znaci da se pod uticajem ulazne reci uv prelaz iz stanja a u stanje

b = d(a,uv) realizuje tako $to

[0 iz stanja a, pod dejstvom reti u, se prede u stanje 6(a,u), a potom
[1 iz stanja d(a, u), pod dejstvom reci v, se prede u stanje b.

Napomenimo i to da umesto d(a, u) €esto pisemo kraée samo au.
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Inicijalno stanje

Automat svoj rad uvek mora da zapocne iz nekog stanja.

U nekim sluc¢ajevima mi unapred fiksiramo stanje iz koga ¢e automat
krenuti sa radom, i takvo stanje nazivamo inicijalno stanje.

Ukoliko je to uradeno, odnosno unapred je odredeno stanje ag koje ce
biti inicijalno, onda ¢etvorku A = (A, ag, X, ), gde

0 (A, X,d) je automat, i
[0 ag € A je inicijalno stanje,
nazivamo inicijalni automat.

Pri predstavljanju inicijalnog automata grafom prelaza, njegovo inici-
jalno stanje oznac¢avamo ulazecom strelicom, na primer

K
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Inicijalno stanje

Tako, ako u primeru "on/off’ prekida¢a uzmemo da stanje " off’ bude
inicijalno, onda taj automat predstavljamo na jedan od sledecih nacina:

Kada inicijalni automat zadajemo njegovim grafom prelaza, u nekim
slu€ajevima inicijalno stanje neCemo posebno isticati u tekstu, ve¢ ¢emo
ga oznacavati na samom grafu prelaza.
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Zavrsna stanja

Kao Sto smo videli, rad automata sastoji se iz niza uzastopnih prelaza
iz stanja u stanje, pod dejstvom niza uzastopnih ulaznih signala.

Medutim, prirodno se namece pitanje: Sta je rezultat tog rada?
Automati su masine koje sluze za procesiranje informacija.

Informacije se obi¢no predstavljaju nizovima simbola (re¢ima) nad nekim
alfabetom, i tipitna masina za procesiranje informacija to radi tako Sto
niz ulaznih simbola (ulaznu re¢) transformiSe u niz izlaznih signala (iz-
laznu rec).

Takav vid procesiranja informacija vrSe, na primer, takozvani automati
sa izlazom ili transduktori, koji se definiSu slicno automatima kakve smo
napred definisali, s tom razlikom Sto pored skupa stanja, ulaznog alfabe-
ta i funkcije prelaza imaju i izlazni alfabet i funkciju izlaza.
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Zavrsna stanja

Automati koje ovde razmatramo nemaju izlaz, ali se ipak moze zamisliti
da i oni imaju izvesnu vrstu izlaza, koji se realizuje pomocu samo dva iz-

lazna signala: "da” i "ne”.

Naime, moze se uzeti da svaka ulazna re¢ dovodi do toga da automat
emituje jedan od ta dva izlazna signala.

Ako ona dovodi do emitovanja signala "da”, onda kazemo da automat
prepoznaje ili da prihvata tu rec.

U suprotnom, ukoliko dovodi do emitovanja signala "ne”, onda kazemo
da automat ne prepoznaje ili da odbacuje tu rec.

Medutim, i ovde se postavlja pitanje: Kako se ovi izlazi predstavljaju u
strukturi automata kakvu smo zadali njihovom definicijom?

Videcemo da se to moze uciniti pomocu posebne vrste stanja, koje nazi-
vamo zavrSnim stanjima automata.
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Zavrsna stanja

Neka je dat automat A = (A, X, 9).

Pored fiksiranja inicijalnog stanja ag € A, u nekim sluc¢ajevima unapred
fiksiramo i skup stanja T' C A, koji nazivamo skup zavrSnih stanja ili
skup terminalnih stanja.

U tom sluéaju petorku (A, ag, X,d,T) nazivamo prepoznavac (engl.
recognizer) ili prihvatac (engl. acceptor).

Kao sto smo to i ranije radili, i ovu petorku oznacavacemo krace sa A.
Neka je u € X™ proizvoljna ulazna rec€.

[0 Ako je 6(ag,u) € T, onda kazemo da A prepoznaje ili prihvata rec w.

[1 U suprotnom, ako é(ag,u) ¢ T, onda kazemo da A ne prepoznaje,
ne prihvata ili odbacuje rec u.
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Zavrsna stanja

Odavde se moze videti kako automat moze dati izlaz "da” ili "ne’:

[1 ako je d(ag,u) zavrSno stanje, onda je izlaz "da”, i

[1 ako d(ag,u) nije zavrSno stanje, onda je izlaz "ne”.

Jednostavnosti radi, umesto raspoznavac ili prihvata¢, u daljem radu go-
voricemo krace automat, pri ¢emu ¢emo imati u vidu da je fiksirano ini-
cijalno stanje ag i skup zavr$nih stanja T'.

Kada automat predstavljamo grafom prelaza, onda finalna stanja oznaca-
vamo duplim kruzi¢ima, na jedan od sledecih nacina:

®
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Raspoznavanje jezika automatom

Proizvoljnom automatu A = (A, ag, X, 4, T) sa inicijalnim stanjem a
i skupom zavrsSnih stanja T' mozemo pridruziti jezik

L(A) ={w e X*|d(ag,w) € T},
koji nazivamo jezikom automata A.
Neka je dalje L C X* proizvoljan jezik.

Ako je L = L(A), onda kazemo da automat A raspoznaje jezik L, il
preciznije, da A raspoznaje jezik L skupom stanja T'.

Drugim re¢ima, jezik koji automat A raspoznaje sastoji se od svih ulaz-
nih redi koje taj automat prihvata (skupom zavrSnih stanja T).

Za jezik L tada kazemo da moze biti raspoznat automatom A.

Cesto se kaze i da automat A prihvata jezik L.
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Raspoznavanje jezika automatom

Primer 5.1.1. Neka je automat A zadat grafom

Qo ai as

LyY
Tada je L(A) = {™y™ | m,n € N}.

Dokaz: Uocimo najpre da je inicijalno stanje ag, a skup zavrsnih stanja je T' = {a3}.

Takode, primetimo da je stanje a- takvo da, kada jednom udemo u njega, onda je iz
njega nemoguce izaci. Takvo stanje se naziva trap ili mrtvo stanje.

Sa slike se jasno vidi da proizvoljna re¢ oblika ™ y"™ vodi iz ag u a3, $to znadi da je
x™y™ € L(A), za proizvoljne m,n € N.
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Raspoznavanje jezika automatom

Obratno, neka je w € L(A), tj. d(ag, w) = as.

Ako je prvo slovo u reti w jednako y, onda iz a9 _%0 x a1 Y a’3. y
ulazimo u stanje a», iz koga je nemoguce izaci, pa @
nikako ne moZemo stici u as. Yy v T
Prema tome, zaklju¢ujemo da re¢ w pocinje sa x, a
pa postoji broj m € N takav da je =™ najduzi O
LryY

prefiks re¢i w koji ne sadrzi slovo y.

To zna¢i da se w moze zapisati u obliku w = x™wu, za neku re¢ u € X* koja ne
pocinje sa x. Kako w mora sadrzati y, jer se bez tog slova ne moze stici iz a; u ag,
to zaklju€ujemo da u pocinje sa y, pa postoji broj n € N takav da je y™ najduzi
prefiks re¢i u koji ne sadrzi slovo x.

Tada se u moze zapisati u obliku © = y"™v, za neku re€¢ v € X™ koja ne pocinje sa
Y, pa je w = xy"v. Kako re¢ x™y"™ vodi iz ag u az, to re¢ v ne moze pocinjati
ni sa x, jer bi nas onda slovo x odvelo iz a3 u a3, odakle nema povratka u as.

Dakle, v je prazna re¢, odakle sledi da je w = ™ y™, Sto je i trebalo dokazati. []
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Razlomcli jezika

Nas sledeci cilj je da dokazemo da za proizvoljan jezik L C X™* postoji

automat koji ga raspoznaje, pri c¢emu taj automat ne mora biti konacan.

Kasnije ¢emo videti da postoje i takvi jezici koji ne mogu biti raspoznati
konacnim automatom.

Da bi smo dokazali postojanje automata koji raspoznaje dati jezik L,
uvodimo pojam razlomka jezika.

Neka je dat jezik L C X*ire€¢ u € X™*.

Razlomak jezika L u odnosu na re€¢ u, u oznaci L.u, je jezik u X~
definisan sa
Lu={we X*|uw € L}.

U nekim izvorima umesto ovog naziva koristi se i naziv izvod jezika.
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Razlomcli jezika

Lema 2. Za proizvoljan jezik L C X™*, re¢i u,v € X* i praznu rec

e € X* vazi sledece:
(i) (L.u).v = L.uw;
(i) L.e = L;
(iii) e€ Lu & u € L.
Dokaz: (i) Imamo da vazi niz ekvivalencija
w € (Lau)v & vw € Lau
< u(vw) € L
< (uwv)w € L
< w € L.uw,

odakle sledi da je (L.u).v = L.uwv.
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Razlomcli jezika

(ii) Prema definiciji razlomka imamo da je

weE€ L.e & ewe L
& w € L,

odakle zaklju¢ujemo da je L.e = L.

(iii) Imamo da je
ec L.u & euc L

&S u € L,

pa dakle, vazi (ii).
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Razlomcli jezika

Za jezik L C X*, oznacimo sa A skup svih razlomaka od L, tj.

Ap ={L.u|u € X*},
i neka je podskup T7, C A; definisan sa
Ty, = {L.u|u € L}.
Na osnovu tvrdenja (iii) u Lemi 2, T, se moZe izraziti i sa:

TL:{HEAL|€€H}.
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Razlomcli jezika

Pre no sto predemo na konstrukciju automata koji raspoznaje dati jezik
L C X7, koju dajemo koris¢enjem razlomaka tog jezika, potrebno je
da dokazemo i sledece pomocno tvrdenje

Lema 3. Nekaje L C X* proizvoljan jezik, nekaje H € Apiv € X™.
Tada je H.v € Aj.
Dokaz: Uzmimo da je H = L.u, za neku re¢ u € X*.

Tada na osnovu tvrdenja (ii) u Lemi 2. imamo da je

H.v = (L.u).v = L.uv € Ayp,

Sto je i trebalo dokazati.
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Razlomcli jezika

Neka je L C X* proizvoljan jezik.

Prema prethodnoj lemi, za H € Ay i x € X, sa
(1.1) 0r(H,x) = H.x.

je definisano preslikavanje 07 : A, X X — Aj.

Dakle, Ay, = (AL, L, X,d5,Tr) je automat sa inicijalnim stanjem L i
skupom zavrsnih stanja T7.

Koristec¢i (1.1), indukcijom po duZini re¢i jednostavno dokazujemo da
za proizvoljnu re€ v € X* vaizi

(1.2) 0r(H,v) = H.v.
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Razlomcli jezika

Teorema 1. Proizvoljan jezik L C X * moze se raspoznati automatom

Ap = (ALa L,X,or, TL)-

Dokaz: Neka je w € X* proizvoljna rec.
Na osnovu (1.2) imamo da je 6.(L,w) = L.w, i takode,
LweTl; & e € L.w
& we € L
& w € L.

Prema tome,

¢ime smo dokazali da A raspoznaje L.
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Razlomcli jezika

Prirodno se postavlja pitanje: Kako odrediti sve razlomke datog jezika?

Jedan postupak za to baziran je na sledecoj teoremi:
Teorema 5.1.4. Neka je L C X* proizvoljan jezik.

Definisimo induktivno niz { Ap}rcno podskupova od Ay sa:

AO — {L},
(1.3)
Ak+1:AkU{H.$|H6Ak,,CEEX}, kENO.
Tada:
(a) Niz {Ag}reno je rastuéi.
(b) Ako postoji £ € N° takav da je A, = Ay, tada je A, = Aj.

(c) Ako je Ay, konacan skup, tada postoji £ € N° takav da je A, = Aj.
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Razlomcli jezika

Dokaz: Tvrdenje (a) sledi neposredno iz (1.3).

(b) Podskup A’ C Ay koji sadrzi L nazvaéemo zatvorenim za slovo
u € X* ako je H.u € A’, za svaki element H € A’.

Kako je svaki element iz Ay, oblika L.u, za neku re¢ u € X*, i A’ sadrzi
L, to je A’ zatvoren za sve reci iz X™ ako i samo ako je A’ = Aj.

Drugim rec¢ima, Ay, je jedini podskup od A zatvoren za sve reci iz X ™.

Sa druge strane, nije teSko dokazati da je A’ zatvoren za sve redi iz
X * ako i samo ako je zatvoren za sva slova iz X.

Kako jednakost A, = A1, za neki k € N° u stvari znadi da je

odnosno da je skup A, zatvoren za sva slova iz X, to prema napred
ustanovljenom imamo da je A, = Ay, Sto je i trebalo dokazati.
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Razlomcli jezika

(c) Kako je niz {Ag}reno rastuéi, to je

|Ag| < |A1| <0 s < |Ag| < |Agya| <o < AL,

pa u slucaju da je Ay konacan skup dobijamo da je |Ax| = |Ag11], za
neki £ € N° i u tom slucaju je A, = A,,,, ponovo zbog toga 3to je
niz {Ak}kENO rastuci.

Prema tome, tada je A, = A}.

U sluc¢aju kada su alfabet X i skup A; konacni, prethodna teorema
nam daje algoritam za konstrukciju svih razlomaka jezika L.

Demonstracija tog algoritma data je u sledecem primeru.
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Razlomcli jezika

Primer 5.1.2. Razmotrimo jo$ jednom jezik L = {x™y"™ | m,n € N} nad alfabetom
X = {«,y} iz Primera 5.1.1.

Najpre odredujemo skup Aj:
Lax={u€ X*|zue L} =LU{y}",
Ly={ue X*|yu € L} =0,
paje Ay ={L,L,,L;},gdeje Ly = L.x = LU {y}" i Ly, =L.y=20.
Dalje, odredujemo skup As:
Lix=Lz*={ue X*|z?ue L} =LU{y}"T = L.,
Lyy =Ly ={uec X" |zyu € L} = {y}",
Loyx=0.x =0 = Lo,
Loy =0.y=0= Lo,

pa je A2 = {L,Ll, Lg, L3}, gde je L3 = L.CBy = {y}*
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Razlomci jezika

Nastavljajuci isti postupak odredujemo skup Az i dobijamo
L3.x = Laxyr = {u € X* |xyxru € L} = 0 = L,
L.y = L.xy? = {u € X*|zy?u € L} = {y}* = Ls,
pa je A3 = A,. Prema tome, Ay, = A = {L, L, Lo, L3},
Kako je Lz = {y}* jedini razlomak iz Ay, koji sadrzi praznu rec e, to je T, = {L3}.
Dakle, automat A je zadat grafom:

L T Ll L3

L,Y
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Razlomcli jezika

Skup Ay svih razlomaka jezika L ne mora biti konacan, sto pokazuje sledeci primer:

Primer 5.4.1. Neka je X = {x,y} i L = {z"y"™ |n € N}.
Prvo, imamo da je
Lx={uéc X*|zu € L} = {z" 'y™|n € N},
Ly={uec X*|yu € L} =0,
paje Ay ={L,L,,K;}, gdeje Ly = {z" 'y |n € N} i K; = 0.
Zatim imamo da je

Liix={u € X*|zu € L1} = {" %y™ |n > 2},
Li.y ={u € X" |yu € L1} = {e},
Kl.CB:Kl.yZQZKl,

odakle je A, = A; U {L,, K>}, gde je Ly = {" 2y"™ |n > 2} i Ky = {e}.
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Razlomcli jezika

Dalje je

Lyx ={ue X"
Lyy={ue X"
Ky.x ={ue X"
Key={ue X"

Yyu € L2} — {y}7

zu € Ly} = {=" 3y™ | n > 3},

xu € Ko} ={u € X*|zu=e} =0 = K,,
yu € Ko} = {u € X* |yu = e} = 0 = Ky,

paje A3—A2U{L3,K3} gdeje Lg—{iL‘n 3 ”|n 3} Kg—{'y}

Nastavljajuci na isti nacin u sledecem koraku dobijamo da je

Ks.x = {ue X"
Kz.y={u € X~

pa je Ay = As U {L4, K4}, gde je Ly = {4y

Teorlja jezika | automata

zu € L3} = {=" *y™ |n > 4},

quL3}:{y }9
xu € Kg} = {u e X*

yu € K3} = {u e X*

mfu,:y}:@:Kl,
yu =y} = {e} = Ko,

n >4} i K4 = {y?}.

Automati — | deo



Razlomcli jezika

Sada ve¢ mozemo zakljuciti da za proizvoljan m € N vazi

(1.4)

Am — Am—l U {Lma Km}a

gde su L,,, i K,, zadati sa

(1.5)

L, ={x"""y" |n > m},

K, = {y™ ?}, zam > 2, K, = 0.

To ¢emo dokazati indukcijom.

Pretpostavimo da je
Ly.x={ue X"
Ly.y={uecX"*
K,,.x={uec X"
K,y={ue X"

(1.4) i (1.5) tacno. Tada je

xu € Ly} ={=" ™ 9" |n>m+1} = Ly,
yu € Lim} = {y™ 7'} = K,

zu € Ky} ={uec X*|zu=9y"?} =0 =K,

yu € K} ={u € X* |yu =y™?} ={y" '} = Kin_1,

odakle dobijamo da je A,,+1 = A, U{Lp+1, Kint1}-
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Razlomcli jezika

Iz svega ovog zaklju€ujemo da razlomaka jezika L = {x"y™ | n € N} ima beskona¢no
mnogo, i da je Ay automat sa beskonat¢no mnogo stanja, koji se moze graficki

predstaviti na sledeci nacin:

L

Y

Kako je K jedini razlomak koji sadrzi praznu reg, to je T, = { K-}, pa AL raspoznaje

jezik L tim stanjem K.
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Razlomcli jezika

Teorema 2. Za jezik L = {x"y™ |n € N} nad alfabetom X = {z, y}
ne postoji konac¢an automat koji ga raspoznaje.

Dokaz: Pretpostavicemo suprotno, da postoji konac¢an automat A =
(A, aq, X,d, T) koji raspoznaje L.

Uvedimo oznaku a, = d(ag,x™), za n € N. Kako smo pretpostavili
da je A konacan skup, to je a,, = a,, za neke m,n € N, m # n.
Medutim, onda dobijamo da je

5(0,0, mImyn) — 5(5(0,0, mm)’ yn) — 5(am7 yn)
= 0(an,y") = 6(d(ag,x™),y"™) = 8(ag, z"y") € T,

a to znadi da je ™y™ € L, §to je u suprotnosti sa definicijom jezika L.

Dakle, ne postoji konacan automat koji raspoznaje L.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Kada se bavimo dizajniranjem automata radi njihovih prakti¢nih pri-
mena, srecemo se sa dva osnovna problema:

[1 Da li za dati jezik postoji konac¢an automat koji ga raspoznaje?

[1 Kako konstruisati automat sa sto je moguce manje stanja koji ras-
poznaje dati jezik?

Prvi problem je bitan jer u prakti€énim primenama automata ucestvuju
samo konacni automati.

Beskonacni automati imaju samo teoretski znacaj, i izuCavaju se iz
metodoloskih razloga, jer je lakSe raditi u teoriji u kojoj nismo sputani
uslovom konaénosti skupa stanja automata.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Drugi problem je bitan iz razloga sto veci broj stanja automata znadci

[1 veci broj hardverskih komponenti, kada se radi o primeni automata
u dizajniranju hardvera,

[1 glomaznije i sporije programe, kada se radi o primeni automata u

dizajniranju softvera.

Mi ¢emo se ovde pozabaviti najpre drugim problemom.

Naime, prvo ¢emo dokazati da medu svim automatima koji raspoznaju
dati jezik postoji automat najmanje kardinalnosti, odnosno, automat sa
najmanjim brojem stanja, ako se radi o kona¢énom automatu.

Stavie, dokazaéemo da je takav upravo automat Aj, kojim smo se
bavili u prethodnom odeljku.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Pri redukciji broja stanja automata koji raspoznaje dati jezik koristimo
ideje i metode koji dolaze iz algebre, odnosno, dva centralna algebarska
koncepta:

[1 kongruencije, i

[1 homomorfizme.

Setimo se iz prethodnih kurseva da proizvolj-
na relacija ekvivalencije o na skupu A razbija
taj skup na medusobno disjunktne podsku-

pove — klase ekvivalencije.

Relacija ekvivalencije grupiSe, udruzuje u jednu klasu sve one elemente
koje objedinjuje neko zajednicko svojstvo — ono koje opisuje ta relacija.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Od klasa ekvivalencije relacije ekvivalencije p,
koje sada tretiramo kao individualne elemen-
te, formiramo skup A/ p, koji nazivamo faktor

skup skupa A u odnosu na p.

Kao Sto se vidi sa slike desno, faktor skup
se zapravo dobija tako Sto se svaka p-klasa

sazme u jedan element.

Osnovni smisao upotrebe relacija ekvivalencija je upravo u tom pre-
vodenju skupa A na skup A/p sa manjim brojem elemenata, odnosno,
u redukovanju broja elemenata iz A.

Pri tome A/p treba da sacuva osnovna svojstva elemenata iz A, jer se
klase iz A/p sastoje od elemenata iz A sa istim svojstvima.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Neka sada A ima izvesnu algebarsku strukturu, odnosno, neka je na A
definisan izvestan sistem operacija.

Da bi operacije sa A mogli da na prirodan nacin prenesemo na faktor
skup A /o, onda nije dovoljno da ¢ bude samo relacija ekvivalencije.

Da bi se to ucinilo, potrebno je da relacija ekvivalencije g bude saglasna
sa operacijama na A, i takve relacije ekvivalencije zovemo kongruencije.

Prema tome, kongruencije imaju dvojaku ulogu:

[1 treba da grupisu sve elemente sa izvesnim zajedni¢kim svojstvom i
sazmu ih u jedan element, i da time redukuju broj elemenata iz A;

[] treba da omoguce da se operacije sa A na prirodan nacin prenesu
na odgovarajuci faktor skup.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Kongruencije | homomorfizmi automata

Kada sve elemente iz A sa izvesnim zajednic¢kim svojstvom grupiSemo u
klasu, i potom toj klasi pridruzimo odredeni element faktor skupa A/,
dobijamo preslikavanje iz A u A/, koje zovemo prirodno preslikavanje
relacije ekvivalencije p.

Ako je p saglasna sa operacijama na A, onda je i njeno prirodno presli-
kavanje na izvestan nacin saglasno sa operacijama na A, odnosno, pre-
nosi izvesna algebarska svojstva sa A na A/p.

Takva preslikavanja, saglasna sa operacijama, koja prenose izvesna al-
gebarska svojstva, zovemo homomorfizmi.

Funkcija prelaza automata u strogom smislu nije algebarska operacija,
ali ima izvesna svojstva bliska algebarskim operacijama.

To nam omogucava da po analogiji sa odgovarajucim algebarskim pojmo-
vima, definiSemo pojmove kongruencije i homomorfizma automata.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Neka je dat automat A = (A, X, d) i relacija ekvivalencije p na skupu

stanja A tog automata.

Za p kazemo da je kongruencija na automatu A ako je saglasna sa
funkcijom prelaza 9§, odnosno ako vazi sledece:

[1 za proizvoljne a,b € A, iz (a,b) € o sledi
(0(a,x),0(b,x)) € 0, zasvaki x € X.

Indukcijom se lako dokazuje da prethodni uslov povlaci uslov
[1 za proizvoljne a,b € A, iz (a,b) € o sledi
(0(a,u),0(b,u)) € p, za svaki u € X™.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Znacenje saglasnosti je graficki prikazano na sledecoj slici.
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Naime, relacija ekvivalencije p je saglasna sa funkcijom prelaza ako za
proizvoljna stanja a i b iz iste p-klase imamo da su i stanja d(a, x) i

d(b, x) u istoj p-klasi.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Ako je p kongruencija na automatu A, tada slicno kao kod algebarskih
struktura uvodimo pojam faktor-automata na sledeci nacin:

Na faktor-skupu A/ definiSemo preslikavanje
dp: (A/0) X X — A/o,
sa
do(ag,z) = (d(a,x))e
zasvea € Aix € X, gde je sa ap oznacena p-klasa stanja a.

Koristeci €injenicu da je o kongruencija na A, lako se proverava da je
preslikavanje 0, dobro definisano, tj. da njihove vrednosti ne zavise od
izbora predstavnika p-klasa.

Dakle, A/o = (A/0,X,d,) je automat koji zovemo faktor-automat
automata A u odnosu na kongruenciju po.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Za dva automata kazemo da su istog tipa ako imaju iste ulazne alfabete.
Neka su A = (A, X,0) i1 A’ = (A’, X, d’) automati istog tipa.

Preslikavanje ¢ : A — A’ zovemo homomorfizam automata A u au-
tomat A’ ako za proizvoljne a € A i x € X vazi:

(1.6) (3(a, )¢ = &' (ap, z).

Indukcijom se lako dokazuje da ako je ¢ homomorfizam, onda za proiz-
voljno stanje a € A i ulaznu re€¢ u € X™* vazi

(3(ayu))p = &' (ap, u).

Ako su A = (A,ap,X,0) i A" = (A’,a;, X,d’) inicijalni automati,
onda je ¢ : A — A’ homomorfizam ako pored uslova (1.6) vazi i

_ /
app = a,.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Kongruencije | homomorfizmi automata

Ako je ¢ : A — A’ surjektivhi homomorfizam, onda ga zovemo epi-
morfizam automata A na automat A’.

U tom slu¢aju automat A’ zovemo homomorfna slika automata A.

Ako je o : A — A’ bijektivni homomorfizam, onda ga zovemo izomor-
fizam automata A i A’.

U tom sluc¢aju kazemo da su A i A’ izomorfni automati.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Primer 4. Razmotrimo automate iz Primera 5.1.1 i 5.1.2.

ao €T ay y as L T

Ly,Y

Ovi automati su izomorfni, pri €emu se izomorfizam se moze zadati sa

ap ai a9 as

L Ly Lo, Lgj

(P:

Inace, izomorfne automate mozemo shvatiti kao automate koji su dobijeni jedan iz
drugog jednostavnom promenom oznaka stanja, dok je sve ostalo isto.
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Kongruencije | homomorfizmi automata

Kao i kod algebri, i kod automata postoji veza izmedu kongruencija i
homomorfizama koja je data sledecom Teoremom o homomorfizmu:

Teorema 2. Ako je o kongruencija na automatu A, tada prirodno pre-
slikavanje o% : A — A/p, definisano sa

0% :a— ap, zasvakia € A,

jeste epimorfizam automata A na faktor-automat A/p.

Obratno, ako je ¢ epimorfizam automata A na automat A’, tada nje-
govo jezgro ker ¢, tj. relacija na A definisana sa

(a,b) ekerp < ap =0bp, zasvea,bc A,

jeste kongruencija na A, i faktor automat A/ ker ¢ je izomorfan au-
tomatu A’.
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Dostizni deo automata

Sada prelazimo na dokaz tvrdenja da za proizvoljan jezik L C X™*, Ay je

automat najmanje kardinalnosti, medu automatima koji raspoznaju L
(odnosno, sa najmanjim brojem stanja, ako je konacan).

Prvo uvodimo novi pojam koji nam je potreban.

Neka je dat automat A = (A, ag, X, d,T) sa inicijalnmim stanjem aq
I skupom zavrsnih stanja T'.

Za stanje a € A kazemo da je dostizno stanje ako postoji re€ u € X*
tako da je d(ag, u) = a. U suprotnom, a je nedostizno stanje.

Drugim rec¢ima, stanje a je dostizno ako se u njega moze stici iz inici-
jalnog stanja, odnosno, ako u grafu prelaza tog automata postoji put

iz inicijalnog stanja ag u stanje a.

Automat zovemo dostizan automat ako su sva njegova stanja dostizna.
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Dostizni deo automata

Primer 5. Neka je automat A dat slede¢im grafom:

€X
O
asz
€T Yy
as
Yy

Dostizna stanja ovog automata su aqg i a1, jer je, na primer,
ap = 0(ag,e) i ay = d(ap,y).

Stanja a2 i ag su nedostiZna, jer je ocigledno da se ni do jednog od njih ne moze

sti€i iz inicijalnog stanja ay.
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Dostizni deo automata

Razmotrimo ponovo automat A = (A, ag, X,9,T).

Definisimo automat A% = (A<, ag, X, 6%, T?) na sledeéi nag&in:

[0 A je skup svih dostiZznih stanja automata A;

0 69: A% x X — A9 je restrikcija preslikavanja § na A% X X;

0 T¢ =T N A4, tj., T? je skup svih dostiznih zavr3nih stanja od A.
Uotimo da je ag € A? jer je inicijalno stanje automata uvek dostizno.

Za proizvoljne a € A% i z € X imamo da je a = §(ag, u), za neku reé
u € X*, paje 0(a,x) = §(d(ag,u), ) = 6(ag,ux), Sto znadi da je
é(a,x) € A,

Dakle, §¢ zaista slika A% X X u A?¢, pa je A% zaista automat, koji
zovemo dostiZzni deo automata A.

Jasno, dostizni deo automata je dostizan automat.
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Dostizni deo automata

Primer 6. Za automat A iz prethodnog primera, na slici levo, njegov dostizni deo

A? je automat dat na slici desno:

£r
£
@
ao ap
T Y T Yy
as ai
Yy

Kao $to se vidi sa ovih slika, dostizni deo A? se dobija iz automata A na veoma
jednostavan nacin: brisanjem svih njegovih nedostiznih stanja i svih prelaza koji polaze
iz ili se zavrSavaju u nedostiznom stanju.
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Dostizni deo automata

Koja je svrha razmatranja dostiznog dela automata?

Kako svaki automat pocinje svoj rad iz inicijalnog stanja, u daljem radu
Ce se uvek nalaziti u dostiznom stanju.

Prema tome, nedostizna stanja ni na koji nac¢in ne uti€¢u na rad au-
tomata.

Zbog toga ih mozemo slobodno odbaciti, zajedno sa prelazima koji
polaze iz njih ili se zavrSavaju u njima.

Odbacivanjem nedostiZznih stanja nista ne menjamo u radu automata,
a pri tome automat pojednostavljujemo, smanjujuc¢i mu broj stanja.

Sve ove konstatacije formalno dokazujemo u nerednoj teoremi.
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Dostizni deo automata

Teorema 3. Za proizvoljan automat A i njegov dostizni deo A? je

L(A) = L(A%).
Dokaz: Uzmimo da je A = (A, a9, X,6,T).

Neka je u € L(A%), odnosno, 6%(ag,u) = a € T? To znaii da je
4(ag,u) = a € T, i prema tome, u € L(A). Dakle, L(A%) C L(A).
Obratno, neka je u € L(A). To znati da je d(ag,u) = a € T, i jasno

je da stanje a i sva medustanja u prelazu iz ag u a pod dejstvom ulazne
re€i u jesu dostizna stanja.

Prema tome, 6%(ag,u) = 6(ag,u) = a € T N A? = T?, odakle sledi
da je u € L(A9).

Ovim smo dokazali da je L(A) C L(A?%), i dakle, L(A) = L(A?%).
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Minimalni automat jezika

Sada smo spremni da dokaZzemo postojanje automata sa minimalnim
brojem stanja koji raspoznaje dati jezik. Najpre dokazujemo sledece:

Teorema 4. Neka je A = (A,aq,X,9d,T) automat koji raspoznaje
jezik L C X*, i A? je njegov dostizni deo.

Tada je automat A; homomorfna slika automata A<, odnosno, postoji
epimorfizam automata A% na automat Aj.

Dokaz: Neka je a € A? proizvoljno stanje.

Prema definiciji dostiZznog stanja imamo da postoji re¢ u € X™* tako
da je a = d(ag,u), i u tom slu€aju ¢emo staviti da je

ap = L.u.

Dokazacemo da je ¢ trazeni surjektivni homomorfizam iz A% na Aj.
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Minimalni automat jezika

Prvo treba dokazati da je ¢ dobro definisano preslikavanje iz A% u A;,
odnosno, da ne zavisi od izbora redi u koja zadovoljava a = d(ag, u).

Naime, neka su u,v € X™* bilo koje re¢i za koje vazi a = d(ap,u) i
a = d(ag,v). Dokazacemo da je tada L.u = L.v.

Zaista, za proizvoljnu re¢ w € X™ vazi
d(ag, uw) = 6(d(ag, u), w) = d6(a,w) = 6(d(ag,v), w) = d(ag, vw),
odakle dobijamo sledeci niz ekvivalencija

w € Lu<s uw € L < d(ag,uw) € F
& d(ag,vw) € F & vw € L < w € L.

Prema tome, L.u = L.v, ¢ime smo dokazali da je ¢ dobro definisano
preslikavanje iz A% u A;.
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Minimalni automat jezika

Dalje, proizvoljni element iz A, je razlomak oblika L.u, za neku rec
u € X*, i ako stavimo da je a = d(ag, u), dobijamo da je ap = L.u.

Prema tome, ¢ je surjektivno preslikavanje.

Konacno, da bi dokazali da je ¢ homomorfizam, treba dokazati da je

(5d(a9 w))SO = dr(ap, x),

za proizvoljne a € A% iz € X.

Zaista, kako je a = §%(ag,u), za neku re€ u € X*, to je

(5d(a9 33))90 = (5d(5d(a07 u), C'3))9" = (5d(a09 Uw))%"
= L.ux = 6r(L.u,x) = dr(ap, x).

Dakle, ¢ je epimorfizam automata A¢ na automat Aj, ¢ime je dokaz

teoreme zavrsSen.
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Minimalni automat jezika

Neposredno iz prethodne teoreme, dobijamo sledecu teoremu:

Teorema 5. Za proizvoljan jezik L C X*, automat A; je automat
najmanje kardinalnosti medu automatima koji raspoznaju L.

Dokaz: Setimo se da se kardinalnost skupa S oznadava sa |S|.
Neka je A proizvoljni automat koji raspoznaje L.

Prema prethodnoj teoremi, postoji surjektivno preslikavanje iz A% na
Ay, $to znati da je |AL| < |AY.

Sa druge strane, A“ je podskup od A, odakle je |A%| < |A]|.
Dakle, iz |Ar| < |A%| i |A?] < |A]| zaklju€ujemo da je |A| < |A].

Time je teorema dokazana.
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Minimalni automat jezika

Automat najmanje kardinalnosti koji raspoznaje dati jezik L C X*

zovemo minimalni automat jezika L.

Prema prethodnoj teoremi, za svaki jezik L postoji bar jedan takav auto-
mat — automat Aj;.

Drugim re€ima, svaki jezik ima minimalni automat, koji moze biti kona-
¢an, ali i beskonacan.

Ako je A minimalni automat jezika L, onda ne postoji automat manje
kardinalnosti od njega koji raspoznaje isti jezik L.

Medutim, to ne znaci da ne postoji automat iste kardinalnosti kao auto-
mat A koji raspoznaje L, odnosno, da ne postoji vise minimalnih au-
tomata jezika L iste kardinalnosti.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Minimalni automat jezika

Ipak, ukoliko jezik L ima minimalni automat koji je konacan, onda je on

jedinstven do na izomorfizam, odnosno, svaka dva minimalna automata
jezika L su izomorfna.

Naime, vazi sledece:

Teorema 6. Neka je L C X ™ jezik takav da automat A; ima n stanja,
gde je n prirodan broj.

Tada je svaki automat sa n stanja koji raspoznaje L izomorfan sa Aj.

Dokaz: Neka je A proizvoljan automat sa n stanja koji raspoznaje L.

Tada je A? takode automat koji raspoznaje L, i broj stanja mu je maniji
ili jednak n, jer je A? C A.
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Minimalni automat jezika

Kako automat koji raspoznaje L ne moze imati manje od n stanja,

zaklju¢ujemo da i A? ima n stanja.

Prema Teoremi 4. imamo da postoji surjektivni homomorfizam ¢ iz A?
na AL.

Medutim, znamo da svaka surjekcija izmedu konacnih skupova sa istim
brojem stanja mora biti bijekcija, odakle zaklju€cujemo da je i ¢ bijekcija.

Prema tome, ¢ je izomorfizam automata A% na automat A;.

Dakle, na osnovu prethodne teoreme, svaki automat sa n stanja koji
raspoznaje L je izomorfan sa Ay, i prema tome, svaka dva automata
sa n stanja koji raspoznaju L su izomorfna.

Recimo, za jezik L = {x™y" | m,n € N}, oba automata iz Primera 4.
su njegovi minimalni automati, i izomorfni su.
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Minimizacija automata

U prethodnim razmatranjima videli smo kako se nalazi minimalni au-

tomat A; datog jezika L.

U ovom odeljku razmatracemo drugaciju situaciju, kada minimalni au-
tomat jezika L treba konstruisati polazeci ne od jezika L, ve¢ od nekog
automata A koji raspoznaje taj jezik.

Drugim re€¢ima, treba redukovati broj stanja automata tako da se dobije
automat sa minimalnim brojem stanja koji raspoznaje isti jezik kao i
polazni automat.

Postupak konstrukcije minimalnog automata Ay jezika L, polazedi od
automata A koji raspoznaje L, naziva se minimizacija automata A.
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Minimizacija automata

Prvi algoritam za minimizaciju automata koji cemo dati blizak je algo-

ritmu za odredivanje minimalnog automata datog jezika.

Krenimo od proizvoljnog automata A = (A, ag, X,0,T).

Za a € A, sa T.a oznacavacemo skup

(1.7) T.a ={uec X*|d(a,u) € T}.

Po analogiji sa razlomcima jezika, skup 7T'.a nazivacemo razlomak skupa

T odreden stanjem a automata A.

Primetimo da, iako je T’ skup stanja a a je stanje automata A, razlomak
T'.a nije skup stanja, vec jezik u X™.

Skup svih razlomaka skupa 1" oznacavacemo sa Ar.
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Minimizacija automata

Glavna svojstva ovakvih razlomaka, i veza sa razlomcima jezika, data

su narednom teoremom.

Teorema 5.2.1. Neka je dat automat A = (A, a9, X,0,T). Tada za
proizvoljne a € A i u € X™ vazi

(1.8) T.0(a,u) = (T.a).u.

Osim toga, ako je A dostizan automat i L je jezik koji taj automat
raspoznaje, tada je
AL — AT9

tj., skup Ay, svih razlomaka jezika L jednak je skupu A svih razlomaka
skupa T'.
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Minimizacija automata

Dokaz: Uzmimo proizvoljne a € A, u € X*.

Tada za proizvoljnu re€ v € X* imamo da je

veT.d(a,u)< d(d(a,u),v) €T  (def. razlomka skupa stanja)

< d0(a,uv) €T (jer 6(6(a,u),v) = d(a,uv))
< uv € T.a (def. razlomka skupa stanja)
S v e (Ta)u (def. razlomka jezika ),

Sto dokazuje (1.8).

Uzmimo dalje da je A = (A, ag, X, d, T') dostizan automat koji raspoz-
naje jezik L.

Jasno da je L = T'.ay,.
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Minimizacija automata

Prema (1.8), za proizvoljnu re¢ u € X™* je

L.u = (T.ag). u =T.0(ag,u),
pa je A;r C At podskup skupa razlomaka skupa T'.

Obratno, kako je, prema pretpostavci, svako stanje a € A dostiZzno, to
je a = d(ag,u), za neku re¢ u € X*, pa opet prema (1.8) imamo da
je

T.a =T.6(ag,u) = (T.ag).u = L.u,

pa je dakle A+ C Ay.

Dakle, A;, = A7, ¢ime je dokaz teoreme zavrSen.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Setimo se da se algoritam za konstrukciju minimalnog automata datog

jezika L C X™ zasnivao na nalazenju svih razlomaka jezika L.

On bi se u istom obliku mogao primeniti i za minimizaciju automata
A = (A, ap, X, 0, T) koji raspoznaje jezik L.

Naime, najpre bi bio odreden jezik L, a zatim i njegovi razlomci.

Medutim, u slucaju kada je jezik zadat preko automata A koji ga
raspoznaje, onda ¢esto moze biti mnogo lakSe nalaziti razlomke jezika
kao razlomke skupa stanja T', koriscenjem prethodne teoreme.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Prema tome, postupak za konstrukciju minimalnog automata jezika L

polazeci od automata A sastoji se u sledecem:
1. Najpre nalazimo dostizni deo A% automata A.
Kao 3to znamo, automat A¢ raspoznaje L skupom T¢ =T N A<,

2. U automatu A?¢ nalazimo skup razlomaka skupa T°.

Kako je A% dostizan automat, to prema prethodnoj teoremi imamo
da je skup razlomaka skupa stanja T¢ jednak skupu Ay, razlomaka
jezika L.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Primer 5.2.1. Neka je X = {«,y}, A = {a¢,a1,0a2,a3,a4,as5,ag}, neka je au-
tomat A = (A, ag, X, 8, T) zadat grafom

gde je T = {a2,a4,ae}. Jasno da je A dostizan automat.

Jezik L koji automat A raspoznaje je L = yX*.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Zaista, ako je u € L = T.aq, tj. 6(ag,u) € T, tada je jasno da mora biti u = yv,
za neku re¢ v € X*.

Prema tome, L C yX™.

Sa druge strane, za proizvoljnu re¢ v € X*
imamo da je

d(ag,yv) = 6(6(ag,y),v) = d6(az,v) € T,

jer je az € T i skup stanja T je zatvoren za

sve prelaze, tj. kada se ude u T, onda se iz
njega ne moze izaci.

Dakle, yv € L, Sto znaci da je yX* C L.

Time smo dokazali da je zaista L = y X™.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Dalje treba uociti da je

T.as=T.ay =T.ag = X*

T.a1 = T.as = T.ag = 0.
Dakle,

Ap = Ar ={L, L, Lsy},

gde je

Ll = (2) = T.a1 = T.a3 = T.CL5

L2 = X* = T.Cl,z = T.CL4 = T.CL6.
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Minimizacija automata — Algoritam |

Takode imamo da je

L.x= (T.ag).x = T.6(ag,x) = T.a; = L,
L.y= (T.ap).y = T.5(ag,y) = T.az = Lo,
Li.x= (T.ay).x =T.6(ay,x) = T.a1 = L4,
Liy=(T.ay).y =T.6(a1,y) = T.azs = Lq,
Ly.x= (T.az).x = T.0(az,x) = T.az = Lo,
Lyy= (T.az).y =T.6(az,y) = T.ay = Ly.

Prema tome, minimalni automat Ay jezika L je automat zadat grafom

LyY @ LyY
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Minimizacija automata — Algoritam |

Uocimo da je Ly = X* jedini element iz A, koji sadrzi praznu rec e.

Dakle, automat Ay, raspoznaje L skupom Ty = {L5}, tj. stanjem L.

Ly Y @ Ly Y
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Minimizacija automata — Algoritam ||

Kod drugog algoritma koji cemo ovde prikazati se odreduju stanja koja
su medusobno ekvivalentna, i klasa medusobno ekvivalentnih stanja se
zamenjuje samo jednim stanjem.

Za automat A = (A, ao, X,4,T), relaciju w, na A odredenu sa T

definiSemo sa:
(1.9) (a,b) e, & T.a=T.b,
zaa,b € A.

Najpre dokazujemo sledece:

Teorema 5.2.2 Neka je dat automat A = (A, ag, X,6,T).

Tada je m_ kongruencija na A.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Minimizacija automata — Algoritam ||

Dokaz: Jasno da je m, refleksivna, simetriCna i tranzitivna relacija, tj.

relacija ekvivalencije.

Neka su a,b € A stanja takva da je (a,b) € 7, tj. da je T.a = T.b,
I neka je x € X proizvoljno slovo.
Tada za proizvoljnu re€ u € X* vazi sledece
u e T.d(a,x) < dd(a,x),u) €T < d(a,xu) €T
S xu € Ta<s xueTb
S 0b,xu) €T < 6(0(a,x),u) €T
S ueTdbx) .

Prema tome, (6(a,x),d(b,x)) € 7
gruencija na automatu A.

-+» ¢ime je dokazano da je 7. kon-
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Minimizacija automata — Algoritam ||

Teorema 5.2.3. Neka je A = (A, ag, X, 0, T) dostizan automat koji
raspoznaje jezik L C X*.

Tada je faktor-automat A/w_, izomorfan minimalnom automatu Ay
jezika L.
Dokaz: Neka je ¢ : A — A}, preslikavanje definisano sa
ap =T.a , za svaki a € A.
Prema Teoremi 5.2.1, ¢ slika A na Aj.

Takode, jasno je da je ker ¢ = 7., pa prema Teoremi o homomorfizmu,
automat A/, je izomorfan sa Ay, 3to je i trebalo dokazati.

Teorlja jezika | automata Automati — | deo



Minimizacija automata — Algoritam ||

Iz prethodne teoreme se vidi da se jedan od nac¢ina minimizacije au-
tomata A koji raspoznaje jezik L skupom stanja 1’ svodi na konstrukciju

kongruencije ..
To se moze uciniti koris¢enjem niza relacija koji se uvodi u narednoj
teoremi.

Pre toga, za automat A = (A, ag, X, 4, T), neka je ¢, relacija ekvivalen-
cije na A koja ima samo dve klase: T'i A\ T, t;j.

e, =T XTU(A\T) X (A\T).
Drugim rec¢ima, za proizvoljne a,b € A vazi
(1.10) (a,b) €e, & (ae€T & beT).

Zanimljiva veza izmedu relacija 7, i €, utvrdena je narednom lemom.

T
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Lema 4. Za proizvoljan automat A = (A, ag, X,0,T) i proizvoljna
stanja a,b € A vazi

(1.11) (a,b) e, & (Vue X") (6(a,u),d(b,u)) € ..

Dokaz: Na osnovu (1.10) imamo da je
(a,b) e, < T.a=T.b
& Vue X*) (ueTa & vweTld)
& (Vue X¥) (0(a,u) €T & 0(b,u) €T)
& (Vu e X7*) (6(a,u),d(b,u)) € .,

pa dakle, vazi (1.11).
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Teorema 5.2.4. Neka je dat automat A = (A, ag, X, 4, T). Definis§imo
niz relacija {7 ¥ }rcro na Asa: 7 =¢, i

() = {(a,, b) € =¥ ‘ (Vz € X) (8(a, ), d(b, x)) € w;@}.
Tada vazi sledece:
(a) Svaki ¢lan niza {W;k)}kENo je relacija ekvivalencije na A i vazi

e =70 DODxMW D> Dk D gEt) 5 D g |
T T — T — — T — T — — T

(k) (k1) - 0 (k) — o (ktm)
(b) Ako je nV =7 "), zanekik € N, tada je w V) = 7 = .,

za svaki m € NO,

(c) Ako je A konatan automat, tada postoji k € N° tako da je

k)
) = .
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Dokaz: (a) Jasno da su svi €lanovi niza {(¥)}, o relacije ekvivalen-
T E

cije, a neposredno iz definicije tog niza sledi da je on opadajuci lanac.
Dakle, preostaje da se dokaZe da je 7, C 77;"“), za svaki k € NY,
To ce biti dokazano indukcijom po k.
Prvo, ako je (a,b) € m,, onda prema (1.11) imamo da je
(a,b) = (8(ase), (b, e)) € ey

2 w e ) _ O
Sto znati da je . C e, = 71'(T).
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Dalje, pretpostavimo da je 7, C 71';’*) za neke k € N° i uzmimo da je
(a,b) € ..

Ako (a,b) ¢ m!**1), to znati da postoji z € X tako da

(6(a,x),d(b,x)) & 77,_(:) C Epe

Medutim, ovo prema (1.11) zna¢i da (a,b) &€ =, 5to je u suprotnosti

sa polaznom pretpostavkom da je (a,b) € m ..

T!

Prema tome, zaklju¢ujemo da je (a,b) € 7T(T"“+1), $to znati da je

Time je dokaz tvrdenja (a) zavrsen.
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(b) | ovo tvrdenje ¢e biti dokazano indukcijom po m.

Na osnovu polazne pretpostavke imamo da ono vazi za m = 1.

Pretpostavimo da je 71';1’“) — 77;’“+m), za neki m € N. Tada je

ﬂ';k—I—m-Fl) - {(a, b) € w;k+m) ‘ (Ve € X) (6(a,x),0(b,x)) € ﬂ;k+m)}
={(a,b) € 7® | (Vz € X) (8(a,),8(b,2)) € =}
:77(""+1) — W(k),
T T

¢ime je dokaz zavrsen.
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Prema (a), da bi smo dokazali da je 7'*) = =_, dovoljno je dokazati
T

da je 71';"’) C ..

U tom cilju, uzmimo proizvoljan par (a,b) € 77;"“) i indukcijom po duzini

re¢i u dokazimo da je (d(a,u),d(b,u)) € €., za svaku re¢ u € X*.

T,
Ako je |u| = 0, tj. u je prazna re¢, tada je
(6(a,u),6(b,u)) = (a,b) € W;k) C €

$to smo i hteli dobit.i.

Za bilo koji n € N, uzmimo da je (6(a,u),d(b,u)) € €., za svaku ret
u duZine |u| < m, i uzmimo proizvoljnu re¢ v € X* duzine |[v| = n+1.

Tada je v = ux, za neke u € X*, |u| =n,ix € X.
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Prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je

(k) — (k+1)
(0(a,u),d0(b,u)) € T =
Medutim, odatle neposredno sledi da je
(6(a,v),d(b,v)) = (6(a,ux),d(b,ur))
= (6(3(a,u),z),8(8(b,u), ) € 7® C e,
Sto je i trebalo dokazati.

Prema tome, zaklju€ujemo da je (d(a,u),d(b,u)) € €., za svaku rec
u € X*, Sto prema (1.11) znati da je (a,b) € 7.

Time smo dokazali da je 77;"’) = 7., Cime je dokaz tvrdenja (b) zavr3en.
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(c) Ako je automat A konadan, tada postoji konaéno mnogo relacija na A.

To znadi da bar dve relacije u opadaju¢em lancu iz (a) moraju biti
jednake.

Prema tome, postoje £ € N° i m € N tako da je 71';’“) — 71';’“+m).

Sada je jasno da je 71';’“) — 77;"““), pa prema (b) sledi da je 71';’“) = .

Ovim je dokaz teoreme zavrsen.

Sada mozZzemo dati jos jedan algoritam za konstrukciju minimalnog au-
tomata jezika.
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Algoritam: Minimizacija automata

Ulaz: A = (A, aq, X, 9, T) — automat koji raspoznaje jezik L
Izlaz: A; — minimalni automat jezika L

1. Formiramo listu P svih parova stanja automata A.
Listu P mozemo graficki predstaviti tablicom, pri ¢emu je, zbog refleksivnosti
I simetri¢nosti relacija koje konstruisemo, dovoljno razmatrati samo parove koji
leZe ispod glavne dijagonale.

2. Odredujemo dostizni deo A? automata A, brisanjem sa liste P svih
kolona i vrsta koje odgovaraju nedostiznim stanjima.

3. Konstruisemo relaciju ¢, brisanjem sa liste P svih parova iz skupa
T x (AC\T)U (A*\T) x T.

Parovi koji ostaju Cine relaciju ¢, = 71';0).
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4. Ako posle k + 1-vog koraka imamo relaciju 71';"“), gde je k > 0, onda

se u k + 2-gom koraku konstruise relacija 7T(T"“+1).

4.1 Razmatramo parove (a, b) koji su na pocetku ovog koraka bili na listi P.

4.2 Ukoliko proverom ustanovimo da postoji slovo x € X takvo da na pocetku
ovog koraka par (6(a,x),d(b, x)) nije bio na listi P, onda se sa liste briSu
parovi (a,b) i (b, a).

5. Ovaj postupak se zavrSava prvim korakom u kome nije bilo nijednog
brisanja sa liste.

Parovi koji su ostali na listi Cine relaciju ..

6. Od klasa relacije 7, formiramo automat Ajy.
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Primer 5.2.2. Neka je automat A = (A, ag, X, d,T) dat grafom

Kao Sto smo rekli, formiramo listu P svih parova stanja automata A, koju ovde

predstavljamo tablicom parova.

Kako su relacije koje generiSemo refleksivne i simetri¢ne, to posmatramo samo deo

tablice ispod glavne dijagonale.
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1. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz vrsti i

kolona koje odgovaraju nedostiznim stanjima, u
ovom slucaju stanja ay.

apai az as a4 as ag ay

ao

ai

a2

as

ag

as

ae

a7

d _
Dakle, A = {ag,a1,a2,as3,as5,a¢,ar}.
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2. korak: Izbacujemo iz liste P sve parove iz skupa 1" X T
(A9\ T) U (A4 \ T) x T. e = () Y

Setimo se da je

T = {a27 as, a6}9 A? \ T = {a09 ay,as, a7}-

apodai1a2as3 aq0as aes ar

ao

ail

a2

as

ag

as

ae

ar

posle 2. koraka — relacija 7{? = ¢,
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3. korak: Proveravamo parove koji su posle 2. koraka

ostali na listi:

(6(ayr,x),0(ag,x)) = (a1,ay) — na listi je;

(6(a1,y),d(ao,y)) = (az,ar) — nije na listi,

brisemo parove (aq,aq) i (ag,a1);

(6(az,x),d(az,x)) = (az,as) — na listi je;

(5(a3,y),5(a2, y)) — (a59a2) — nije na listi,

agailazaszaqasagar

briSemo parove (a3, az) i (az,as); ao

ai

(6(as,x),d(ag,x)) = (az,ay) — nije na listi, az
. : as

briSemo parove (as,ag) i (ag,as); as
(6(as,x),0(ar,x)) = (az,ay) — nije na listi, as
ae

briSemo parove (as,a1) i (a1,as); ar

lista P posle 2. koraka
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(6(ag, ), 8(az, z)) = (as,as) — na listi je; e 2 () v ()
(6(as,v), 6(az,v)) = (as,az) — nije na listi, y 1 i

brisemo parove (ag,a2) i (az,ag);

(6(ag,x),d(az,x)) = (ag,as) — na listi je;

(5(0'63'9)75(0’3, y)) — (a59 a5) — na listi je;

(6(ar,x),d(ag,x)) = (ag,ay) — nije na listi,

brisemo parove (a7, ag) i (ag,ar); apaiazasagasasar
(8(ar, x),d(a1,x)) = (ag,a1) — nije na listi, o
brisemo parove (a7,a1) i (a1, ar); 22
(6(ar,x),d(as,x)) = (ag,as) — na listi je; ai
(8(ar,y),d(as,y)) = (ar,as) — na listi je. o
ar

lista P posle 2. koraka
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Dakle, sa liste briSemo parove apaiazasa4asagar
a
(a1, a0), (a0, a1), (as,az), (az,as), (as,ao), (ao,as), a(1)
(as,a1), (ai,as), (as,az2), (az2,as), (ar,ao), (ao,ar), a2
(ar,a1), (a1, ar) s
aq
tako da lista P sada ima sledeci izgled: as
ae
ap a1 a2 az a4 as ag ar ar
ao
as lista P posle 2. koraka
az
as
aq
as
ae
ar

posle 3. koraka — relacija wéﬂl)
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4. korak: U ovom koraku proveravamo parove (ag, as)

i (ar,as) koji su jedini ostali na listi.

(6(ag,x),d(az,x)) = (ag,as),
(5(0'69 y)a(s(a3a y)) — (a59a5)'
(6(ar,x),d(as,x)) = (as,as),
(0(ar,y),0(as,y)) = (ar,as),

Kako su ovi parovi na listi, u ovom koraku nema brisanja.

agp ai a2 ag a4 as ag ar

ao

ai

a2

as

a4

as

ae

ar

posle 4. koraka — relacija wrf,ﬂz)

(1)

4

Y
e () v L)
->¢
a2
@x

ao ag

aopaia2a3aq4asae ar

ao

ai

a2

as

aq

as

ae

ar

lista P posle 3. koraka
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To znadi da je algoritam zavrSen i da trazena relacija

T, = 71';1) — 71';2) na automatu A< ima sledecée klase:

{ao}, {a1}; {a2}, {as, a6}, {as,ar}.

Trazeni minimalni automat predstavljen je grafom

agailazaszaqasagar

ao

ai

a2

as

ag

as

ae

ay

lista P na kraju algoritma
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