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Ovaj tekst ima za cilj da se opi{e programski paket MATHEMATICA kao i 
njegova primena u ve}em broju matemati~kih oblasti. Naravno, akcenat je 
pre svega na primeni simboli~ke obrade podataka. Koliko je autorima 
poznato, do sada nije objavljena knjiga sli~ne sadr`ine na srpskom jeziku.   
 
Saglasno osnovnoj nameri, knjiga je podeljena u dve glave. Prva glava 
sadr`i opis programskog paketa MATHEMATICA, gde je u~injen poku{aj da 
se MATHEMATICA opi{e kao programski jezik. U tom smislu, vr{eno je 
upore|ivanje standardnih funkcija iz MATHEMATICA sa odgovaraju}im 
funkcijama i procedurama u proceduralnim programskim jezicima, kakvi su 
PASCAL  i C. ^itaocu skre}emo pa`nju da prva glava ne sadr`i kompletan 
opis paketa MATHEMATICA. Takav opis bi sam po sebi zahtevao previ{e 
prostora. Osim toga, na{ glavni cilj je bio da se MATHEMATICA primeni u 
re{avanju najva`nijih matemati~kih problema. Stoga,  izlo`eni su  najva`niji 
pojmovi i oni su interpretirani  u svetlu tradicionalnog stila programiranja. 
U tom smislu, mo`e se re}i da je prva glava uvodnog karaktera. U drugoj 
glavi je opisana simboli~ka implementacija ve}eg broja matemati~kih 
problema. Svaka oblast primene predstavlja posebno poglavlje. U prvom 
poglavlju su opisani neki algoritmi sortiranja kao i njihova implementacija. 
Predmet drugog poglavlja jeste mogu}nost vi{estruke upotrebe 
funkcionalnog argumenta u razli~itim programskim jezicima. U tre}em 
poglavlju se izu~ava implementacija najva`nijih problema koji se re{avaju 
tehnikom pretra`ivanja sa vra}anjem. ^etvrto poglavlje izu~ava numeri~ko i 
simboli~ko izra~unavanje determinanti u paketu MATHEMATICA. U petom 
poglavlju se izu~avaju neke primene linearnog programiranja. Predmet 
{estog poglavlja je simboli~ka implementacija nekih metoda 
vi{ekriterijumske optimizacije. Sedmo poglavlje izu~ava primenu paketa 
MATHEMATICA  u dokazivanju nekih stavova u Boole-ovoj algebri. Sedmo 
poglavlje izu~ava lokacijske i mre`ne probleme, dok se primena 
simboli~kog procesiranja podataka u generisanju regularnih izraza izu~ava u 
devetom poglavlju. Deseto poglavlje sadr`i interesantnu primenu paketa 
MATHEMATICA u modeliranju Tjuringove ma{ine. Implementacija 
dvofaznog simpleks metoda i nekih njegovih modifikacija opisana je u 
poglavlju 11. Najzad, u dvanaestom poglavlju se izu~ava analogija unarnim 
par-funkcijama u paketu MATHEMATICA. 
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Simboli~ka implementacija metoda nelinearne optimizacije jeste prirodan 
nastavak sadr`aja ove knjige. Me|utim, zbog obima materijala, ovaj deo je 
predmet posebne knjige. 
 
S obzirom na raznovrsnost matemati~kihkih oblasti koje su obuhva}ene 
sadr`ajem ove knjige, odlu~ili smo da reference budu na kraju svakog 
poglavlja.   
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I  GLAVA 

UVOD U PROGRAMSKI JEZIK 
MATHEMATICA“ 

 
1. O PAKETU MATHEMATICA 

 
MATHEMATICA je programski paket za matemati~ke i druge primene. Do 
sada je kori{}ena u prakti~ne svrhe, pomogla je re{avanju mnogih teorijskih 
problema. Tako|e, MATHEMATICA je izu~avana i od strane studenata. 
Primena mathematice se rasprostire u svim poljima nauke, u tehnologiji i 
biznisu. Ovaj programski paket ima velike mogu}nosti. MATHEMATICA je 
posebno pogodna za slede}e primene:  
- obrada numeri~kih podataka,  
- sposobnost simboli~kog procesiranja, 
- sistem za grafi~ko prikazivanje podataka i funkcija. 
 

Za razliku od klasi~nih (proceduralnih) programskih jezika kao {to  su 
BASIC ili FORTRAN, koji imaju oko 30 ugra|enih matemati~kih operacija, 
MATHEMATICA ima hiljade razli~itih operacija.  
MATHEMATICA je potpuno integrisano okru`enje za tehni~ka izra~unavanja. 
^esto se ka`e da nastanak paketa MATHEMATICA obele`ava po~etak 
modernog tehni~kog izra~unavanja. Po~ev od 1960-tih nastali su 
individualni paketi za specifi~na numeri~ka, algebarska, grafi~ka 
izra~unavanja i druge potrebe. Me|utim, MATHEMATICA je ujedinila sve te 
asekte u jedan koherentni sistem na jedan jedinstveni na~in. Klju~na ideja je 
bilo otkri}e simboli~kog programskog jezika koji mo`e da manipuli{e vrlo 
velikim opsegom objekata koji se pojavljuju u tehni~kim izra~unavanjima. 
MATHEMATICA igra klju~nu ulogu u mnogim va`nim otkri}ima, i 
predstavlja bazu za hiljade nau~nih radova. U in`enjerstvu je postala 
standardni alat kako za istra`ivanja tako i za proizvodnju. U finansijama 
igra zna~ajnu ulogu u razvitku iskustvenog finansijskog modelovanja i 
{iroko se koristi u mnogim problemima planiranja i  analize. Tako|e, njena 
uloga je va`na u informatici i razvoju softvera.  
Najve}i deo korisnika paketa MATHEMATICA jesu profesionalci u tehni~kim 
naukama. Me|utim, ona se aktivno koristi i u obrazovanju. Vi{e stotina 
kurseva, po~ev od visoko{kolskih institucija pa do srednjih {kola bazirano je 
na paketu MATHEMATICA. Tako|e, zahvaljuju}i razli~itim verzijama za 



 
 

 

2 

 

studente, ona postaje va`an alat kako za studente tehni~kih nauka, tako i za 
ostale studente {irom sveta. Korisnici ovog paketa se nalaze na svim 
kontinentima, uklju~uju sva godi{ta, sve vrste zanimanja, na primer, 
umetnike, kompozitore, lingviste i pravnike.  
Na tehni~kom nivou, MATHEMATICA se {iroko koristi  kao najva`niji 
podvig softverskog in`enjetrstva. Predstavlja jednu od najve}ih aplikacija 
koja je ikada razvijena, i sadr`i ogroman niz novih algoritama i va`nih 
tehni~kih inovacija. Me|u mnogim inovacijama je koncept interaktivnog 
dokumenta, poznat ka notebook.  
MATHEMATICA je matemati~ki softver (jezik i paket) za simboli~ko i 
numeri~ko re{avanje problema iz svih poznatih oblasti matematike, fizike i 
drugih oblasti nauke, tehnologije, finansija, medicine, istra`ivanja, 
obrazovanja, itd. Namenjena je kako korisnicima (|acima, studentima, 
in`enjerima) za re{avanje ve} poznatih, prou~enih problema, tako i 
istra`iva~ima koji je mogu upotrebiti za najkomplikovanije prora~une i 
analize. 
MATHEMATICA je razvijena u softverskoj kompaniji Wolfram Research, 
vlasnika Stephena Wolframa. Prva verzija se pojavila 1988. godine, a 1989.  
verzija MATHEMATICA 2.0 za DOS operativni sistem. Verzija 
MATHEMATICA 2.2 vezana je za Windows 3.11 i zahteva najmanje 8Mb 
RAM memorije. MATHEMATICA 3.0 zahteva operativni sistem Windows,  
najmanje 486 procesor i 16Mb RAM memorije. Danas su aktuelne verzije 
4.0 i 4.1, i razvijene su za mnoge operativne sisteme.  
Glavni deo softvera MATHEMATICA je Kernel (jezgro) koje slu`i za 
obavljanje matemati~kih operacija i radi nezavisno od ra~unara na kome je 
instaliran. Korisnik postavlja svoje zahteve u radnom prostoru (NoteBook-
bele{ka, sveska). Radni prostor je struktuirani interaktivni dokument koji se 
sastoji od niza }elija (cells). Svaka }elija je ozna~ena uglastom zagradom na 
desnoj strani dokumenta. ]elija mo`e da sadr`i: tekst, formule ili grafiku. 
Radni prostor uspostavlja dvosmernu vezu izme|u korisnika i jezgra, tj. 
va`i: 

KORISNIK ï RADNI PROSTOR ï JEZGRO 
Radni prostor prima podatke koje korisnik {alje. Kada se zatra`i 
izra~unavanje prosle|uje ih jezgru koje ih obra|uje. Zatim jezgro vra}a 
rezultate koji se prikazuju u radnom prostoru. Za nove korisnikove zahteve, 
radni prostor stvara novu }eliju. 
Izra~unavanje }elije se zahteva istovremenim pritiskom tastera Shift i Enter. 
Tada se }eliji dodeljuje oznaka oblika In[n], gde je n odgovaraju}i prirodan 
broj. Rezultat se upisuje u novu }eliju koja je ozna~eba sa Out[n], i te dve 
}elije se grupi{u. 
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Primer. otkucamo 1+1 i pritisnemo [Shift] i [Enter]. Dobijamo 
In[1]:=1+1  
Out[1]=2 
Prekid ra~unanja se posti`e tasterima [Alt][,] ili [Alt][.]. Ra~unanje se 
mo`e nastaviti naredbom Return[]. 

 
Kako MATHEMATICA pamti sve unose i rezultate od po~etka rada, zbog toga 
ponekad mora da se isprazni memorija. Najlak{i na~in da se to postigne jesu 
naredbe Quit ili Exit, ~ime se prekida rad jezgra. To se mo`e posti}i i 
pomo}u glavnog menija, opcija Kernel. Pri prvom slede}em izra~unavanju, 
jezgro se pokre}e iz po~etka. 
Radni prostor sofvera  MATHEMATICA ima slede}i meni: 

File, Edit, Cell, Format, Input, Kernel, Find, Window, Help. 
Svaki od njih ima svoj podmeni. 

(1) Meni File omogu}ava stvaranje novih dokumenata, otvaranje 
postoje}ih i pam}enje nove verzije, te {tampanje dokumenata. Opcije na 
ovom meniju su: New, Open, Close, Save, Save As, Save As Special, Open 
Special, Import, Send to, Send Selection, Palletes, Notebooks, Printing  
Settings, Print, Exit. 

(2) Meni Edit omogu}ava izmene sadr`aja dokumenata. Edit ima 
slede}e opcije: Undo, Cut, Copy, Paste, Clear, Copy As, Save Selection As, 
Select All, Insert Object, Motion, Expression Input, Preferences. 

(3) Meni Cell omogu}ava rad sa }elijama dokumenta i njihovo 
organizovanje na razli~ite na~ine. Njegove opcije su: Convert To, Display 
As, Default Input Format Type, Default Output Format Type, Cell 
Properties, Cell Grouping, Divide Cells, Merge Cells. 

(4) Meni Format pru`a mogu}nost za izvo|enje raznih operacija sa 
tekstom i graficima. Podmeniji su: Style, Font, Size, Color, Show ToolBar, 
Magnification. 

(5) Meni Input omogu}ava razli~itu prezentaciju ulaznih i izlaznih 
podataka. Njegove opcije su: Get Graphics Coordinates, 3D View Point 
Selector, Color Selector, Record Sound, Get File Path, Create Table, 

(6) Meni Kernel omogu}ava upravljanje jezgrom pomo}u slede}ih 
stavki: Evaluation, Interrupt, Abort Evaluation, Start Kernel, Quit Kernel, 
Default Kernel, Kernel Configuration. 

(7) Meni Find slu`i za pretra`ivanje u dokumentu i izmmenu 
dokumenta: Find, Enter Selection, Find Next, Find Previous, Find in Cell 
Tags, Replaces, Replace All, Make Index. 
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(8) Meni Window omogu}ava da se podesi raspored prozora koji 
prikazuju otvorene dokumente. Njegove opcije su: Stack Windows, Tile 
Windows Wide, Tile Windows Tall, Messages. 

(9) Meni Help pru`a pomo} i informacije korisniku. Kompletna kniga 
Mathematica Book je ugra|ena u help. Njegove opcije su: Help, 
Registration, Find in Help, Why the Beep, About MATHEMATICA. 
 

1.1. INTERPRETATOR 
 
MATHEMATICA je programsi jezik interpretatorskog tipa. U interaktivnom 
re`imu rada interpretatora o~ekuje se unos od strane korsnika, obra|uje se 
uneti izraz, prikazuje se rezultat, i ponovo se se o~ekuje novi izraz za 
evaluaciju. Beskona~an ciklus u interpretatoru se odvija preko niza naredbi 
In[n]:= i niza rezultata Out[n]=. Iza promta := korisnik unosi naredbu a u 
liniji Out[n] program prikazuje odgovaraju}i rezultat. Tasterima 
[Shift][Enter] se nazna~uje da je zavr{en unos u liniji :=, i tada mo`e da 
po~ne obrada unetog izraza. Kao deo tog “glavnog ciklusa”, MATHEMATICA 
odr`ava i koristi razli~ite globalne objekte. Upotreba objekata iz globalnog 
okru`enja zamenjuje promenljive parametre iz proceduralnih programskih 
jezika. 
MATHEMATICA pamti Input i Output linije. U velikima plikacijama, ovo 
pam}enje mo`e da okupira mnogo kompjuterske memorije. Memorija koja 
je zauzeta za pam}enje vrednosti  In[] i Out[] izraza se mo`e osloboditi  
eksplicitno koriste}i izraze Unprotect[In,Out], i Clear[In,Out]. Mo`e se 
pamtiti samo odre|eni broj In[] i Out[] izraza postavljanjem vrednosti 
globalne promenljive $HistoryLength.   
 

1.1.1. Ulazne i izlazne naredbe 
 
Ulazne naredbe obezbe|uju naknadni unos podataka u program. U 
MATHEMATICA se podaci mogu unositi interaktivno, direktno sa tastature. 
Funkcija Input[] u~itava jedan izraz sa tastature i vra}a njegovu  vrednost 
kao rezultat. Izraz Input[] otvara prozor za unos podataka ili ~itavog niza 
dodatnih naredbi u program. Ova naredba u~itava izraze unete pomo}u 
tastature i u daljem radu ih obra|uje kao sastavni deo programa. 
 
Naredba Read[] i OpenRead[] obezbe|uju preuzimanje podataka iz 
datoteka ili neke }elije. Rezultat ra~unanja mo`e se videti navo|enjem 
imena rezultuju}e promenljive ili neke izlazne naredbe. Izlazna naredba 
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Print[] vr{i prenos podataka ili poruka na ekran. Tekst na izlazu se navodi 
izme|u apostrofa. 
 

Input[ ]                 interaktivni unos jednog izraza 
Input["tekst"]            intraktivni unos, koriste}i tekst kao odziv 
InputString[ ]             interaktivni unos niza karaktera 
InputString["tekst"
]     

interaktivni unos niza karaktera, koriste}i tekst kao 
odziv 

Print[izr1, izr2,..]     ispisivanje vrednosti izraza na ekran. 
 
Za vreme rada korisnik mo`e da pristupi svim prethodno unetim izrazima, 
kao i dobijenim rezultatima.  
 

InString[n]             tekstualni oblik n-te ulazne linije 
%n ili Out[n]           izraz n-te izlazne linije 
%...% ili Out[-n] izraz n-te izlazne linije, brojano od kraja. 

 
Mogu se dodavati nove funkcije, potrebne u razli~itim specijalizovanim 
oblastima. Pre svega, mogu se koristiti funkcije koje su sadr`ane u 
"d`epovima" (packages), u~itavanjem njihovog sadr`aja. Tako|e, korisni~ke 
funkcije zapisane u nekoj datoteci mogu se uneti u program izrazom 
<<ime_ fajla  gde izraz ime_ fajla predstavlja ime datoteke sa sadr`ajem 
`eljenih korisni~kih funkcija. Na kraju, sve funkcije koje su definisane u 
aktuelnom okru`enju mogu se evaluirati i koristiti. 
 

1.1.2. Informacije preuzete iz jezgra 
 
Razli~ite informacije iz jezgra mogu se dobiti na slede}i na~in: 
 

?ime prikazuje informaciju za ime 
??ime prikazuje detaljniju informaciju za ime 

?a* 
prikazuje informaciju za sve objekte ~ija imena po~inju 
slovom a 

?Asa* 
prikazuje informaciju za sve objekte ~ija imena po~inju 
znacima Asa. 

 

Informacije vezane za standardnu funkciju Log mogu se dobiti pomo}u 
izraza ?Log. 
?Log  
Log@zD gives the natural logarithm of z Hlogarithm

to base eL. Log@b, zD gives the logarithm to base b. More… 
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Mogu se zahtevati informacije za proizvoljni objekat, bilo da je on ugra|en, 
bilo u~itan, ili uveden od strane korisnika. Dodatne informacije o objektu se 
mogu dobiti koriste}i ??. 
?? Log  
Log@zD gives the natural logarithm of z Hlogarithm

to base eL. Log@b, zD gives the logarithm to base b. More… 
Attributes@LogD = 8Listable, NumericFunction, Protected<  
Informacije o svim objektima ~ija imena po~inju sa Lo mogu se dobiti 
izrazom 
?Lo*  
System`
Locked LogGamma LogIntegral Loopback
Log LogicalExpand LongForm LowerCaseQ  
Izrazom ?Asa dobija se informacija o pojedina~nom objektu Asa. Koriste}i 
“metakarakter” *, mo`e se dobiti informacija o kolekciji objekata ~ija imena 
po~inju sa Asa. D`oker * mo`e da bude zamenjen bilo kojom sekvencom 
karaktera. Znak * se mo`e postaviti na bilo kom mestu, ne samo na po~eku 
izraza o kojima se zahteva informacija. Na primere, ?*Expand zahteva 
informaciju o svim objektima ~ija se imena zavr{avaju sa Expand. Sli~no, 
izrazom ?x*0 dobija se informacija o svim objektima ~ija imena po~inju sa 
x, zavr{avaju sa 0, i imaju proizvoljnu sekvencu karaktera izme|u njih.  
 

1.2. STILOVI PROGRAMIRANJA U PAKETU  
MATHEMATICA 

 
Funkcionalni programski jezici se baziraju na primeni funkcija na aktuelne 
parametre. Funkcionalni programski jezici su pogodni za programiranje 
ekspertnih sistema sa bazama znanja. U ovakvom stilu programiranja 
osnovni pojam je funkcija. Funkcijski program je funkcija ili grupa funkcija, 
obi~no komponovan iz prostijih funkcija. Veza izme|u funkcija je 
vi{estruka: jedna funkcija mo`ze da poziva drugu ili pak rezultat jedne 
funkcije mo`e da se koristi kao argument druge funkcije. MATHEMATICA 
nije ~isto funkcionalni programski jezik. U njoj se mogu na}i ideje logi~kog 
i objektnog programiranja. Osim toga, ogromno bogatsvo upravlja~kih 
struktura afirmi{e programski paket MATHEMATICA kao proceduralni 
programski jezik. MATHEMATICA je proceduralna koliko i C, funkcionalna 
koliko i LISP. Osim toga,  poseduje veoma razvijen aparat za simboli~ku 
manipulaciju podacima. 
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Zastupnici ideje funkcionalnog programiranja koriste slede}e argumente: 
1. Programi su kra}i. 
2. Programi su pogodni za dokazivanje korektnosti. 
3. Programi su dobro matemati~ki zasnovani. 
4. Aktivnosti koje se koriste su jednostavnije nego u drugim stilovima 
programiranja. Postoje dve vrste osnovnih aktivnosti: 
a) Definisanje funkcije: pridru`ivanje imenu funkcije vrednosti nekog 

izraza, koji mo`e da sadr`i i druge funkcije. 
b) Primena funkcije, tj. poziv funkcije sa zadatim argumentima. 

5. Programi su pogodni za implementaciju na paralelnim ra~unarima. 
Funkcionalni stil programiranja spada u deklarativni stil programiranja, u 
kome je izra~unavanje, tj. izvr{avanje programa zasnovano na pojmu 
funkcije. Funkcije su ravnopravni objekti sa drugim tipovima podataka. 
Za uspe{no programiranje u funkcionalnom programskom jeziku potrebno 
je slede}e: 
1. Bogat skup funkcija koje mo`emo odmah da koristimo, tzv. ugra|ene 
(primitivne ili standardne) funkcije (built-in functions). 
2. Mogu}nost definisanja novih funkcija, koje se nazivaju korisni~ke 
funkcije (user-defined functions). Korisni~ke funkcije se mogu svrstati u 
biblioteke funkcija i pozivati po potrebi. 
 
U funkcionalnom programskom jeziku, program se sastoji iz niza definicija 
funkcija i niza njihovih poziva. 
Mo`e se re}i da MATHEMATICA podr`ava funkcionalni stil programiranja. 
Ona dopu{ta samo poziv parametara po adresi. Nedostatak poziva po adresi 
nadokna|uje se objektima koji se pamte u globalnom okru`enju. 
MATHEMATICA poseduje mnoge funkcije od kojih su neke veoma mo}ne i 
re{avaju slo`ene probleme. Me|utim, postoje problemi koji se ne mogu 
re{iti samo pomo}u ugra|enih funkcija. Tada je potrebno uraditi vi{e 
operacija ili postupati po nekom algoritmu, tj. potrebno je programirati. 
 

1.2.1. Korisni~ke funkcije 
 
Elementarne funkcije se pozivaju izrazima oblika 

Funkcija[x,y,z,...]. 
Pored toga {to poseduje veliki broj ugra|enih funkcija MATHEMATICA 
omogu}ava korisniku da defini{e i svoje funkcije.  Funkcija vi{e 
promenljivih se defini{e izrazom 

funkcija[x_,y_,z_,...]:= izraz. 
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Pri definisanju funkcija treba voditi ra~una da se argumenti navode u 
uglastim zagradama, a umesto znaka jednakosti stoji znak :=. Tako|e, svaki 
element u listi parametara se zavr{ava znakom '_' .  
 

Primer. Izrazom  
f[x_]:=(Exp[x]-1)/x 
Defini{e se funkcija  

 
 
 

Funkcija g(x,y,z)= x2+y2+z2 defini{e se izrazom 
g[x_,y_,z_]:=x^2+y^2+z^2. 
 
Funkcija f koja pamti vrednosti koje je ranije izra~unavala poziva se 
izrazom oblika 

f[x_,y_,…]:= f[x,y,z,…]=izraz, 
Koristi se kada su nam vi{e puta potrebne ve} izra~unate vrednosti funkcija, 
na primer u rekurzivnim pozivima. Ovakvim definicijama se mogu ubrzati 
izra~unavanja rekurzivnih funkcija. 
 
Definicija funkcije f mo`e se proveriti naredbom 
?f  
ili  
Definition[f], 
a brisanje se posti`e naredbom  
f=.  
ili  
Clear[f]. 
 

Primer. 
In[1]:=f[x_]:=x^2                      Definicija funkcije f(x) = x2 

In[2]:=f[a+1]  
Out[2]=(1+a)2                             Funkcija f  kvadrira svoj argument 
In[3]:=f[4] 
Out[3]=16                                    Argument funkcije mo`e biti broj 
In[4]:=f[3x+x^2]                        Argument funkcije mo`e biti 
Out[4]=(3x+x2)2                          komplikovaniji izraz  
In[5]:=Expand[f[3x+x^2]]         Funkcija f se mo`e koristiti u  
Out[5]=9x2+6x3+x4                      ra~unanju kao argument neke druge funkcije 
In[6]:=p[x_+y_]:=p[x]+p[y]       Svojstvo funkcije p 
In[7]:=p[a+b+c]                          Primena definisanog svojstva 
Out[7]=p[a]+p[b]+p[c] 

x
exf

x 1)( −=
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In[8]:=s[{x__,a_,y__},a_]:={a,x,x,y,y} 
In[9]:=s[{1,2,3,4,5,6},4] 
Out[9]={4,1,2,3,1,2,3,5,6,5,6}  
 

U slede}em primeru pokazuje se prednost rekurzivnih funkcija koje “pamte” 
vrednosti koje su ra~unale u odnosu na “obi~ne” rekurzivne funkcije. 
Posmatramo funkciju fib za generisanje Fibona~ijevih brojeva: 
fib@1D:= 1 
fib@2D:= 2 
fib@n_D:= fib@n− 1D + fib@n− 2D  
Vreme potrebno za izra~unavanje Fibona~ijevih brojeva  se drasti~no 
pove}ava sa pove}anjem argumenta: 
fib@10D êê Timing 
80. Second, 89<  
fib@20D êê Timing 
80.220000000000255 Second, 10946<  
fib@30D êê Timing 
826.6900000000001 Second, 1346269<  
S druge strane, pomo}u slede}e definicije kojom se pamte izra~unate 
vrednosti  
fib1@1D:= 1; fib1@2D := 2  
fib1@n_D:= fib1@nD = fib1@n− 1D + fib1@n− 2D  
znatno se smanjuje vreme izra~unavanja: 
fib1@10D êê Timing 
80. Second, 89<  
fib1@20D êê Timing 
80. Second, 10946<  
fib1@30D êê Timing 
80. Second, 1346269<  

 

1.2.2. Procedure 
 
^esto se doga|a da se odre|eni nizovi naredbi ponavljaju. Te naredbe se 
mogu grupisati zajedno u procedure. Jedna procedura je niz naredbi 
razdvojenih znakom ;. Izrazi u proceduri izra~unavaju se jedan za drugim s 
leva na desno. Kona~ni rezultat procedure je vrednost poslednjeg izraza. 
 

izraz 1; izraz 2; ...  ; izraz n Procedura od n izraza 
(izraz 1; izraz 2; ... ; izraz n)  Procedura se mo`e staviti u zagrade  

 

Primer. Analiziramo slede}i izraz: 
In[1]:=t=Table[i!,{i,5}];       x=Map[Log,t];          x//N 
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Out[1]={0,0.693147, 1.79176, 3.17805, 4.78749} 
Funkcija Map u izrazu x=Map[Log,t] primenjuje funkciju Log nad svakim 
elementom liste t. Kao rezultat ove procedure dobija se vrednost poslednjeg 
izraza x//N, {to predstavlja numeri~ku vrednost izraza x. 
z= a; Do@Print@z ∗= z+ iD, 8i, 3<D  
aH1+ aL  
aH1+ aL H2 + aH1 +aLL  
aH1+ aL H2 + aH1 +aLL H3 + aH1 + aL H2+ aH1 + aLLL  
 

Funkcija se mo`e definisati pomo}u sekvence izraza jednostavnim 
navo|enjem niza naredbi razdvojenim znakom ; iza operatora odlo`ene 
dodele :=. U jednoj takvoj funkciji se mo`e izvr{iti vi{e nezavisnih 
operacija. Tako definisana funkcija se poziva na isti na~in kao i sve ostale 
funkcije. Vrednost poslednjeg izraza se vra}a kao rezultat funkcije. Kada se 
funkcija defini{e kao procedura, niz naredbi koje joj pripadaju se mora 
navesti u malim zagradama. MATHEMATICA daje mogu}nost pisanja 
programa na mnogo razli~itih na~ina. 
 
Teorijske (~iste) funkcije dozvoljavaju da se defini{u funkcije koje mogu da 
se primene kao argumenti, bez davanja eksplicitnog imena funkciji. Postoji 
nekoliko zapisa teorijskih funkcija: 
 

Function[x,body] teorijska funkcija u kojoj se x zamenjuje 
zadatim argumentom 

Function[{x1,...,xn},body] teorijska funkcija u kojoj se koristi 
nekoliko argumenata 

body& teorijska funkcija u kojoj su argumenti 
specificirani sa # ili #1,#2,#3,... 

 
Za re{avanje razli~itih  problema mo`emo koristiti kompozicije postoje}ih 
funkcija. 
 

Primer. 
In[1]:=Position[{1,2,3,4,5}/2,_Integer] 
Out[1]={{2},{4}} 
In[2]:=MapIndexed{Power,{a,b,c,d}] 
Out[2]={{a},{b2},{c3},{d4}} 
In[3]:=FixedPointList[If[EvenQ[#]],#2,#&,10^5] 
Out[3]={100000,50000,25000,125000,6250,3125,3125} 
In[4]:=ReplaceList[{h,b,c,d,e},->{k__,y__} 
Out[4]={{{h},{b,c,d,e}},{{h,b},{c,d,e}},{{h,b,c},{d,e}},{{h,b,c,d},{e}}} 
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1.2.3. Elementi objektno-orijentisanog programiranja 
 

MATHEMATICA ima i neke elemente objektno-orijentisanog programira-
nja, jer omogu}ava korisniku da defini{e svoje objekte. Pri definisanju 
osobina objekata prvo se navodi ime objekta koje je odvojeno znacima /: od 
definicije osobine objekta. 
Primer. U ovom primeru su simbolu h  dodeljene tri osobine: 
hê: h@x_D+ h@y_D := hplus@x, yD;
hê: P@h@x_D, x_D:= hp@xD;
hê: f_@h@x_DD:= fh@f, xD;  
Ove osobine se mogu koristiti u programu: 
h@2D+ h@3D  
hplus@2, 3D  
Definicijama oblika f[args]=rhs ili f[args]:= rhs vr{i se vezivanje tih definicija 
sa objektom f. Informacije o takvim definicijama se dobijaju posle izraza ?f. 
Za sve izraze kojima se dodeljuju osobine simbolu f, a koji imaju f kao 
glavu koristi se naziv donje vrednosti (downvalues) za f. MATHEMATICA 
tako|e podr`ava definiciju gornjih vrednosti (upvalues), kojim se pridru`uju 
definicije simbolima koji se ne pojavljuju direktno kao glave u tim 
definicijama. Gornje vrednosti se uvode koriste}i znakove ^:. Posmatrajmo 
na primer definiciju oblika Exp[g[x_]]:= rhs. Ova definicija je vezana za 
simbol Exp, i mo`e se posmatrati kao donja vrednost za Exp. Me|utim, 
ovakav pristup nije najbolji, zbog toga {to je Exp standardna funkcija, i to 
mo`e da nepotrebno uspori izra~unavanje izraza. bolje je da se izrazom 
oblika Exp[g[x_]]^:=rhs definicija asocira za g, i da predstavlja gornju 
vrednost objekta g. 
 

f[args] /:rhs definicija donje vrednosti za f 
f[g[args],...]^:=rhs ili 
f[g,...]^:=rhs 

definicija gornje vrednosti za g 

 

Donja vrednost za f se mo`e definisati na slede}i na~in: 
 f[g[x_]] := fg[x] 
Ova definicija se mo`e videti kada se tra`i informacija za f: 
?f 
Global`f 
f@g@x_DD := fg@xD  
Gornja vrednost za objekat g se mo`e definisati na slede}i na~in: 
Exp[g[x_]] ^:= expg[x] 
Ova definicija je asocirana za g: 
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?g 
Global`g 
g@x_D ^:= expg@xD  
i nije asocirana za Exp: 
??Exp 
Exp@zD is the exponential function. 
Attributes@ExpD = 8Listable, NumericFunction, Protected, ReadProtected<  
Definicija gornje vrednosti za g se koristi pri evaluaciji slede}eg izraza: 
Exp[g[5]] 
expg@5D  
 
Definicija za f[g[x]] bi trebalo da predstavlja gornju vrednost za g u 
slu~ajevima kada je funkcija f poznatija (~e{}e u upotrebi) u odnosu na 
funkciju f. Na primer, u slu~aju izraza Exp[g[x]], funkcija Exp je 
standardna funkcija, dok g verovatno predstavlja korisni~ku funkciju.  
 

Jo{ jedna gornja vrednost za g je definisan izrazom 
g/: g[x_] + g[y_] := gplus[x, y] 
Sve definicije vezane za objekat g se prikazuju na slede}i na~in: 
?g 
Global`g 
g@x_D ^:= expg@xD

g@x_D+ g@y_D ^:= gplus@x, yD  
 

Definicija za zbir g-ova se koristi kad god je mogu}e: 
g[5] + g[7] 
gplus@5, 7D  
Kako je unutra{nji oblik izraza g[x_]+g[y_] jednak Plus[g[x_],g[y_]], 
prethodna definicija se mo`e tretirati kao donja vrednost  za Plus. U tom 
slu~aju, kad god se defini{u izrazi oblika g[x_]+g[y_] kao donja vrednost 
za Plus, ove definicije se koriste kad god se pojavi poziv funkcije Plus. 
Ovim se usporava evaluacija ovakvih izraza. Me|utim, ako se definicija za 
g[x_]+g[y_] posmatra kao gornja vrednost  za g, tada se poku{ava primena 
te definicije samo kada se g pojavi unutar funkcije Plus. S obzirom da se g 
pojavljuje mnogo manje u odnosu na funkciju Plus, ova definicija ima 
mnogo vi{e opravdanja. 
Gornja vrednost se mogu upotrebiti za konstrukciju “baze” osobina 
partikularnog objekta. Svaka definicija koja se u~ini kao gornja vrednost se 
mo`e asocirati  sa objektom koji se posmatra, radije nego sa osobinom koja 
se specificira. 
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Slede}a definicija odre|uje gornju vrednost za objekat square kojim se daje 
njegova povr{ina: 
area[square] ^= 1 
1 
Slede}i izraz dodaje definiciju za perimeter: 
perimeter[square] ^= 4 
4 
Obadve definicije su sada asocirane sa objektom square: 
?square 
Global`square 
area@squareD ^= 1

perimeter@squareD ^= 4  
 

Izrazom oblika f[args] mo`e se definisati gornja vrednost za g, bilo 
direktno, bilo za neki objekat sa glavom g koji se pojavljuje u args. Ne 
mogu se asocirati definicije vezane za neki objekat g ako se on pojavljuje u 
suvi{e niskom nivou na levoj strani izraza koji se koristi za takvu definiciju.  
 

U slede}em izrazu g predstavlja glavu jednog argumenta, i sa njim se mo`e 
asocirati definicija gornje vrednosti. 
g/: h[w[x_], g[y_]] := hwg[x, y] 
U izrazu koji sledi, g se pojavljuje isuvi{e duboko na levoj strani izraza koji 
se sa njim povezuje, te definicija gornje vrednosti koja je asocirana sa g ne 
uspeva: 
g/: h[w[g[x_]], y_] := hw[x, y] 
TagSetDelayed::tagpos :  

Tag g in h@w@g@x_DD, y_D is too deep for an assigned rule to be found.  
$Failed 
 

Mogu}e pozicije simbola u definicijama date su u slede}oj tabeli: 
 

f[...]:=rhs donja vrednost  za f 
f/: 
f[g[...]...][...]:=rhs 

donja vrednost  za f 

g/: f[...,g,...]:=rhs gornja vrednost za g koji prestavlja argument 
g/: f[...,g[...],...]:=rhs gornja vrednost za g koji prestavlja glavu 

 
U op{tem slu~aju, mo`ete po`eleti da defini{ete klasu apstraktnih 
matemati~kih objekata sa imenom quat. Ovi objekti se mogu predstaviti 
izrazom oblika quat[data], i mogu imati posebne osobine u odnosu na 
aritmeti~ke operacije (na primer sabiranje i mno`enje). Ove osobine se 
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mogu postaviti definicijama gornjih vrednosti za quat u odnosu na Plus i 
Times. 
 

Definicija gornje vrednosti objekta quat u odnosu na Plus: 
quat[x_] + quat[y_] ^:= quat[x + y] 
Ova definicija se koristi u simplifikaciji slede}eg izraza: 
quat[a] + quat[b] + quat[c] 
quat@a+ b + cD  
Kada se defini{e gornja vrednost za quat u odnosu na neku operaciju, na 
primer Plus, u stvari se pro{iruje domen operacije Plus na objekte quat. U 
definiciji “sabiranja” quat objekata, mo`e se koristiti specijalna operacija 
sabiranja, na primer quatPlus, za koju se defini{e odgovaraju}a donja 
vrednost. Ovakav pristup je pogodniji nego da se koristi standardna 
operarcija sabiranja Plus, tako {to se njeno standardno dejstvo predefini{e za 
objekte tipa quat. 
Gornja vrednost u stvari predstavlja mogu}nost da se implementira jedan 
aspekt objektno-orijentisanog programiranja. Simbol sli~an quat predstavlja 
objekat odre|enog tipa. Razli~ite gornje vrednosti za quat specificiraju 
“metode” koje defini{u kako se quat objekti pona{aju pod odre|enim 
operacijama   
 

2. OSNOVNI ELEMENTI JEZIKA 
 

2.1. REZERVISANE RE^I 
 

Re~i jednog jezika ~ije je zna~enje utvr|eno i ne mo`e se promeniti ni u 
jednom programu napisanom na tom jeziku nazivaju se rezervisane re~i. U 
MATHEMATICA su sve rezervisane re~i zabranjene, tj. ne mogu se koristiti 
kao identifikatori u programima. Na primer, rezultat izvr{enja naredbe 
dodele DO=2 jednak je 2, ali rezervisana re~ DO nije dobila vrednost, tj. nije 
mogla da se upotrebi kao identifikator.  
Do= 2 
Set::wrsym :  Symbol Do is Protected.  
2 
U MATHEMATICA postoji veliki broj rezervisanih re~i. Najve}i deo 
slu`benih re~i je rezervisan imenima ogromnog broja standardnih funkcija, 
a veliki broj slu`i za ozna~avanje karakteristi~nih konstanti. 
  

2.2. KONSTANTE 
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Veli~ine ~ija se vrednost ne mo`e menjati u toku izvr{avanja programa 
naziva se konstanta. Konstantama se mogu dodeljivati simboli~ka imena, 
koja se mogu koristiti umesto njih. Ovakve simboli~ke konstante sre}u se i u 
programskim jezicima PASCAL (naredba const) i C (naredba #define). 
Simboli~ka konstanta u MATHEMATICA je deo globalnog okru`enja. 
 
Postoje slede}i tipovi brojeva: 
 

Integer  celi brojevi (integers) proizvoljne du`ine 
Rational racionalni brojevi oblika integer/integer u najmanjoj formi 

Real pribli`ni realni brojevi sa proizvoljnom specificiranom 
ta~no{}u 

Complex kompleksan broj oblika x+y I, gde su x i y realni brojevi 
 
Ono {to karakteri{e paket MATHEMATICA jeste mogu}nost rada sa velikim 
brojevima. 
 

Racionalni brojevi se zapisuju u obliku brojilac/menilac. 
 

Realni brojevi se mogu zapisati u fiksnom ili eksponencijalnom zapisu: 
a) fiksni oblik: ±celi.decimalni; 
b) eksponencijalni oblik: ±mantisa*baza^eksponent. 

 

Kompleksni (Complex) brojevi se zapisuju u obliku x+yI, gde je I 
imaginarna jedinica a x i y su proizvoljni realni brojevi. 
 

Primer. 
In[1]:= 3ê7  
Out[1]=

3
7  

In[2]:= 21ê7  
Out[2]=3 
In[3]:= 1+ 2 I  
Out[3]= 1+ 2   
 

Tako|e, mo`e se koristiti brojni sitem sa proizvoljnom osnovom. Zapis 
dekadnog broja n u bazi b dobija se funkcijom: 

BaseForm[n,b]. 
 

Primer. Vrednost izraza BaseForm[37,2] jeste binarni broj 100101. 
Brojna vrednost u proizvoljnoj bazi se mo`e zadati izrazom  

base^^digits, 
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u kome base predstavlja osnovu brojnog sistema, dok izraz digits sadr`i cifre 
u tom brojnom sistemu. 
Pribli`na vrednost broja se dobija primenom funkcije 

N[broj,broj_cifara] ili broj//N. 
Primer. 
2^^100101 
37  
BaseForm[37, 2] 
1001012  
(* Brojna vrednost prevedena iz osnove 16 u osnovu 10 *) 
16^^ffffaa00 
4294945280      
16^^fffaa2 + 16^^ff - 1 
16776096  
 

Poznate simboli~e konstante imaju svoja posebna, rezervisana imena: 
 

Pi π>3.14159 
E e>2.71828 
Degree π/180: faktor konverzije stepena u radijane 
I i= 1−  
Infinity • 

 
Pi ^ 2 //N 
9.869604401089358  
Sin[Pi/2] 
1  
Sin[20 Degree] //N 
0.3420201433256687 
Log[E ^ 5] 
5  
Log[2, 256] 
8  
 

Strukturni izrazi su dominantni u  MATHEMATICA. Me|utim mogu se 
koristiti i stringovi sa velikim brojem standardnih funkcija i za manipulaciju 
stringovima. Proizvoljni string se zadaje u obliku “text”. Kada se unosi 
string od strane korisnika, uvek mora da bude ogra|en navodnicima. 
Me|utim, kada MATHEMATICA prikazuje string, navodnici se ne prikazuju.   
"Ovo je string" 
Ovo je string  
Navodnici se mogu videti ako se zahteva ulazni oblik (InputFform) stringa. 
InputForm@%D  
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"Ovo je string" 
 
 
 

2.3. PROMENLJIVE 
 
Promenljive su veli~ine koje menjaju svoju vrednost u programu. Svaka 
promenljiva ima svoje simboli~ko ime. Promenljive se nazivaju simboli, i 
predstavljaju osnovne imenovane objekte u jeziku MATHEMATICA. Ime koje 
se koristi kao simbol mora da bude sekvenca slova i cifara, koja ne po~inje 
cifrom. Velika i mala slova se razlikuju. Vrednost simbola se defini{e 
naredbom 

promenljiva=izraz 
a bri{e naredbom  

promenljiva=. 
 

Specijalne dodele su analogne odgovaraju}im dodelama u jeziku C: 
 

i++,   i-- pove}anje (smanjenje) vrednosti promenljive i za 1 
++i,  --i pove}anje (smanjenje) vrednosti promenljive i za 1 
i+=di,  i- =di pove}anje (smanjenje) vrednosti promenljive i za di 
x*=c,  x/=c  mno`enje (deljenje) promenljive x sa c 

 
2.4. KOMENTARI I DOKUMENTOVANJE PROGRAMA 

 
Ponekad je zbog boljeg razumevanja programa potrebno koristiti razne 
komentare. Komentari se ome|uju znacima (* i *) i ubacuju bilo gde u tekst 
programa. Time se ~itljivost programa pove}ava. 
 
(* tekst *)  komentar koji mo`e da se na|e bilo gde u programu 

 

If@a> b, H∗onda∗L p, H∗inace∗LqD  
If@a > b, p, qD  
 

U principu bi trebalo dokumentovati sve funkcije koje se jednom defini{u da 
bi kasnije bile kori{}ene vi{e puta. Svakoj funkciji se mo`e dodeliti kratak 
tekst u kojem se opisuje {ta funkcija radi i kakve parametre o~ekuje. Ovakav 
opis se funkciji f dodeljuje kao vrednost simbola f::usage, a dobija se 
pomo}u naredbe ?f. 
 

f::usage="tekst" dodeljivanja opisa funkciji f 
?f  informacije o funkciji f 
??f  detaljnije informacije o funkciji f 
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f@x_D:= x^2  
f::usage= "f@xD kvadrira x" 
f@xD kvadrira x 
??f  
f@xD kvadrira x 
f@x_D := x2

3. TIPOVI PODATAKA 
 
MATHEMATICA spada u programske jezike sa slabim tipovima podataka. 
Sve promenljive koje nisu lokalne pripadaju globalnom okru`enju. Ni 
globalne ni lokalne promenl;jive nemaju eksplicitnu definiciju tipa. Osim 
toga, ista promenljiva se mo`e koristiti u veoma razli~itim kontekstima i 
mo`e da uzima vrednosti razli~itih tipova: 
a= 2 
2 
a= 8z, b, c<  
8z, b, c<  
a= 2.34 
2.34 
 

Kao i u LISPu, postoje dva osnovna tipa podataka: atomi i liste. Osnovni 
atomi~ni tipovi podataka su: simboli, celi brojevi, realni brojevi, racionalni 
brojevi, kompleksni brojevi i stringovi. Lista je ure|eni skup objekata, i 
omogu}uju da se razli~iti objekti grupi{u i da se nad njima izvr{avaju 
operacije. Liste su najmo}niji i najfleksibilniji tip podataka u 
MATHEMATICA. Koriste}i liste mogu se izvoditi operacije sa matricama i 
vektorima jednostavnim pozivom odgovaraju}e funkcije, a tako|e su 
ugra|ene i funkcije za izra~unavanje  determinante, inverzne  matrice, 
karakteristi~nih korena i vektora, itd. Mnoge kombinatorne funkcije ~ija 
primena u programskim jezicima zahteva izvestan trud i znanje, dobijaju se 
pozivom ugra|ene funkcije u MATHEMATICA.  Lista se mo`e definisati 
eksplicitnim navo|enjem svih elemenata ili definisanjem pravila kojima se 
odre|uju: 
 

{1,3,5,7} lista brojeva 
{x,x^2,x^3,aabba} lista je sastavljena od simboli~nih izraza 

 

Atomi~ni tipovi podataka su opisani slede}om tabelom: 
 

Symbol simbol ~ije se ime izdvaja koriste}i SymbolName 
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String string ~iji se karakteri izdvajaju funkcijom Characters 
Integer ceo broj ~ije se cifre izdvajaju koriste}i IntegerDigits 
Real realni broj ~ije se cifre izdvajaju koriste}i RealDigits. 

Rational 
racionalni broj ~iji se delovi izdvajaju funkcijama Numerator 
i Denominator 

Complex kompleksni broj ~iji se delovi izdvajaju pomo}u Re i Im 
 

Predikatske funkcije kojima se ispituje tip podataka navedene su u slede}oj 
tabeli: 
 

IntegerQ[expr] ispitati da li je expr ceo broj 
EvenQ[expr] test za paran broj 
OddQ[expr] test za neparan broj 
PrimeQ[expr] test za prost broj 
NumberQ[expr] test za broj bilo koje vrste 
NumericQ[expr] test za numeri~ku vrednost. 
PolynomialQ[expr,{x1,x2,...}
] 

test za polinom od x1,x2,... 

VectorQ[expr] test za listu koja predstavlja vektor 
MatrixQ[expr] test za listu koja predstavlja matricu 

 
Svi strukturni tipovi podataka imaju jednoobraznu strukturu , koja ima oblik 

Head[Arg1, ... ,Argn]. 
Eksplicitna deklaracija tipova se mo`e opciono primeniti jedino na formalne 
parametre funkcija. 
Q@x_D:= x^2+ 3 x  
Q@5D  
40 
Q@1.2D  
5.039999999999999 
R@x_IntegerD:= x^3− 2 x  
R@5D  
115 
R@1.3D  
R@1.3D  

3.1. FUNKCIJE ZA RAD SA NUMERI^KIM 
VREDNOSTIMA 

 
3.1.1. Ispitivanje tipa brojeva 
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Neke transformacije podataka zahtevaju da ti podaci budu odre|enih tipova. 
U takvim slu~ajevim se gre{ke mogu izbe}i prethodnim ispitivanjem tipova 
podataka pre primene takvih transformacija. 
 

NumberQ[x] testira da li je broj bilo kog tipa 
IntegerQ[x] testira da li je x ceo broj (integer) 

 

Vrednost izraza NumberQ[exp] je True u slu~ajevima kada je glava (Head) 
izraza exp jednaka Complex, Integer, Rational ili Real. 
Primer. 
NumberQ@3.76D  
True 
NumberQ@pD  
False 
Head@pD  
Symbol 
 

Vrednost izraza IntegerQ[exp] je True u slu~ajevima kada je glava izraza 
exp jednaka  Integer. Postoje i funkcije kojima se testiraju odre|ene osobine 
celih brojeva: 
 

EvenQ[x], testira da li je x neparan broj 
OddQ[x] testira da li je x paran broj 

 

Vrednost izraza EvenQ[exp] (OddQ[exp]) je True ukoliko je exp neparan 
(paran) ceo broj. 
 

PrimeQ[x], True ako je vrednost za x prost broj, ina~e False 
Positive[x] True ako je vrednost za x pozitivan broj 
Negative[x] True ako je vrednost za x negativan broj 

 
3.1.2. Konverzija izme|u razli~itih formi brojeva 

 

U slede}oj tabeli su date osnovne funkcije za konverziju numeri~kih 
vrednosti iz jednog oblika u drugi. 
 

N[x,n] konvertuje x u pribli`an realan broj sa najvi{e n 
cifara preciznosti 

Rationalize[x] racionalan broj koji predstavlja aproksimaciju za x 
Rationalize[x,dx
] 

racionalan broj koji predstavlja aproksimaciju za x 
sa tolerancijom dx 
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In[4]:= N@3ê7, 30D  
Out[4]= 0.428571428571428571428571428571 
In[5]:= N@%, 20D  
Out[5]= 0.42857142857142857143 
In[6]:= Rationalize@N@PiD, 10^−5D  

Out[6]=   
355
113  

In[7]:= Rationalize@N@PiD, 0D  

Out[7]=
  

245850922
78256779  

 
Tako|e, postoje i druge funkcije za konverziju numeri~kih podataka: 
 

Round[x] ceo broj [x] najbli`i x 
Floor[x] najve}i ceo broj  ne ve}i od x 
Ceiling[x] najmanji broj ne manji od x 
Sign[x] 1 za x>0, -1 za x<0,  i 0 za x=0 
Abs[x] apsolutna vrednost od x 

 

U slede}oj tabeli je ilustrovano dejstvo funkcija za konverziju razli~itih 
tipova brojeva. 

x Round[x] Floor[x] Ceiling[x] 
2.4 2 2 3 
2.5 2 2 3 
2.6 3 2 3 
-2.6 -3 -3 -2 

 

Cifre celog ili realnog broja mogu da se izdvoje u listu na vi{e na~ina: 
 

IntegerDigits[n] lista decimalnih cifara u celom broju n 
IntegerDigits[n,b] cifre broja n u bazi b 
RealDigits[x] lista svih cifara realnog broja x 
RealDigits[x,b] cifre realnog broja x u bazi b 

 

IntegerDigits@1234135634, 16D  
84, 9, 8, 15, 6, 10, 5, 2<  
RealDigits@123.1356342398476D  
881, 2, 3, 1, 3, 5, 6, 3, 4, 2, 3, 9, 8, 4, 7, 6<, 3<  
 

3.1.3. Funkcije za odre|ivanje numeri~ke preciznosti 
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MATHEMATICA omogu}ava rad sa proizvoljnim brojem decimala. Odre|ena 
preciznost u izra~unavanjima se mo`e zahtevati slede}im funkcijama: 
 

Precision[x] ukupan broj zna~ajnih cifara u broju x 
Accuracy[x] broj zna~ajnih cifara iza decimalne ta~ke u x 
N[exp] ili 
expr// 

izra~unava expr numeri~ki, koriste}i ma{insku ta~nost 

 

Funkcija Precision daje meru relativne gre{ke, dok se funkcijom Accuracy 
meri apsolutna gre{ka. Kada se koristi izraz N[expr,n], MATHEMATICA 
izra~unava vrednost izraza expr koriste}i brojeve sa n cifara preciznosti. 
Me|utim, to ne zna~i uvek da je ta~nost n cifara: ta~nost je pribli`na ili 
jednaka broju n. 
 

N@Pi^25, 30D  
2.68377941431776454900992812440×1012

 
Precision@%D  
30 

3.1.4. Numeri~ka izra~unavanja 
 

U MATHEMATICA se mogu koristiti uobi~ajene aritmeti~ke operacije, 
koriste}i prioritet prema standardnim matemati~kim konvencijama. Prioritet 
se mo`e promeniti upotrebom zagrada. MATHEMATICA mo`e da radi sa 
velikim brojevima. 
 

2.3+ 5.63  
7.93 
2.4ê8.9^2+ H3− 5L  
−1.969700795354122  
2^100  
1267650600228229401496703205376 
2^500  
327339060789614187001318969682759915221664204604306478948329136809613379640467455488327009

2325904157150886684127560071009217256545885393053328527589376  
452ê62  
226
31  

452.ê62  
7.290322580645161  
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Osnovne funkcije za rad sa kompleksnim brojevima date su u slede}oj 
tabeli:  

x+Iy  kompleksni broj x+Iy 
Re[z],    Im[z] realni i imaginarni deo od z 
Abs[z] apsolutna vrednost. 
Conjugate[z] konjugivano-kompleksan broj 
Arg[z] argument f takav da je z=|z|eif 

Sqrt@−4D  
2   
H4+ 3 ILêH2− IL  
1+ 2   
Arg@H4+ 3 ILêH2− ILD  
ArcTan@2D  

3.1.5. Pseudoslu~ajni brojevi 
Postoji ve}i broj standardnih funkcija kojima se mogu generisati 
pseudoslu~ajni brojevi razli~itih tipova i u razli~itim opsezima. 

 

Random[ ]  pseudoslu~ajni broj izme|u 0 i 1 

Random[Real, xmax] 
pseudoslu~ajni realni broj izme|u 0 
i xmax 

Random[Real, {xmin, xmax}] 
pseudoslu~ajni realni broj izme|u 
xmin i xmax 

Random[Real, {xmin, 
xmax},Precision] 

pseudoslu~ajni broj izme|u xmin i 
xmax sa ta~no{}u Precision 

Random[Complex] pseudoslu~ajni komleksan broj u 
jedini~nom krugu 

Random[Complex, {zmin, zmax}] 
pseudoslu~ajni kompleksni broj u 
pravougaoniku koji je definisan 
pomo}u zmin i zmax 

Random[Integer, {imin, imax}] 
pseudoslu~ajni ceo broj izme|u imin 
i  imax, inkluzivno 

 

Vrednost slede}eg izraza je pseudoslu~ajni broj izme|u 0 i 1: 
Random@D  
0.8511132434464095 
Pseudoslu~ajni veo broj iz intervala [-500,100] generi{e se na slede}i na~in: 
Random@Integer, 8−500, 100<D  
−433  
Pseudoslu~ajni realni broj iz intervala [1.1,22] sa 50 decimala preciznosti: 
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Random@Real, 81.1, 22<, 50D  
13.397676187040943496217274471227481457828872883412  
Pseudoslu~ajni kompleksni broj u pravougaoniku sa uglovima —10-10I i  
10+10I. 
Random@Complex, 8−10− 10 , 10+ 10 <D  
1.5448419530971371− 7.886986380193752   
 

SeedRandom[n
] 

resetovanje generatora pseudoslu~ajnih brojeva, 
koriste}i n kao generator 

SeedRandom[
] 

resetovanje generatora pseudoslu~ajnih brojeva, 
koriste}i vreme kao generator 

 

Posle naredbe SeedRandom dobija se ista sekvenca pseudoslu~ajnih brojeva: 
 

Table@Random@D, 84<D  
80.7865985779841621,0.8483394783354097,0.6128273120449554,0.39803759651651716<  
SeedRandom@5D  
Table@Random@D, 84<D  
80.7865985779841621,0.8483394783354097,0.6128273120449554,0.39803759651651716<  

 

3.1.6. Celobrojne funkcije iz teorije brojeva 
 
Postoji veliki broj standardnih funkcija za odre|ivanje maksimuma i 
miminuma, ostatka pri deljenju, celobrojnog dela koli~nika, ispitivanja da li 
je broj prost, i mnoge druge. Mogu se koristiti razli~iti brojni sistemi. 
 

Max[x1,x2,...]   
Max[{x1,x2,...}] maksimum za x1, x2,... 

Min[x1,x2,...]         
Min[{x1,x2,...}] minimum za x1, x2,... 

Mod[k,n] ostatak pri deljenju k sa n 
Quotient[m,n] celobrojni deo od m/n  
GCD[n1, n2,...] najve}i zajedni~ki delilac (NZD) za n1, n2,... 
LCM[n1, n2,...] najve}i zajedni~ki sadr`alac (NZS) za n1, n2,... 
IntegerDigits[n,b
] 

cifre broja n u bazi b 

FaktorInteger[n
] 

lista prostih faktoraza n i hjihovih eksponenata 

Dividors[n] lista celih brojeva koji dele n 
Prime[k] k-ti prost broj 
PrimePi[x] broj Pi(x) - kardinalni broj prostih brojeva manjih od x 
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PrimeQ[n] True ako je n prost, ina~e False 
 
 
 

Mod@17, 3D  
2 
Quotient@17, 3D  
5 
FactorInteger@24D  
882, 3<, 83, 1<<  
FactorInteger@11111111111111111111111111111111111111111D  
8883, 1<, 81231, 1<, 8538987, 1<, 8201763709900322803748657942361, 1<<  
PrimePi@10^9D  
50847534 
 

3.1.7. Kombinatorne funkcije 
 
Osnovne kombinatorne funkcije navedene su u slede}oj tabeli. 
 
n! Faktorijel  
n!! Dupli faktorijel  

Binominal[n,m] ( )n
m  

Multinominal[n1,n2,...] !...!
...)!(

21

21

nn
nn ++   

 

Binomial@n, 2D  
1
2
H−1 + nL n

 
Multinomial@6, 5D  
462 
 

Da li ste poku{ali da izra`unate 1000! u PASCALu ili C? Ko je poku{ao, 
shvati}e jednostavnost slede}eg izraza: 
1000!  
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4023872600770937735437024339230039857193748642107146325437999104299385123986290205920442084869694

048004799886101971960586316668729948085589013238296699445909974245040870737599188236277271887325

197795059509952761208749754624970436014182780946464962910563938874378864873371191810458257836478

499770124766328898359557354325131853239584630755574091142624174743493475534286465766116677973966

688202912073791438537195882498081268678383745597317461360853795345242215865932019280908782973084

313928444032812315586110369768013573042161687476096758713483120254785893207671691324484262361314

125087802080002616831510273418279777047846358681701643650241536913982812648102130927612448963599

287051149649754199093422215668325720808213331861168115536158365469840467089756029009505376164758

477284218896796462449451607653534081989013854424879849599533191017233555566021394503997362807501

378376153071277619268490343526252000158885351473316117021039681759215109077880193931781141945452

572238655414610628921879602238389714760885062768629671466746975629112340824392081601537808898939

645182632436716167621791689097799119037540312746222899880051954444142820121873617459926429565817

466283029555702990243241531816172104658320367869061172601587835207515162842255402651704833042261

439742869330616908979684825901254583271682264580665267699586526822728070757813918581788896522081

643483448259932660433676601769996128318607883861502794659551311565520360939881806121385586003014

356945272242063446317974605946825731037900840244324384656572450144028218852524709351906209290231

364932734975655139587205596542287497740114133469627154228458623773875382304838656889764619273838

149001407673104466402598994902222217659043399018860185665264850617997023561938970178600408118897

299183110211712298459016419210688843871218556461249607987229085192968193723886426148396573822911

231250241866493531439701374285319266498753372189406942814341185201580141233448280150513996942901

534830776445690990731524332782882698646027898643211390835062170950025973898635542771967428222487

575867657523442202075736305694988250879689281627538488633969099598262809561214509948717012445164

612603790293091208890869420285106401821543994571568059418727489980942547421735824010636774045957

417851608292301353580818400969963725242305608559037006242712434169090041536901059339838357779394

109700277534720000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000  
 Mo`e se izra~unati i 10000!  To ovde nije u~injeno zbog u{tede prostora. 

 
3.1.8. Transcedentne funkcije 

 
Pored transcendentnih funkcija poznatih u drugim programskim jezicima 
prepozna}ete i neke nove u slede}oj tabeli: 
 

Exp[z] ez. 
Log[z] log[z]. 
Log[b,z] logbz. 
Sin[z], Cos[z], Tan[z],  
Csc[z], Sec[z], Cot[z] 

trigonometrijske funkcije sa 
uglovima u radijanima 

ArcSin[z], ArcCos[z],  
ArcTan[z], ArcCsc[z], 

inverzne trigonometrijske funkcije 
(rezultat u radijanima) 
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ArcSec[z],   ArcCot[z] 
Sinh[z], Cosh[z], Tanh[z], 
Sech[z],Coth[z],Csch[z] hiperboli~ke funkcije 

ArcSinh[z], ArcCosh[z], 
ArcTanh[z], ArcSech[z], 
ArcCoth[z], ArcCsch[z] 

inverzne hiperboli~ke funkcije 

 

Sve funkcije iz tabele se mogu koristiti sa proizvoljnom ta~no{}u. 
Log@2, 1024D  
10 
N@Log@2D, 40D  
0.6931471805599453094172321214581765680755 
N@Log@2+ 8 IDD  
2.1097538525880535+ 1.3258176636680326   
Sin@Piê2D  
1 
N@Sin@30 DegreeDD  
0.5 
N@Pi, 50D  
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751 
 

3.2. FUNKCIJE ZA RAD SA STRINGOVIMA 
 
Funkcije navedene u slede}oj tabeli imaju analoge u proceduralnim 
programskim jezicima. 
 

"s1" <> " s2" <> …  
StringJoin["s1", " s2", … ]  
StringJoin["s1", " s2", … ] 

string dobijen konkatenacijom stringova 
“si” 

StringLength["string"] broj karaktera u stringu “string” 
StringReverse["string"] obrnut redosled karaktera u “string” 

StringTake["string", n] 
string koji sadr`i prvih n karaktera u 
“string” 

StringTake["string", -n] string koji sadr`i poslednjih n karaktera u 
“string” 

StringTake["string", {n}] n-ti karakter u “string” 
StringTake["string", {m, 
n}] 

karakteri od pozicija m do n u “string” 

StringDrop["string", n] izostavlja prvih n karaktera iz “string”  
StringDrop["string", -n] izostavlja poslednjih n karaktera iz “string” 
StringDrop["string", {n}] izostavlja  n-ti karakter iz “string” 
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StringDrop["string", {m, 
n}] 

izostavlja  karaktere od pozicije m do 
pozicije n iz “string” 

StringInsert["string",  
                      "snew", n] 

string “snew” se insertuje u poziciji n 
stringa “string”  

StringInsert["string",  
                        "snew", -n]  

string snew se insertuje u poziciji n s kraja 
stringa “string” 

StringInsert["string", 
"snew", {n1,n2,…}]  

insertuje kopiju “snew” u svakoj od 
pozicija ni 

StringPosition["string",  
                            "sub"] 

lista koja sadr`i po~etnu i startnu poziciju 
u kojima se “sub” pojavljuje u “string”  

StringPosition["string",  
                         "sub", k]  

ukjlu~uje  samo prvih k pozicija stringa 
“sub” 

StringPosition["string",    
            {"sub1", "sub2",… }] pozicije stringova “subi” 

 
Primer. 
"You can join one string "<> "with another."  
You can join one string with another. 
StringJoin@"You can join one string ", "with another."D  
You can join one string with another. 
StringPosition@"Pojavljivanja znaka t u recenici.", "v"D  
885, 5<, 89, 9<<  
StringInsert@"Ovo je string.", "novi ", 8D  
Ovo je novi string.  
StringReplacePart@"qrstuvwxyz", "AA", 83, 6<D  
qrAAwxyz  
 

3.3. FUNKCIJE ZA RAD SA LISTAMA 
 
Svaka kolekcija izraza naziva se lista. Elementi liste se pi{u izme|u zagrada 
{ i }. Sve funkcije za rad sa listama mogu se svrstati u dve grupe: funkcije 
koje izdvajaju delove liste kao i funkcije koje se koriste za izgradnju novih 
listi iz postoje}ih. 
 

3.3.1. Izdvajanje delova liste 
 
Kao i u LISPu, svaka lista poseduje glavu i rep (ostatak). 
 

First[lista]  prvi element liste  
Rest[list] ostatak liste 
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Tako|e, postoje standardne funkcije za pristup odre|enim elementima liste: 
 

Last[lista] poslednji element liste 
Part[lista,n] ili 
lista[[n]] n-ti element liste 

Part[lista,-n] ili lista[[-
n]] n-ti element liste, gledano od kraja 

Part[lista, {n1,n2,...}] ili 
lista[[n1,n2,...]] 

lista elemenata koji se nalaze u pozicijama 
n1, n2, ...  u polaznoj listi 

 

t= 810, 20, 30, 40, 50<  
810, 20, 30, 40, 50<  
First@tD  
10 
Last@tD  
50 
Part@t, 83, 4<D  
830, 40<  
 

Elementima matrice se mo~e pristupiti na vi{e na~ina: 
 

m[[i,j]] (i,j)-ti element matrice m 
m[[{i1,... 
,ir},{j1,...,js}]]  

r×s submatrica matrice m sa elementima koji se 
nalaze u preseku vrsta i1,...,ir i kolona j1,...,js 

 

Postoje i funkcije za izdvajanje ili uklanjanje odre|enih delova u listi: 
 

Take[lista,n] izdvajanje prvih n elemenata u listi 
Take[lista,-n] izdvajanje poslednjih n elemenata iz liste 
Take[list,{m,n}] izdvajanje elemenata m do n (uklju~uju}i m i n) 
Drop[list,n] lista bez svojih prvih n elemenata 
Drop[list,-n] lista bez svojih poslednjih n elemenata 
Drop[list,{m,n}] lista sa izba~enim elementima od pozicije m do n 

 

3.3.2. Konstrukcija novih  listi iz postoje}ih 
 
Listama se mogu dodavati elementi na proizvoljnom mestu od po~etka ili od 
kraja liste. Tako|e, listama se mogu uklanjati odre|eni elementi. 
 

Prepend[lista,elem] dodavanje elem na po~etak liste lista 
Append[lista,elem] dodavanje elem na kraj liste lista 
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Insert[lista,elem,i] umetanje elem na i-to mesto liste 
Insert[lista,elem,-i] umetanje elem na i-to mesto od kraja liste 
Insert[lista,elem,{i,j,...}
] umetanje na {i,j,...}-to mesto u listi 

Delete[lista,i] uklanjanje elementa sa i-tog mesta u listi 

Delete[lista,-i] uklanjanje elementa sa i-tog mesta gledano od 
kraja liste 

Delete[lista,{i,j,...}] uklanjanje elementa sa {i,j,...}-te pozicije u listi 

l= 8a, b, c, d<  
88x, x2, x3, aba<, b, c, d<  
Prepend@l, xD  
8x, 8x, x2, x3, aba<, b, c, d<  
a 
8x, x2, x3, aba<  
Take@l, 3D  
88x, x2, x3, aba<, b, c<  
Take@l, −3D  
8b, c, d<  
Take@l, 82, 5<D  
Take::take :  Cannot take positions 2 through 5 in 99x, x2, x3, aba=, b, c, d=.  
Take@88x, x2, x3, aba<, b, c, d<, 82, 5<D  
Take@l, 82, 4<D  
8b, c, d<  
Take@l, 80, 4<D  
8<  
Take@l, 81, 4<D  
88x, x2, x3, aba<, b, c, d<  
Rest@tD  
820, 30, 40, 50<  
Drop@l, 3D  
8d<  
Drop@l, 83, 3<D  
88x, x2, x3, aba<, b, d<  
t= 88a, b, c<, 8d, e, f<<  
888x, x2, x3, aba<, b, c<, 8d, e, f<<  
a=.  
t= 88a, b, c<, 8d, e, f<<  
88a, b, c<, 8d, e, f<<  
t@@1DD  
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8a, b, c<  
t@@1, 2DD  
b 
t@1, 2D  
88a, b, c<, 8d, e, f<<@1, 2D  
t@@82, 2, 1<DD  
88d, e, f<, 8d, e, f<, 8a, b, c<<  
 

Element elem, koji predstavlja argument funkcija u prethodnoj tabeli, mo`e 
biti nova lista: 
Append@8a, b, c<, 8a, c, d<D  
8a, b, c, 8a, c, d<<  
 

ReplacePart[lista, elem, i] 
Zameniti element u poziciji i sa 
elem 

ReplacePart[lista, elem, -i] 
Zameniti i-ti element sa kraja liste 
sa elem 

ReplacePart[lista, elem, {i, j, ...}] Zameniti lista[[i, j, ...]] sa elem 
ReplacePart[lista, elem, {i1, j1,...}, 
                                          {i2,j2,...}, 
...] 

Zameniti sve delove 
lista[[ik,,jk,,...]] vredno{}u elem. 

 

ReplacePart@8a, b, c, d<, x, 3D  
8a, b, x, d<  
ReplacePart@8a, b, c, d<, x, 881<, 84<<D  
8x, b, c, x<  
ReplacePart@881, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<, X, 82, 2<D  
881, 0, 0<, 80, X, 0<, 80, 0, 1<<  
 

Sort[lista] Sortiranje elemenata liste 
Reverse[lista] Invertovanje liste  
RotateLeft[lista, n] Rotiranje ulevo za n mesta 
RotateRight[lista, n] Rotiranje udesno za n mesta 
RotateLeft[lista] Rotacija za jedno mesto ulevo 
RotateRight[lista] Rotacija za jedno mesto udesno 

 

Liste se mogu posmatrati i kao skupovi: 
 

Union[lista] Sortiranje elemenata liste uklanjaju}i duplikate 
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3.3.3. Kombinatorne operacije 
Funkcijom Permutrations[l] generi{e se lista koja sadr`i sve permutacije 
elemenata koji su sadr`ani u l. 
 

Permutations[{a, b, c}] Sva mogu}a ure|enja liste 
OrderedQ[lista] True ako su elementi liste ure|eni 

 
Permutations@8a, b, c<D  
88a, b, c<, 8a, c, b<, 8b, a, c<, 8b, c, a<, 8c, a, b<, 8c, b, a<<  
 

3.3.4. Matemati~ke operacije sa listama 
 
Aritmeti~ke funkcije mogu imati za svoj argument listu. U tom slu~aju se 
one primenjuju na svaki element te liste. 
 

Apply[Plus, lista]    ili    Plus @@ lista Sabrati sve elemente liste 
Apply[Times, lista] ili   Times @@ lista Mno`enje svih elemenata u listi 

Apply@Plus, 8a, b, c, d<D  
a+ b + c +d  
Apply@Plus, 881, 2, 3<, 83, 2, 1<<D  
84, 4, 4<  

 

4. UPRAVLJA^KE STRUKTURE 
 
Prilikom re{avanja nekih problema, potrebno je ponavljanje niza naredbi, ili 
prelazak na odre|eno mesto u programu u zavisnosti od izvesnih 
parametara. Drugim re~ima, potrebna je kontrola nad tokom izvr{avanja 
programa. Osnovni mehanizmi kontrole toka izvr{avanja programa, koje 
imaju skoro svi programski jezici, jesu petlje, grananja i skokovi. Pored 
navedenih, MATHEMATICA ima jo{ neke upravlja~ke strukture koje 
olak{avaju pisanje raznovrsnih, jednostavnih i efikasnih programa. 
 

4.1. SEKVENCA NAREDBI I BLOK 
 
Kao {to je re~eno, u sekvenci naredbi (proceduri) se naredbe me|usobno 
odvajaju znakom ‘;’ i izvr{avaju jedna za drugom u redosledu u kome su 
napisane. Rezultat takve sekvence naredbi je rezultat izvr{enja poslednje 
naredbe u sekvenci. Ukoliko iza poslednje naredbe stoji znak ;  rezultat 
sekvence naredbi je NULL, i ne prikazuje se. 
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expr1,  expr2 ,... izvr{iti nazna~ene operacije, i vratiti rezultat poslednje 
expr1, expr2 ,...; izvr{iti nazna~ene operacije, ali bez rezultata 

 
x = 4; y = 6; z = y + 6 
12  
 

Znak ; na kraju ulazne linije signalizira da se rezultat ne prikazuje:  
x = 67 - 5 ; 
 
Me|utim, i dalje se mo`e koristiti % da se dobije rezultat koji nije prikazan:  
% 
62  
 

Razlika u odnosu na proceduralne programske jezike se sastoji u tome da 
sekvenca naredbi ne mora da se pi{e izme|u zagrada kakve su na primer 
begin i end u PASCALu ili zagrade { i } u jeziku C. To je posledica ~injenice 
da se svi izrazi u MATHEMATICA tretiraju na jedinstven na~in, u obliku 
Head[arg1,arg2,...]. Takvu strukturu imaju i naredbe za grananje u programu, 
naredbe za definisanje ciklusa kao i deklaracija potprograma. 
 

4.2. RELACIONI I LOGI^KI OPERATORI 
 
Relacioni izrazi se koriste za upore|ivanje vrednosti dva objekta. Kao 
rezultat primene ovih operatota, dobija se logi~ka vrednost True ako je 
upore|ivanje ta~no, odnosno False, ako je upore|ivanje neta~no. Relacijski 
operatori su identi~ni kao u jeziku C: 
 

x==y  ili  Equal[x,y] jednakost 
x=y=z jednakost vi{e izraza 
x!=y razli~itost  
x!=y!=z nejednakost vi{e izraza 
x>y ve}e  
x>y>z strogo opadaju}i izrazi 
x<y  manje 
x<y<z strogo rastu}i izrazi 
x>=y ve}e ili jednako  
x<=y manje ili jednako 

 

x= 4 
4 
x 6 
False 
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x 4 
True  
 

Ovakva testiranja uklju~uju samo brojeve, i uvek daju rezultat tipa True ili 
False. Me|utim, mogu se testirati i simboli~ki izrazi: 
var 2 
var == 2  
U ovom slu~aju, rezultat nije definisan sve dok simbol var ne dobije 
odre|enu vrednost. 
 

Postoje i komplikovaniji relacioni izrazi. 
 

TrueQ[expr] True ako je expr=True ina~e False  

lhs===rhs ili SameQ[lhs, rhs] 
True ako su lhs i rhs identi~ni, ina~e 
False  

lhs=!=rhs ili UnsameQ[lhs, rhs] True ako lhs i rhs nisu identi~ni  
MatchQ[expr, form] True ako se {ablon form sla`e sa expr 

 

Relacioni operator === se koristi za ispitivanje strukture izraza, za razliku 
od relacionog operatora  == koji se koristi za ispitivanje matemati~ke 
jednakosti.  
x y 
x == y                         
(*Izraz ostaje kao simboli~ka jedna~ina*) 
TrueQ@x yD  
False 
 (* TrueQ podrazumeva da je svaki izraz False, osim ako se manifestuje kao True*) 
x y 
x == y 
TrueQ@x yD  
False 
x=== y 
False 
(*Za razliku od ==, funkcija === uvek vra}a True ili False*) 
Head@a+ b+ cD  
Plus 
Head@a+ b+ cD === Times  
False 
(*Funkcija === ispituje strukturu izraza *) 
Head@a+ b+ cD Times  
Plus == Times  
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(*Funkcija == daje manje koristan rezultat*) 
 

^esto se koriste razli~ite kombinacije kondicionala pomo}u standardnih logi~kih 
operatora. Oni su poznati iz jezika C: 
 

expr1 && expr2 &&... 
evaluacija izraza expri, dok jedan od njih ne bude 
False, {to je rezultat; ako  su svi izrazi expri jednaki 
True, i rezultat je True 

expr1 || expr2 || ... 
evaluacija izraza expri, sve dok jedan od njih ne 
bude True, i ta vrednost je rezultat. Ina~e, rezultat je 
False 

!p negacija izraza p 
Xor[p,q,...] ekskluzivna disjunkcija 

 

t=.  
t@x_D:= Hx≠ 0 && 1êx < 3L  
t@2D  
True  
 

4.3. USLOVNI IZRAZI 
 
MATHEMATICA obezbe|uje razli~ite na~ine za definisanje uslovnih izraza, 
koji specificiraju parcijalne izraze koji se evaluiraju ako su odre|eni uslovi 
ispunjeni. U MATHEMATICA se uslovni izrazi  If-Then i If-Then-Else 
predstavljaju pozive funkcija. 
 

If[test,  
thengrana] 

Izvr{avaju se izrazi u thengrana ako test ima 
vrednost True 

If[test,thengrana, 
               
elsegrana] 

izvr{ava se thengrana ako test ima vrednost True, 
ina~e  se izvr{ava elsegrana 

 

x= 7 
7 
If@x< 10, b= 0, b= 20D  
0 
b 
0 
If@7, a= 0, a= 20D  
If@7, a = 0, a = 20D  
a 
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a 
 
If@7> 8, x, yD  
y  
y  
 

Tako|e, jednu vrstu uslovnih izraza ~ine izrazi slede}eg tipa, koji 
omogu}avaju da se definicija koristi samo ako je odre|en uslov ispunjen: 
 

lhs:=rhs/; test koristi definiciju samo ako test evaluira u True 
 

Pojedina~ne definicije funkcija koje u svojoj desnoj strani sadr`e naredbe 
uslovnog prelaska mogu se zameniti sa nekoliko definicija, od kojih je 
svaka kontolisana odgovaraju}im uslovom /;test. 

Na primer, u slede}em izrazu je definisana funkcija f[x]={ 
0,1

0,1
>
≤−

x
x  

 

f[x_]:=If[x>0, 1, -1] 
 

Ekvivalentna sa funkcijom f je slede}a funkcija g: 
g[x_]:=1/; x>0             (* Pozitivni deo funkcije f *) 
g[x_]:=-1/; x<=0          (*Negativni deo funkcije f *) 
?g 
Global'g 
g[x_]:=1/; x>0 
g[x_]:=-1/; x<=0 
 

Va`an detalj simboli~kog izra~unavanja u MATHEMATICA je da uslovni 
izrazi mogu da produkuju rezultate koji su razli~iti i od True i od False. U 
slu~aju da test u If izrazima produkuje rezultat koji nije ni True, ni False, 
tada ovi izrazi ostaju ne evaluirani. 
If @x == y, a, bD  
If@x == y, a, bD  
 

Mo`e se dodati ~etvrti argument naredbi If, koji se koristi ako test produkuje 
rezultat koji nije ni True ni False.  

If[test, thengrana, elsegrana, default] 
Ovakav izraz je jedna forma naredbe If koja uklju~uje izraz default, koji se 
koristi ako test nije ni True ni False. 
If@x y, a, b, cD  
c  
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Funkcija If dozvoljava izbor izme|u dve alternative. Me|utim, ~esto je 
potrebno da se testira ve}i broj uslova. To se mo`e u~initi pomo}u ve}eg 
broja umetnutih If funkcija. Mnogo je efikasnije da se to uradi funkcijama 
Which i Switch.  
 

Which[test1, value1,  
            test2, value2, ...] 

evaluira se redom test1,test2,... pri ~emu je 
rezultat vrednost asocirana sa prvim testi koji 
je True 

Switch[expr,form1, 
value1,  
         form2, value2, ...] 

upore|uje se expr sa svakim od izraza 
form1,,..., a rezultat je vrednost izraza valuei, 
koji je asociran sa prvim izrazom formi koji se 
sla`e sa expr 

Switch[expr,form1,value1, 
      form2, value2,..., def] 

koristi se def kao vrednost koja se vra}a ako 
se nijedan od izraza formi ne sla`e sa expr 

 

U poslednjoj tabeli svaki od izraza value1,value2,... predstavlja jedan izraz ili 
sekvencu izraza koji su razdvojeni znakom ;. 
Na primer, izrazom: 
h@x_D := Which@x < 0, x^2, x > 5, x^3, True, 0D  
definisana je funkcija h sa tri grane. Tre}a grana je uvek ispunjena ako nisu 
prethodne dve. 
h@−5D  
25                                (*Koristi se prvi slu~aj u Which*) 
h@2D  
0                                               (*Koristi se tre}i slu~aj*) 
residue@x_D:= Switch@Mod@x, 3D, 0, a, 1, b, 2, cD  
(*Rezultat zavisi od ostatka pri deljenju argumenta sa 3*) 
residue@7D  
b                                             (*Mod[7,3]=1, pa se koristi drugi slu~aj*) 
Switch@17, 0, a, 1, b, _, gD  
g                                                            (*17 se ne sla`e sa 1, ali se sla`e sa _*) 
res@x_D:= Switch@Mod@x,3D,0,Print@"Ostatak je 0 "D; a, 1,Print@"Ostatak je 1 "D;b,

2,Print@"Ostatak je 2 "D; cD  
res@17D  
Ostatak je 2  
c  

4.4. CIKLUSI 
 

U MATHEMATICA postoje upravlja~ke strukture kojima se defini{e 
vi{estruko ponavljanje odre|ene sekvence naredbi. Kao i u ostalim 
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savremenim programskim jezicima postoje naredbe za definisanje petlji sa 
unapred zadatim brojem izvr{enja tela petlje. To su tzv. broja~ke petlje, kod 
kojih postoji broja~ kojim se upravlja izvr{enjem petlje. Tako|e, postoje 
pre-test i post-test petlje kojima se defini{u iterativni programski ciklusi. 
 

4.4.1. Do ciklusi 
 

Do ciklusi se koriste za definisanje broja~kih programskih ciklusa. Razli~ite 
varijante ovih ciklusa prikazane su u slede}oj tabeli. 
 

Do[expr, {i, imax}] 
evaluirati expr za espektivno, pri ~emu i 
uzima vrednosti iz skupa {1, ..., imax} 

Do[expr,{i, imin, imax, 
di}] 

evaluirati expr sa vrednostima i od imin do 
imax sa korakom di 

Do[expr, {n}] evaluacija izraza expr n puta 
 
Do@Print@i^2D, 8i, 4<D  
1 
4 
9 
16 
(* Evaluira Print[i^2] sa vrednostima za i od 1 do 4 *) 
t= x; Do@t = 1êH1+ ktL, 8k, 2, 6, 2<D; t  

1

1 + 6
1+ 4

1+2x  
 
Mo`e se postaviti vi{e ugnje`denih ciklusa pomo}u sekvence iteracija. 
Do@Print@8i, j<D, 8i, 4<, 8j, i− 1<D  
82, 1<  
83, 1<  
83, 2<  
84, 1<  
84, 2<  
84, 3<  
 (*Dvostruki ciklus za i=1,4,    j=1, i-1*) 
 

Ponekad je potrebno da se odre|ena operacija ponovi odre|eni broj puta, 
bez promene vrednosti neke iterativne promenljive. 
t= x; Do@t = 1êH1+ tL, 83<D; t  
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1

1 + 1
1+ 1

1+x  
t= 67; Do@Print@tD; t= Floor@tê12D, 83<D  
67 
5 
0  
 

Suma prvih 1000 prirodnih brojeva se mo`e izra~unati na slede}i na~in: 
 
sum = 0; 
Do@sum += i, 8i, 1000<D;  
sum  
500500 
 

4.4.2. While i For ciklusi 
 
Pored Do petlje, MATHEMATICA ima petlje For i While, koje podse}aju na 
istoimene petlje u programskim jezicima PASCAL i C. Za razliku od Do 
petlje koja se uvek izvr{ava zadati broj puta, broj izvr{avanja petlji For i 
While je odre|en nekim izlaznim kriterijumom. Ta~nije, te petlje se 
izvr{avaju samo dok odre|eni uslov ima vrednost True. 
 

While[test,body] izvr{ava body sve dok je test=True 
 

While petlja je pogodna kada se ne zna koliko je puta potrebno ponoviti 
odre|ene operacije. 
n= 17; While@n ≠ 0, Print@nD; n= Floor@nê2DD  
17 
8 
4 
2 
1 
t= 8MATHEMATICA, Pi, 15<; While@t ≠ 8<, Print@First@tDD; t = Rest@tDD  
MATHEMATICA 
π  
15  
U nekim slu~ajevima je potrebna ve}a kontrola nad izvr{avanjem programa. 
U tim slu~ajevima se koristi fleksibilnija, ali i komplikovanija For petlja. 
 

For[start,test, incr, 
body] 

izvr{ava start, zatim respektivno evaluira body i  
incr sve dok test ne postane False 
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U slu~aju izraza For[start, test, incr] izvr{ava se ciklus sa praznim telom.  
Sve do evaluacije izraza Return[expr] ili Throw[expr], finalna vrednost For 
ciklusa je Null.  
 

Primer. 
f@xD  
x2

 
For@tot= 0; i = 0, i < 3, i++, tot += f@iDD  
tot 
5  
Napomenimo da su uloge znakova , i ; obrnute u odnosu na programski 
jezik C. 
For@i= 1, i< 4, i++, Print@iDD  
1 
2 
3  
For@i= 1;t = x, i^2< 10, i++, t= t^2+ i; Print@tDD  
1+ x2

 
2+ H1 + x2L2

 
3+ I2 + H1 +x2L2M2

 
U While i For ciklusima se uslovni izraz test kojim se prekida ciklus, 
evaluira pre evaluacije tela ciklusa. Telo ciklusa se izvr{ava sve dok je 
vrednost izraza test jednaka True. 
 

4.4.3. Kontrola petlji 
 
Ponekad je potrebno presko~iti neki korak u petlji, ili ~ak iza}i iz petlje pre 
nego {to se ona zavr{i. MATHEMATICA ima dve funkcije koje slu`e takve 
intervencije. Naredbom Break[] u telu ciklusa, koji je ozna~en sa body, 
zavr{ava se izvr{enje For ciklusa. Naredba Continue[] zavr{ava evaluaciju 
tela body, i nastavlja ciklus evaluacijom izraza incr.  
 

Break[ ] izlazak iz petlje 
Continue[ ] prelazak na slede}i korak u petlji 

 

Do@Print@iD; If@i == 3, Break@DD, 8i, 10<D  
1 
2 
3 
For@i= 1, i< 5, i++, If@i == 3, Continue@DD; Print@iDD  
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1 
2 
4  

 

4.5. POSEBNE VRSTE CIKLUSA 
 

Pored opisanih tipova ciklusa koje poseduje ve}ina savremenih programskih 
jezika, MATHEMATICA poseduje specifi~ne funkcije za realizaciju broja~kih 
i iterativnih programskih ciklusa. 
 

Nest[f, expr, n] primenjuje n puta funkciju f na expr 
FixedPoint[f, 
expr] 

po~inje sa expr i primenjuje funkciju f sve dok se 
rezultat ne menja vi{e 

FixedPoint[f, expr, 
SameTestcomp
] 

zaustavlja se kada je funkcija comp primenjena na 
dva susedna rezultata daje True 

 

Ciklusi definisani funkcijom Nest su broja~ki, dok se funkcijom FixedPoint 
defini{u iterativni programski ciklusi. 
Nest@f, x, 3D  
f@f@f@xDDD  
Nest@Function@t, 1êH1+ tLD, x, 3D  

1

1 + 1
1+ 1

1+x  
FixedPoint@Function@z, Print@zD; Floor@zê2DD, 67D  
67 
33 
16 
8 
4 
2 
1 
0 
0  
 

4.6. BEZUSLOVNI SKOK 
 
Pomo}u funkcija Label i Goto se mo`e izvr{iti bezuslovni skok na odre|eno 
mesto u proceduri. Kada se  funkcija Label navede u proceduri, funkcijom 
Goto se izvr{avanje programa nastavlja po~ev{i od elementa ozna~enog sa 
Label. 
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Label[ime] oznaka za funkciju Goto 

Goto[ime] 
prelazi na funkciju Label[ime] u trenutno aktivnoj 
proceduri 

 

Funkcija Goto se mo`e koristiti samo kada se u istoj proceduri nalazi i 
odgovaraju}a funkcija Label. U op{tem slu~aju treba izbegavati upotrebu 
Goto, jer ona naru{ava strukturu programa, pa su pra}enje izvr{avanja i 
kasnije modifikacije time ote`ani.  
Ht= 5; Label@startD; Print@tD; t −= 2; If@t> 0, Goto@startDDL  
5 
3 
1  
 

4.7. IZLAZAK IZ FUNKCIJE SA VRA]ANJEM 
VREDNOSTI 

 
Funkcija Return[izraz] vra}a izraz kao rezultat teku}e funkcije, i zatim 
izlazi iz nje. Upotrebom te funkcije se pojednostavljuje pisanje korisni~kih 
funkcija, jer rezultat funkcije ne mora uvek biti poslednji izraz. 
 

Return[izraz
] 

vra}a vrednost izraza izraz kao rezultat teku}e funkcije 

 

f@k_D:=

Module@8z<,
z= 4− k;
If@z< 0, Return@minusDD;
Table@a, 8z<D

D  
General::spell1 :  

Possible spelling error: new symbol name "minus" is similar to existing symbol "Minus". 
f@1D  
8a, a, a<  
f@7D  
minus 
 
Funkcija Return se mo`e koristiti i za izlazak iz petlje. Ako MATHEMATICA 
nai|e na izraz oblika Return[izraz] u toku izvr{avanja petlje, ta petlja }e se 
prekinuti, a njen rezultat }e biti izraz. 
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Do@Print@iD;
If@i 2, Return@izlazDD, 8i, 6<

D  
1 
2 
 

4.8. NE-LOKALNI POVRATAK I OBRADA GRE[KE 
 
Nekada se javlja potreba da se u jednom trenutku iza|e iz vi{e petlji ili 
funkcija o|ednom, te da se odre|eni izraz vrati kao kona~ni rezultat neke 
korisni~ke funkcije. Izlaz iz ve}eg broja ugnje`denih ciklusa ili vi{e funkcija  
naziva se ne-lokalni povratak. MATHEMATICA podr`ava takvu vrstu 
povratka pomo}u funkcija Throw i Catch. 
 

Catch[proc] prima vrednost funkcije Throw iz procedure proc, ako 
takva postoji 

Throw[izraz
] 

{alje izraz nadre|enoj funkciji Catch 

 

h@x_D:= If@x> 10, Throw@greskaD, x!D  
Catch@Sqrt@1+ h@12DDD  
greska 
Catch@4+ h@4DD  
28 
Clear@hD  
h@x_D:= If@x> 10, greska, x!D  
Catch@Sqrt@1+ h@12DDD  è1+ greska  
 

4.9. PRA]ENJE IZRA^UNAVANJA 
 
Standardni tok u kojem MATHEMATICA radi je da izraz koji predstavlja ulaz 
izra~unava i izdaje krajnji rezlutat, ali nekada je potrebno pratiti i sve 
me|ukorake koji se de{avaju izme|u. To nam na razli~ite na~ine 
omogu}avaju slede}e funkcije: 
 

Trace[expr] generi{e listu svih izra~unavanja. 
Trace[expr, 
form] 

uklju~uje samo izra~unavanja koja odgovaraju obliku 
form 

 

Trace@1+ 1D  
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81+ 1, 2<  
Trace@3+ 2D  
83+ 2, 5<  
Trace@2^3+ 4D  
8823, 8<, 8 + 4, 12<  
Trace@2^3+ 4^2+ 1D  
8823, 8<, 842, 16<, 8 + 16 + 1, 25<  
fac@n_D:= fac@n− 1D; fac@1D = 1  
1 
Trace@fac@3DD  
8fac@3D, fac@3 −1D, 83− 1, 2<, fac@2D, fac@2 −1D, 82− 1, 1<, fac@1D, 1<  
Trace@fac@3D, fac@n_DD  
8fac@3D, fac@3 −1D, fac@2D, fac@2 −1D, fac@1D<  
Trace@fac@10D, fac@n_ê; n> 5DD  
8fac@10D,fac@10−1D, fac@9D,fac@9−1D, fac@8D,fac@8−1D, fac@7D,fac@7−1D, fac@6D< 
fib@n_D:= fib@n− 1D + fib@n− 2D  
fib@0D = fib@1D = 1 
1 
(* Izve{taj o argumentima funkcije fib koji su kori{}eni u evaluaciji fib[5] 
*) 
Trace@fib@5D, fib@n_D→ nD  
85, 84, 83, 82, 81<, 80<<, 81<<, 82, 81<, 80<<<, 83, 82, 81<, 80<<, 81<<<  
(* Prikazati sve pojave fib u evaluaciji fib[3] *) 
Trace@fib@3D, fib@_DD  
8fib@3D, 8fib@2D, 8fib@1D<, 8fib@0D<<, 8fib@1D<<  
 

Trace[expr, f[___]] prikazuje sve pozive funkcije f 
Trace[expr, i=_] prikazuje dodeljivanja vrednosti simbolu  i 
Trace[expr, _=_] prikazuje sve vrednosti 
Trace[expr, 
Message[___]] prikazuje sve generisane poruke 

Trace[expr, f] 
prikazuje sva izra~unavanja koja koriste 
pravila transformacije vezane za simbol f 

Trace[expr, f/g] prikazuje izra~unavanja koja koriste ili f ili g 
 
Trace@fac@6D, fac@_DD  
8fac@6D, fac@6 −1D, fac@5D, fac@5 −1D, fac@4D,
fac@4− 1D, fac@3D, fac@3− 1D, fac@2D, fac@2− 1D, fac@1D<  

fp@n_D:= fp@n− 1D ê;n > 1  
?fp  
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Global`fp 
fp@n_D := fp@n− 1D ê; n > 1
fp@6D  
fp@1D  
Trace@fp@6DD  
8fp@6D,886>1,True<,RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@6−1DDD,TrueD,

$ConditionHold@$ConditionHold@fp@6−1DDD<,fp@6−1D,86−1,5<,fp@5D,
885>1,True<,RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@5−1DDD,TrueD,
$ConditionHold@$ConditionHold@fp@5−1DDD<,fp@5−1D,85−1,4<,fp@4D,
884>1,True<,RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@4−1DDD,TrueD,
$ConditionHold@$ConditionHold@fp@4−1DDD<,fp@4−1D,84−1,3<,fp@3D,
883>1,True<,RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@3−1DDD,TrueD,
$ConditionHold@$ConditionHold@fp@3−1DDD<,fp@3−1D,83−1,2<,fp@2D,
882>1,True<,RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@2−1DDD,TrueD,
$ConditionHold@$ConditionHold@fp@2−1DDD<,fp@2−1D,82−1,1<,fp@1D,881>1, False<,
RuleCondition@$ConditionHold@$ConditionHold@fp@1−1DDD,FalseD, Fail<,fp@1D<  

Trace@fac@10D, fac@n_ê; n> 5DD  
8fac@10D,fac@10−1D, fac@9D,fac@9−1D, fac@8D,fac@8−1D, fac@7D,fac@7−1D, fac@6D< 
Trace@fp@6D, fp@_DD  
8fp@6D,fp@6−1D,fp@5D,fp@5−1D,fp@4D,fp@4−1D,fp@3D,fp@3−1D,fp@2D,fp@2−1D,fp@1D< 
log@x_∗ y_D:= log@xD + log@yD  
Trace@log@ab∗ cdDD  
8log@ab cdD, log@abD +log@cdD<  
Trace@log@ab∗ cdD, logD  
8log@ab cdD, log@abD +log@cdD<  
 

Mogu se koristiti komplikovaniji na~ini za pra}enje evaluacije: 
 

Trace[expr, lhs->rhs] 
nalazi sve izraze oblika lhs koji se 
javljaju tokom izra~unavanja expr i 
zamenjuje ih sa rhs 

Trace[expr, form, TraceDepth-
>n] 

prati izra~unavanje expr, ignori{u}i 
korake koji vode do ugnje`denih 
listi nivoa ve}eg od n 

 

fib@n_D:= fib@n− 1D + fib@n− 2D  
fib@0D = fib@1D = 1 
1 
Trace@fib@5D, fib@n_D −> nD  
85, 84, 83, 82, 81<, 80<<, 81<<, 82, 81<, 80<<<, 83, 82, 81<, 80<<, 81<<<  
Trace@fib@3D, fib@_D, TraceDepth−> 2D  
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8fib@3D, 8fib@2D<, 8fib@1D<<  
Opcije koje se mogu koristiti u funkciji Trace opisane su u slede}oj tabeli: 
 

Trace[expr,form, 
opts] 

prati izra~unavanje izraza expr koriste}i 
odre|ene opcije 

 

Opcije se mogu predstaviti slede}om tabelom 
 

TraceForward->True uklju~uje poslednji izraz u nizu izra~unavanja 
koji  sadr`i form 

TraceForward->All uklju~uje sve izraze u nizu izra~unavanja koji 
su iza form 

TraceBackward->True uklju~uje prvi izraz u nizu izra~unavanja koji 
uklju~uje form 

TraceBackward->All uklju~uje sve izraze u nizu izra~unavanja koji 
prethode form 

TraceAbove->True uklju~uje prvi i poslednji izraz u svim 
nizovima izvr{avanja koji sadr`e form 

TraceAbove->All uklju~uje sve izraze u nizu izra~unavanja koji 
sadr`e form 

 

Trace@fac@4D, fac@_D, TraceForward−> TrueD  
8fac@4D, fac@4 −1D, fac@3D, fac@3 −1D, fac@2D, fac@2 −1D, fac@1D, 1<  
Trace@fac@4D, fac@_D, TraceForward−> AllD  
8fac@4D, fac@4 −1D, fac@3D, fac@3 −1D, fac@2D, fac@2 −1D, fac@1D, 1<  
Trace@fac@10D, TraceAbove−> TrueD  
8fac@10D, fac@10 −1D, 810− 1, 9<, fac@9D, fac@9 −1D, 89− 1, 8<, fac@8D,
fac@8− 1D, 88 − 1, 7<, fac@7D, fac@7− 1D, 87 − 1, 6<, fac@6D, fac@6− 1D,
86− 1, 5<, fac@5D, fac@5 −1D, 85− 1, 4<, fac@4D, fac@4 −1D, 84− 1, 3<,
fac@3D, fac@3 −1D, 83− 1, 2<, fac@2D, fac@2 −1D, 82− 1, 1<, fac@1D, 1<  

Trace@fib@5D, fib@2D, TraceAbove−> TrueD  
8fib@5D,8fib@4D,8fib@3D,8fib@2D,2<,3<,8fib@2D,2<,5<,8fib@3D,8fib@2D, 2<,3<,8<  
 

4.10. KORI[]ENJE STEKA IZRA^UNAVANJA 
 
Stek je struktura koja se vrlo ~esto koristi. U MATHEMATICA za kori{}enje 
steka koristimo funkciju Stack. Ukoliko prekinemo program MATHEMATICA 
usred izra~unavanja, mo`emo koristiti stek da bi pregledali {ta je dotad 
ura|eno. 
 

Stack[] daje listu oznaka povezanih sa izra~unavanjima koji su u 
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toku 
Stack[_] daje listu svih izraza ~ije je izra~unavanje u toku 
Stack[form
] 

uklju~uje samo izraze koji odgovaraju form 

 

f@g@Print@Stack@_DDDD  
8f@g@Print@Stack@_DDDD, g@Print@Stack@_DDD, Print@Stack@_DD<  
f@g@NullDD  
f@g@Print@Stack@DDDD  
8f, g, Print<  
f@g@NullDD  
 

StackInhibit[expr]  generi{e izraz expr ne menjaju}i stek 
StackBegin[expr]  generi{e izraz expr sa novim stekom 
StackComplete[expr
] 

generi{e expr sa me|u-izra~unavanjima u nizu 
izra~unavanja uklju~enih u stek 

 

f@g@StackInhibit@Print@Stack@DDDDD  
8f, g<  
f@g@NullDD  
f@StackBegin@g@h@StackInhibit@Print@Stack@DDDDDDD  
8g, h<  
f@g@h@NullDDD  
 

4.11. KONTROLA BESKONA^NIH IZRA^UNAVANJA 
 
Generalni princip koji MATHEMATICA sledi u izra~unavanju izraza je 
primenjivanje pravila transformacija sve dok se rezultat vi{e ne menja. Izraz 
oblika x=x+1 se potencijalno mo`e izra~unavati beskona~no dugo. 
Prakti~no, MATHEMATICA prestaje sa rekurzivnim pozivima posle 
odre|enog broja koraka odre|enih vredno{}u globalne promenljive 
$RecursionLimit. Na taj na~in je obezbe|ena kontrola nad rekurzinim 
pozivanjem. 
x= x+ 1  
$RecursionLimit::reclim :  Recursion depth of 256 exceeded.  
255+ Hold@1 + xD  
ReleaseHold@%D  
$RecursionLimit::reclim :  Recursion depth of 256 exceeded.  
510+ Hold@1 + xD  
 

$RecursionLimit maksimalna dubina steka izra~unavanja 
$IterationLimit maksimalna du`ina lanca (niza) izra~unavanja 
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8a, b< = 8b, a<  
$IterationLimit::itlim :  Iteration limit of 4096 exceeded.  
$IterationLimit::itlim :  Iteration limit of 4096 exceeded.  
8Hold@bD, Hold@aD<  
$RecursionLimit= 20 
(*Sledi cirkularna definicija ~ije se izra~unavanje zaustavlja sa $IterationLimit *) 
20 
t= 8t<  
$RecursionLimit::reclim :  Recursion depth of 20 exceeded.  
8888888888888888888Hold@8t<D<<<<<<<<<<<<<<<<<<<  
 

4.12. PREKIDI I NASILNI IZLASCI 
 
Nasilni prekidi programa i ciklusa se ~esto koriste u programiranju. 
 

Interrupts[ ] prekid izra~unavanja (sa povratkom) 
Abort[ ] prekid izra~unavanja (bez povrataka) 
CheckAbort [expr, 
failexpr] 

izra~unava izraz expr i vraca failexpr u 
slu~aju Abort-prekida 

AbortProtect[expr] izra~unava expr maskiraju}i prekid sve 
dok se izra~unavanje ne zavr{i 

 

Mo`emo koristiti funkciju Abort za nasilni prekid u programu, ali u skoro 
svim slu~ajevima treba koristiti funkcije Return i Throw koje omogu}avaju 
bolju kontrolu. 
U slede}im izrazima funkcija Abort prekida izra~unavanja, tako da se 
izvr{avaju samo prva dva poziva funkcije Print. 
Clear@aD  
Print@aD;Print@cD; Abort@D; Print@bD  
a 
c 
$Aborted  
 

Funkcija CheckAbort  prihvata prekid i {tampa vrednost koja je do tada 
izra~unata. 
CheckAbort@Print@aD; Abort@D; Print@bD, abortedD  
a 
aborted  
U slede}em izrazu nije bilo Abort-prekida: 
CheckAbort@Print@aD; Print@bD, abortedD  
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a 
b 
Rezultat funkcije Abort sadr`an je u pozivu funkcije CheckAbort, pa se drugi 
Print  izvr{ava. 
Clear@bD  
?aborted  
Global`aborted 
CheckAbort@Print@aD; Abort@D, abortedD; Print@bD  
a 
b  
Abort se ukida sve dok se AbortProtect  ne zavr{i. 
AbortProtect@Abort@D;Print@aDD; Print@bD  
a 
$Aborted  
U slede}em izrazu funkcija CheckAbort prihvata (uvi|a) prekid, ali se kao 
rezultat ne vra}a njen drugi argument. 
AbortProtect@Abort@D; CheckAbort@Print@aD, xDD; Print@bD  
 
 

5. STRUKTURNI TIPOVI PODATAKA 
 

Strukturni tipovi podataka, kakvi su nizovi, slogovi, skupovi i datoteke, 
poznat je u vi{im programskim jezicima. U jeziku MATHEMATICA 
dominantan strukturni tip podataka su liste i izrazi. Liste obuhvataju nizove, 
skupove i slogove kao strukturne tipove podataka.  Tako|e, svi strukturni 
tipovi podataka imaju jedinstvenu strukturu. 
 

5.1. INDEKSIRANI OBJEKTI 
 
U mnogim vrstama izra~unavanja koriste se indeksirani objekti (arrays) koji 
sadr`e sekvence izraza, od kojih je svaki specificiran odre|enim indeksom. 
Jedan na~in da se defini{u sekvence u MATHEMATICA jesu liste. Na primer, 
mo`e se definisati lista oblika a= {x,y,z,…}. Elementima takve liste se mo`e 
pristupati koriste}i izraze a[[i].Tako|e, elementi ove liste se mogu 
modifikovati izrazima oblika a[[i]]=value.Ovakav pristup ima nedostatak 
{to zahteva da se zadaju svi elementi kada se prvi put kreira lista. ^esto je 
mnogo prakti~nije da se koriste indeksirani objekti u kojima se mogu zadati 
samo oni elementi koji su potrebni u odre|enom trenutku. Definicije 
indeksiranih objekata su oblika a[i]. 
 

Definicija vrednosti a[1]: 
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a[1] = 9 
9 
i vrednosti a[2]:  
a[2] = 7 
7 
Sve do sada definisane vrednosti koje su povezane sa a mogu se pregledati 
izrazom 
?a 
Global`a 
a@1D = 9

a@2D = 7  
Mo`e se definisati vrednost za a[5] iako nisu definisane vrednosti a[3] i 
a[4]. 
a[5] = 0 
0 
Lista vrednosti indeksiranih objekata a[i] se mo`e definisati na slede}i 
na~in: 
Table[a[i], {i, 5}] 
89, 7, a@3D, a@4D, 0<  
Izraz oblika a[i] se mo`e posmatrati kao “indeksirana” promenljiva. 
Manipulacija indeksiranim objektima opisana je u slede}oj tabeli 
 

a[i]=value definisati ili predefinisati vrednost  
a[i] pristup vrednosti 
a[i]=. uklanjanje vrednosti 
Clear[a] brisanje svih definicija vezanih za a 
Table[a[i]], {i,1,n}]  
Array[a,n] konstrukcija indeksiranih objekata 

 

U izrazu oblika a[i] nije obavezno da “indeks” i bude broj. U stvari, indeks 
mo`e da bude proizvoljni izraz. Upotreba simbola za indekse omogu}ava da 
se defini{u jednostavne baze podataka. 
 

Definicija objekta area sa “indeksom” square sa vredno{}u 1: 
area[square] = 1 
1 
Slede}im izrazom se dodaje novi rezultat za “bazu” area: 
area[triangle] = 1/2 
1
2  

Veli~ine koje odgovaraju bazi area mogu se pregledati na sledei na~in: 
?area 
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Global`area 
area@squareD = 1

area@triangleD = 1
2  

Ovakve definicije se mogu koristiti u proizvoljnim izrazima. 
4 area[square] + area[pentagon] 
4+ area@pentagonD  
 

5.2. VEKTORI I MATRICE 
 

Vektori se predstavljaju listama ~iji su elementi atomi, dok se matrice 
predstavljaju listama ~iji su elementi liste. 
 

{a,b,c} vektor {a,b,c}  
{{a,b},{c,d}} matrica ~ija je prva vrsta vektor {a,b}a druga vektor {c,d} 

 

Definicija matrice m: 
m = {{a, b}, {c, d}} 

 
 
Prvi element matrice m: 
m[[1]] 
8a, b<  
Element matrice m u prvoj vrsti i drugoj koloni: 
m[[1,2]] 
b 
Vektor v ima dve komponente: 
v = {x,y} 
8x, y<  
Objekti p i q se tretiraju kao skalari: 
p v + q 
8q+ p x, q + p y<  
Vektori se sabiraju po koordinatama: 
v + {xp, yp} + {xpp, ypp} 
8x+ xp + xpp, y + yp+ ypp<  
Simbol ta~ka ozna~ava skalarni proizvod dva vektora: 
{x, y} . {xp, yp} 
x xp+ y yp  
Mogu se mno`iti matrice i vektori odgovaraju}ih dimenzija. 
m . v 
8a x+ b y, c x + d y<  
Mogu se mno`iti i dve matrice. 
m . m 

88a, b<, 8c, d<<
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88a2+ b c, a b +b d<, 8a c+ c d, b c + d2<<  
Pomo}u operacija nad vektorima mogu se dobiti sklalarne veli~ine. 
v . m . v 
xHa x+ c yL + yHb x +d yL  
 

Kako se liste koriste za reprezentaciju vektora i matrica, ne mo`e se uo~iti 
razlika izme|u vektora koji predstavljaju vrste i vektora koji prestavljaju 
kolone matrica. 

5.3. DATOTEKE  
 
MATHEMATICA koristi tekstualne datoteke. One se mogu obra|ivati pomo}u 
editora teksta. Tako pripremljene lako se prenose u druge aplikacije. 
Postoje}e datoteke se mogu otvoriti pomo}u menija File>Open, a zapisati 
po}u  File>Save As, a tekstualne pomo}u  File>Save AsSpecial>Text. 
U aktivni notebook, mogu se dozvati naredbom  <<ime datoteke,  ~ime se 
pozivaju na izvr{enje. Isto dejstvo ima izraz Get["datoteka"]. 
Upisivanje nekog izraza u datoteku uz brisanje prethodnog sadr`aja 
datoteke, posti`e se naredbom  
izraz >> datoteka  
ili  
Put["datoteka"]. 
Izraz se dodaje na kraj datoteke uz ~uvanje prethodnog sadr`aja pomo}u 
naredbe 
izraz >>> datoteka  
ili  
PutAppend["datoteka"]. 
 

Direktni pristup podacima u datoteci ostvaruje se pomo}u kanala (channel).  
MATHEMATICA  podr`ava kanale za ~itanje i pisanje podataka. 
 

(1) Otvaranje kanala i uspostavljanje veze sa odre|enom datotekom: 
 

k=OpenRead["dat"] otvaranje kanala k za ~itanje datoteke dat 

k=OpenWrite["dat"] otvaranje kanala k za upisivanje u datoteku dat 
pri ~emu se bri{e prethodni sadr`aj 

k=OpenAppend["dat"
] 

otvaranje kanala k za upisivanje u datoteku dat 
pri ~emu se novi podaci dodaju prethodnom 
sadr`aju datoteke 

 

(2) ~itanje ili upisivanje podataka predstavljeno je slede}om tabelom: 
 

Read[k] ~itanje jednog podatka sa kanala k 
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Read[k,tip]  ~itanje podataka datog tipa sa kanala k 
Write[k,izraz1,izraz2,...
] 

upisivanje niza izraza u kanal k posle ~ega se 
prelazi u novi red 

 

(3) Zatvaranje kanala posti~ze se naredbom  Close[k]. 
 

Kada datoteka sadr`i ve}i broj podataka razdvojenih prazninama ili 
zarezima, ovom naredbom u~itavaju se svi podaci iz datoteke i prevode u 
listu. 
 

ReadList["dat"] u~itavanje liste podataka iz datoteke 

ReadList["dat",tip] u~itavanje liste podataka odre|enog 
tipa iz datoteke 

ReadList["dat",RecordList-> 
True] 

u~itavanje liste podataka iz datoteke 
pri ~emu se svaki red sme{ta u 
posebnu podlistu. 

 

Primer. 
Neka je "ulaz" datoteka u kojoj se nalaze brojevi 1, 2, 3, 4. Posle izraza 
a=ReadList["ulaz",{Real,Real}]; 
Print[a]; 
Det[a] 
Prikazuje se matrica {{1.,2.},{3.,4.}} i vrednost njene determinante -2. 
 

5.4. IZRAZI 
 
MATHEMATICA manipuli{e sa objektima razli~itih tipova: matemati~kim 
formulama, listama, graficima. Iako oni izgledaju razli~ito, MATHEMATICA 
ih predstavlja na univerzalan na~in: svi su oni izrazi. Prototip izraza u je 
oblika f[x,y,... ]. Ime funkcije je f, a argumenti su x,y, ... Izrazi se ne moraju 
uvek pisati u obliku f[x,y,... ]. Na primer, x+y je tako|e izraz. 
MATHEMATICA konvertuje taj izraz u standardni oblik Plus[x+y]. Isti 
princip va`i za sve ostale operatore. U stvari, svaka naredba u 
MATHEMATICA se tretira kao izraz. 
Objekat f u izrazu f[x,y, ...] naziva se glava (head) tog izraza. On se mo`e 
izdvojiti koriste}i izraz Head[f[x,y, ]]. Uop{te, glava izraza expr mo`e se 
izdvojiti pomo}u Head[expr].U toku pisanja programa ~esto puta je 
potrebno da se testira glava nekog izraza da bi se odredila vrsta izraza. 
 

Primer. U slede}oj tabeli su prikazane reprezentacije nekih izraza. 
 

x+y+z Plus[x,y,z] 
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x y z Times[x,y,z] 
x^n Power[x,n] 
{a,b,c} List[a,b,c] 
a->b Rule[a,b] 
a=b Set[a,b]. 

 

Unutra{nja forma bilo kog izraza mo`e se dobiti pomo}u izraza 
FullForm[expr].  
Head@f@x, y, zDD  
f 
Head@a+ b+ cD  
Plus 
Head@8a, b, c<D  
List 
Head@123344D  
Integer 
Head@123344.229D  
Real 
FullForm@x+ y+ zD  
Plus@x, y, zD  
FullForm@x+ y+ yD  
Plus@x, Times@2, yDD  
FullForm@x+ y+ y+z^2D  
Plus@x, Times@2, yD, Power@z, 2DD  
FullForm@x+ y+ y+Hz+ qL^2D  
Plus@x, Times@2, yD, Power@Plus@q, zD, 2DD  
 

Izrazi se mogu iskoristiti za kreiranje korisni~kih struktura. Na primer, ta~ke 
u trodimenzinalnom prostoru se mogu predstaviti izrazom point[x,y,z]. 
"Funkcija" point ne izvr{ava operacije, ve} omogu}ava da se tri koordinate 
objedine, a da se rezultuju}i objekat ozna~i sa point. 
 

5.4.1. Posebni na~ini za uno{enje izraza 
 
Generalno, postoji ~etiri na~ina za pisanje izraza u MATHEMATICA:  
 

f[x,y] standardna forma za   f[x,y] 
f@x prefiksna forma za   f[x] 
x//f  postfiksna forma za   f[x] 
x∼f∼y infiksna forma za   f[x,y] 

 



 

 

55  

 

2∼ List∼a∼ List∼ b 
882, a<, b<  
x+ y êêf  
f@x+ yD  
xyêê List 
8xy<  
x, yêê List  
Syntax::tsntxi :  "x, y êê List" is incomplete; more input is needed.  
x, y êê List  
8a, b, c<∼Join∼8d, e<  
8a, b, c, d, e<  
8a, b, c<@@2DD  
b  
 

Napomenimo da operator // ima vrlo mali prioritet. Ako se unese // f na 
kraju izraza koji sadr`i aritmeti~ki ili logi~ki operator, tada se f primenjuje 
na ceo izraz. Prefiksna forma @ ima mnogo ve}i prioritet, tako da je f@x+y 
ekvivalentno sa f[x]+y, a ne sa f[x+y]. Umesto f[x+y] mo`emo pisati 
f@(x+y). 
 

5.4.2. Delovi izraza 
 
Delovima izraza mo`e da se pristupa kao i delovima liste. Pri tome se izrazi 
posmatraju u svojoj unutra{njoj formi, koja se mo`e dobiti pomo}u funkcije 
FullForm. 
 

Part[expr,n] ili expr[[n]]  n-ti element izraza expr 
Part[expr,{n1,n2,...}] ili 
expr[[n1,n2,...]] 

element izraza expr u poziciji  
{n1, n2, ...} 

 

Hx+ y+ zL@@2DD  
y 
Hx+ y+ zL@@0DD  
Plus 
f@g@aD, g@bDD@@1DD  
g@aD  
FullForm@f@g@aD, g@bDDD  
f@g@aD, g@bDD  
g@aD@@1DD  
a 
f@g@aD, g@bDD@@1, 1DD  
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a 
H1+ x^2L@@2, 1DD  
x 
FullForm@xêyD  
Times@x, Power@y, −1DD  
HxêyL@@2DD  
1
y  

 
Neke funkcije za zamenu delova izraza date su u slede}oj tabeli:  

 
ReplacePart@a+ b+ c+d, x^2, 3D  
a+ b + d +x2

 
t= 1+ H3+ xL^2êy  
1+

H3 +xL2

y  
FullForm@tD  
Plus@1, Times@Power@Plus@3, xD, 2D, Power@y, −1DDD  
t@@2, 1, 1DD = x  
x 
t 
1+

x2

y  
ReplacePart@t, z^2, 82, 1, 1<D  
1+

z4

y  
8a, b, c, d<@@2, 4DD  
Part::partd :  Part specification 8a, b, c, d<P2, 4T is longer than depth of object.  
8a, b, c, d<P2, 4T  
8a, b, c, d, e, f<@@82, 4<DD  
8b, d<  
Ha+ b+ c+ d+ e+ fL@@82, 4<DD  
b+ d  
Ha+ b+ c+ d+ e+ fL@@82, 4, 1<DD  

ReplacePart[expr,new,n] 
izraz dobijen zamenom n-tog 
dela izraza expr sa new  

ReplacePart[expr,new,{i,j,... }] zamenjuje deo izraza expr u 
poziciji {i,j, ...} 

ReplacePart[expr,new,{i1,j1,...},{i2,j2,...}]
zamenjuje delove sa nekoliko 
pozicija sa new 
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a+ b + d  
 

5.4.3. Izrazi kao liste 
 
Ve}ina funkcija za rad sa listama mo`e se primenjivati na proizvoljnim 
izrazima. 
t= 1+ x+ x^2+ y^2  
1+ x + x2 + y2

 
Take@t, 2D  
1+ x  
Length@tD  
4 
FreeQ@t, xD  
False 
Variables@tD  
8x, y<  
f@a, b, c, dD  
f@a, b, c, dD  
Append@%, eD  
f@a, b, c, d, eD  
Reverse@Append@f@a, b, c, dD, eDD  
f@e, d, c, b, aD  
 

5.4.4. Izrazi kao stabla 
 
Svaki izraz se mo`e predstaviti kao stablo. Struktura tog stabla se mo`e 
prikazati koriste}i funkciju FullForm. 
FullForm@x^3+ H1+ xL^2D  
Plus@Power@x, 3D, Power@Plus@1, xD, 2DD  
TreeForm@x^3+ H1+ xL^2D  
PlusB»

Power@x, 3D
, »

PowerB »
Plus@1, xD

, 2F
F

 
 

Prvi ~vor (top ~vor) je Plus. Odatle polaze dve  "grane", x^3 i (1+x)^2, koje 
se ponovo prikazuju kao stablo. 
88a, b, c, d^2<, 8x^3, y^4<<  
88a, b, c, d2<, 8x3, y4<<  
TreeForm@%D  
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ListB»
ListBa, b, c, »

Power@d, 2D
F

, »
ListB »

Power@x, 3D
, »

Power@y, 4D
F
F

 
 
 

5.4.5. Nivoi u izrazima 
 
Funkcija Part dozvoljava pristup odre|enim delovima izraza. Me|utim, 
kada su izrazi komplikovaniji, pogodno je da se odredi kolekcija delova 
izraza prema nekim kriterijumima. Nivoi (levels) dozvoljavaju da se 
specificiraju delovi u izrazima. Mnoge funkcije dozvoljavaju da se 
specificiraju delovi izraza u kojima }e se primenjivati.  
 

Position[expr,form,n] 
daje pozicije u kojima se form nalazi u 
nivoima od 1 do n izraza expr 

Position[expr,form,{n}
] 

daje poziciju samo u nivou n  

 
O nivoima se mo`e razmi{ljati u terminima stabla. Ta~nije, nivo nekog dela 
izraza jeste njegovo rastojanje u stablu u odnosu na glavu izraza (top izraz), 
~iji je nivo 0. Nivo izraza se mo`e specificirati na slede}i na~in:  
 

n nivoi 1 do n 
Infinity svi nivoi 
{n} samo nivo n 
{n1,n2} nivoi od n1 do n2 
Heads → True uklju~ivanje glave izraza 
Heads → False isklju~ivanje glave izraza 
Level[expr,lev
] 

lista delova izraza expr u nivoima specificiranim sa lev 

Depth[expr] ukupan broj nivoa u expr 
 

Ht= 8x, 8x, y<, y<L êêTreeForm  
ListBx, »

List@x, yD
, yF

 
Position@t, x, 1D  
881<<  
Position@t, x, 2D  
881<, 82, 1<<  
Position@t, x, 82<D  
882, 1<<  
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Hn= f@g@aD, a, a, h@aD, fDL êêTreeForm  
fB»

g@aD
, a, a, »

h@aD
, fF

 
Position@n, a, 82, Infinity<D  
881, 1<, 84, 1<<  
Position@n, f, Heads−> FalseD  
885<<  
Position@n, f, Heads−> TrueD  
880<, 85<<  
Level@n, 82<D  
8a, a<  
Level@n, 81<D  
8g@aD, a, a, h@aD, f<  
Level@n, 8−2<D  
8g@aD, h@aD<  
Depth@g@aDD  
2 
Level@u, 8−2<D  
8<  
 

 

6. POTPROGRAMI 
 
Potprogrami se defini{u kao programske celine koje se zatim po potrebi 
pozivaju, bilo u okviru programa u kome su definisani, bilo u drugim 
programima. Potprogrami u MATHEMATICA poseduju osnovne osobine kao 
i u ve}ini drugih programskih jezika. 
1. Svaki potprogram ima jednu ulaznu ta~ku. 
2. Programska jedinica koja poziva potprogram prekida svoju aktivnost sve 

dok se ne zavr{i pozvani potprogram. To zna~i da se u jednom trenutku 
izvr{ava samo jedan potprogram. 

3. Po zavr{etku potprograma upravljanje tokom izvr{enja se prenosi na 
pozivaju}u programsku jedinicu, na mestu iza poziva potprograma. 

Za svaki potprogram su karakteristi~na slede}a ~etiri elementa: 

   ime potprograma, 
   lista imena argumenata 
   telo potprograma, 
   okru`enje u kome je potprogram definisan. 
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6.1. LOKALNE PROMENLJIVE 
 

U programiranju je ~esto potrebno koristiti promenljive koje se koriste samo 
za vreme izvr{avanja potprograma ili nekog izraza. Takve promenljive ne 
treba da postoje izvan takvih struktura, pa se zato nazivaju jo{ i  lokalne 
promenljive. Stukture koje omogu}avaju kori{}enje raznih vrsta lokalnih 
promenljivih u MATHEMATICA su Module, With i Block. 
 

6.1.1. Moduli i lokalne promenljive 
 

Lokalne promenljive u MATHEMATICA se mogu koristiti u modulima. U 
modulu se zadaje lista lokalnih simbola, koji postoje samo u modulu, i ne 
uti~u na simbole istog imena van tog modula. Modul je posebno ozna~eni 
deo programa koji se defini{e naredbom 

Module[{promenljiva1, promenljiva2,...}, program ] 
ili 

Module[{promenljiva=vrednost,...}, program ] 
 

Module[{x, y, ...}, procedura], modul sa lokalnim promenljivim x, y, ... 
Module[{x=x0, y=y0,...},  
                     procedura] postavljanje po~etnih vrednosti za x, y, ... 

 
Pri definisanju po~etnih vrednosti za lokalne promenljive x, y, ... Izrazi x0, 
y0, ... se ra~unaju pre izvr{enja procedure. 
 

Svakoj lokalnoj promenljivoj u modulu se dodeljuje jedinstveno ime oblika 
ime$broj, gde se broj, pri svakom nardnom dodeljivanju pove}ava za 1. 
Lokalnoj promenljivoj u modulu se u toku rada nikada ne}e dva puta 
dodeliti ista vrednost. 
 
Primer. 
nula:= nPi 
nula 
n π  
nula− nula  
0 
nula:= Module@8n<, nPiD  
nula 
n$30 π  
nula− nula  
n$31 π − n$32 π  
nula:= Module@8n<, n∗ PiD; Print@nulaD; Print@nula− nulaD  
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n$9 π  
n$10 π − n$11 π  
 

Primer. Pomo}u modula mo`emo definisati funkcije. 
s@n_D:= Module@8h= 2∗Piên<,

Table@8i∗h, N@Sin@i∗hDD<, 8i, 0, n<D
D  

 

Promenljiva h se defini{e odmah na po~etku, tako da s[4] daje vrednost: 
s@4D  
:80, 0.<, : π

2
, 1.>, 8π, 0.<, : 3 π

2
, −1.>, 82 π, 0.<>

 
Promenljiva h je lokalna i ne vidi se izvan modula. Izraz ?h potvr|uje da ne 
postoje definicije vezane za ovaj simbol.  
 

Izlazak iz funkcije sa vra}anjem vrednosti se zadaje naredbom 
Return[izraz]. 

Ova naredba vra}a vrednost izraza kao rezultat teku}e funkcije i zatim se 
kontrola programa prenosi u pozivaju}u programsku jedinicu. 
f@k_D:=

Module@8m<,
m = 4− k;
If@m < 0, Return@m jenegativnoDD;
Table@a, 8i, 1, m<D

D  
f@1D  
8a, a, a<  
f@7D  
−3 je negativno  
Posmatrajmo funkciju 
g@m_, n_D:=

Module@8k<,
k= m+ n;
If@k<= 0, Return@brojevinisu pozitivniDD;
Table@1, 8i, 1, k<D

D  
Za g[2,3] dobijamo rezultat {1,1,1,1,1}, ali za g[-2,-3] poruku da brojevi 
nisu pozitivni: 
g@2, 3D  
81, 1, 1, 1, 1<  
g@−2, −3D  
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brojevi nisu pozitivni 
Naredba Return se mo`e korisiti i za izlazak iz ciklusa. 
Do@Print@iD; If@i == 5, Return@izlazDD,

8i, 1, 6<
D  

1 
2 
3 
4 
5 
izlaz 

 

6.1.2. Blokovi i lokalne promenljive 
 
U modulima se imena promenljivih se tretiraju kao lokalna. Me|utim, 
pnekad je potrebno da promenljiva bude globalna, ali da dobije lokalnu 
vrednost. U programu MATHEMATICA gloabalne i lokalne promenljive 
postoje unutar strukture Block. 

 

Block[{x, y, ...}, procedura]} 
blok sa lokalnim rednostima simbola 
x y, ... 

Block[{x=x0, y=y0, ...}, 
procedura] 

postavljanje po~etnih vrednosti za 
x,y, ... 

 
Sin@nPiD  
Sin@n πD  
Block@8n = 1 ê2<, %D  
1  
(*U bloku je n dobila konkretnu vrednost i izra~unava se Sin[Pi/2]*) 
Out[8]=1 
n 
n       (*Van bloka, n i dalje nema vrednost *) 
 

Primer. Posmatrajmo slede}u sekvencu izraza: 
f@n_D:= Sin@n∗ PiD;
Block@8n= 1ê2<, Print@f@nDD D;
Print@nD;  
1 
n 
Null3
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Unutar bloka n dobija konkretnu vrednost (n=1/2), i izra~unava se 
sin(nπ/2)=sin(π/2)=1. Van bloka, n i dalje ne poseduje vrednost. 
 

Primer.  
f@x_D:= Sin@t∗ xD;
Print@f@aDD;

Block@8t= 3<, Print@f@aDDD;
Block@8t<, Print@f@aDDD  
Sin@a tD  
Sin@3 aD  
Sin@a tD  
Null4

 
 

6.1.3. Razlika izme|u modula i blokova 
 
Promenljiva x u modulu Module[{x}, procedura] predstavlja jedinstven 
simbol koji dobija razli~ita imena svaki put kada se modul koristi, i 
nezavisan je od globalnog simbola x ako on postoji. Nasuprot tome, 
promenljiva x u bloku Block[{x}, procedura] je i dalje globalni simbol. Blok 
samo ~ini njegovu vrednost lokalnom. Originalna vrednost simbola x se 
vra}a nakon izlaska iz bloka. 
t= 42 
42 
Module@8t<, Print@tDD  
t$33 
Block@8t<, Print@tDD  
t 
t 
42  
U modulu lokalna promenljiva t dobija jedinstveno ime t$33, a u bloku 
njeno ime ostaje globalno dok vrednost postaje lokalna. Me|utim, ~im se iz 
bloka kao rezultat vrati izraz koji sadr`i promenljivu t, ona ponovo dobija 
svoju globalnu vrednost 42 i rezultuju}i izraz se ponovo izra~unava. Da bi 
se prikazala vrednost promenljive t akva je bila u bloku, koristi se funkcija 
Print[t]. 
 

f@x_D:= Sin@42xD− 2  
f@aD  
−2 + Sin@42 aD  
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Block@8t= 3<, f@aDD  
−2 + Sin@42 aD  
Block@8a= 3<, f@aDD  
−2 + Sin@126D  
Block@8a<, Print@f@aDDD  
−2 + Sin@42 aD  
 

6.1.4. Lokalne promenljive u With 
 
U modulima se defini{u lokalne promenljive, kojima se u okviru modula 
mogu proizvoljno dodeljivati razne vrednosti. Me|utim, u praksi su ~esto 
potrebne lokalne konstante kojima se samo jednom dodeljuje vrednost. 
Struktura With slu`i za definisanje konstanti. 
 

With[{x=x0, y=y0, ...}, 
procedura] 

lokalne konstante x,y,... u proceduri 
procedura. 

 

W@x_D:= With@8t= x− 1<, 2+ t^2D  
W@aD  
2+ H−1 +aL2

 
t 
42  
 
Naredba With[{x=x0,, ... }, procedura] zamenjuje sve pojave simbola x, ... u 
procedura izrazima x0, ... a zatim je izvr{ava. Prednost upotrebe strukture 
With umesto modula je ~itljivost programa. Za razliku od modula, ve} iz 
liste zaglavlja strukture With jasno se vidi koji su simboli konstante i koju 
vrednost imaju u proceduri. 
Konstrukcije With mogu biti ugnje`dene jedna u drugoj. U slu~aju da se vi{e 
struktura With koje defini{u iste konstante, nalaze jedna unutar druge, u 
proceduri va`e vrednosti konstanti iz unutra{nje strukture. Dakle, lokalne 
promenljive iz unutra{nje strukture imaju prioritet nad onima iz spolja{nje 
(preklapaju spolja{nje). 
 
Primer. 
With@8t= 5<, With@8t= 7<, t^2DD  
49 
Module@8t= 8<, With@8t= 9<, t^2DD  
81 
With@8t= a<, With@8n= b<, t+ nDD  
a+ b  
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Primer. ^injenica da vrednosti konstanti iz unutra{nje strukture preklapaju 
vrednosti iz spolja{nje strukture ilustruje se slede}im primerima. Vrednost 
izraza 

With[{t=0}, With[{t=1},t]  ] 
jednaka je 1. U izrazu  

With[{t=0}, (With[{t=1},Print[t+1]]; Print[t])  ] 
prvo se {tampa 2, a zatim 0: 
With@8t= 0<, HWith@8t= 1<, Print@t+ 1DD; Print@tDLD  
2 
0 
 

Primer. Posmatrajmo slede}e izraze: 
t= 1; f@x_D := With@8t = x+ 1<, 2+ t^2D  
f@aD  
2+ H1 + aL2

 
Globalna vrednost promenljive t jednaka je 1. U funkciji f[x_], x je lokalna 
promenljiva. Vrednost funkcije f[a] jednaka je 2+(1+a)^2, ali je globalna 
vrednost za t ostala 1.  
t 
1 
 

Primer. Po~etne vrednosti u strukturi With se izra~unavaju pre nego {to se 
po~ne izvr{avati sekvenca naredbi u njenom telu. Zbog toga dobijamo 
slede}e: 
t= 5; With@8t = t+ 1<, 3∗ tD  
18 
 
Primer 5. Konstanta iz spolja{nje strukture se vidi u unutra{njoj strukturi, 
iako nije tamo definisana. Tako je vrednost izraza 

With[{t=a}, With[{u=b},t+u]  ] 
jednaka a+b. 
 

6.2 SEKVENCE IZRAZA 
 

Svako izra~unavanje u MATHEMATICA se izvr{ava preko sekvence koraka. 
Svaki korak se mo`e napisti u posebnom redu. Me|utim, ve}i broj koraka se 
mo`e napisati i u istom redu. To se mo`e posti}i razdvajanjem pojedina~nih 
izraza znakom ;. Izrazi u takvoj sekvenci se izvr{avaju jedan za drugim s 
leva na desno. Kona~ni rezultat procedure je vrednost poslednjeg izraza. 
Ponekad se sekvenca izraza razdvojenih znakom ; naziva i procedura.  
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izraz1; ...; izrazn sekvenca od n izraza. 
 
Ako iz procedure ne treba da se vrati vrednost poslednjeg izraza, tada se na 
kraj procedure stavlja znak ;. MATHEMATICA zapravo i tada vra}a vrednost 
izraza, ali je u tom slu~aju poslednji izraz prazna naredba. 
  

6.3. FUNKCIJE KAO SEKVENCE IZRAZA 
 
Funkcija se defini{e kao procedura jednostavnim navo|enjem niza naredbi 
razdvojenim znakom ; iza operatora odlo`ene dodele :=. Tako definisana 
funkcija se poziva na isti na~in kao i sve ostale funkcije, sa tom razlikom da 
se u jednoj funkciji mo`e izvr{iti i vi{e nezavisnih operacija. Vrednost 
poslednjeg izraza se vra}a kao rezultat funkcije. Kada se funkcija defini{e 
kao procedura, niz naredbi koje joj pripadaju se moraju navesti u malim 
zagradama. 
 

f[arg]:=(izr1; ...; izrn) funkcija f definisana kao procedura 
 
S@n_D =

Hstep= 2 Piên;
Table@8istep, n@Sin@istepDD<,

8i, 0, n<
D L  

Table::iterb :  Iterator 8i, 0, n< does not have appropriate bounds.  
Table@8i step, n@Sin@i stepDD<, 8i, 0, n<D  
S@4D  
:80, 4@0D<, : 2 π

n
, 4BSinB 2 π

n
FF>,

: 4 π

n
, 4BSinB 4 π

n
FF>, : 6 π

n
, 4BSinB 6 π

n
FF>, : 8 π

n
, 4BSinB 8 π

n
FF>>

 
?step  
Global`step 
step = 2 π

n
Remove@stepD  
 
Ako bi se definicija funkcije S[n_] iz prethodnog primera navela bez malih 
zagrada, MATHEMATICA bi takav izraz protuma~ila kao proceduru u kojoj je 
prva naredba definisanje funkcije S[n_]:=step=2Pi/n, dok se ostale naredbe 
izvr{avaju nezavisno od nje. 
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Osnovni problem pri definisanju funkcija kao procedura jesu bo~ni efekti tj. 
definisanje pomo}nih promenljivih koje ostaju nakon poziva funkcije. Taj 
problem se elimini{e upotrebom lokalnih promenljivih.  
S@n_D:= Module@8step= 2 Piên<, Table@8istep, N@sin@istepDD<,8i, 0, n<DD  
Promenljivoj step se vrednost dodeljuje odmah na po~etku. 
S@4D  
:80, sin@0.D<, : π

2
, sin@1.5707963267948966D>, 8π, sin@3.141592653589793D<,

: 3π

2
, sin@4.71238898038469D>, 82π, sin@6.283185307179586D<>

 
 (* Ovog puta je promenljiva step lokalna pa se ne vidi izvan modula*) 
?step  
Global`step 
step= 2π

n  
 

7. SIMBOLI^KA IZRA^UNAVANJA 
 
Ono {to u najve}oj meri karakteri{e programski paket MATHEMATICA jesu 
njene velike mogu}nosti u simboli~koj obradi podataka. Algebarskim 
formulama se mo`e manipulisati kao sa brojevima. 
 
Numeri~ka izra~unavanja su prisutna u slede}em primeru 
3 + 62 - 1 
64 
Slede}i izraz sadr`i simboli~ka izra~unavanja 
3x - x + 2 
2+ 2 x  
U toku ovih simboli~kih izra~unavanja izvr{ena je simplifikacija izraza. 
Mnoga poznata algebarska pravila se koriste za simplifikaciju algebarskih 
izraza: 
Sqrt[1 + x]^4 
H1+ xL2

 
Za slede}i izraz ne mo`e se primeniti ni jedna od poznatih transformacija, 
pa je rezultat jednak ulaznom izrazu: 
Log[1 + Cos[x]] 
Log@1+ Cos@xDD  
Kada se vr{i simplifikacija izraza x+x u 2x, promenljiva x se koristi u ~isto 
formalnom modalitetu. Tada x predstavlja simbol koji stoji na mestu 
proizvoljnog izraza. Simbol x se mo`e zameniti odre|enom vredno{}u. 
Takva vrednost mo`e da bude brojna vrednost, ali mo`e da bude i drugi 
izraz.  

 



 
 

 

68 

 

7.1. OPERACIJE NA POLINOMIMA 
 

Postoji vi{e na~ina da se izraze neki algebarski izrazi. Na primer, izraz 
(1+x)2  se mo`e napisati i u obliku 1+2x+x2. Slede}e funkcije se mogu 
koristiti za konvertovanje izme|u razli~itih oblika algebarskih izraza: 
 

Expand[poly] ekspanzija proizvoda i stepena u polinomu poly 
Factor[poly] faktorizacija izraza poly 
FactorTerms[poly] izdvajanje zajedni~kih faktora u poly 

Collect[poly,x] 
srediti polinom u obliku sume stepena 
"dominantne  promenljive" x 

Collect[poly,{x,y,...}
] 

srediti polinom u obliku sume stepena od x,y,... 

PowerExpand[expr
] 

ekspanzija (ab)c  i  (ab)c u expr 

 
H2+ 4 x^2L^2Hx− 1L^3  
H−1 + xL3H2 + 4 x2L2

 
t= Expand@%D  
−4 + 12 x −28 x2 + 52 x3 − 64 x4+ 64 x5 − 48 x6 + 16 x7

 
Factor@tD  
4H−1 + xL3H1 + 2 x2L2

 
Expand@H1+ 2 x+ yL^3D  
1+ 6 x + 12 x2 + 8 x3 + 3 y + 12 x y+ 12 x2 y +3 y2 + 6 x y2 + y3

 
Collect@%, xD  
1+ 8 x3 + 3 y + 3 y2 + y3 + x2 H12+ 12 yL + xH6 + 12 y+ 6 y2L  
Collect@Expand@H1+ x+ 2 y+ 3 zL^3D, 8x, y<D  
1+ x3 + 8 y3 +9 z + 27 z2+ 27 z3 + x2 H3 +6 y + 9 zL +

y2H12 + 36 zL+ yH6 + 36 z + 54 z2L + xH3+ 12 y2 +18 z + 27 z2+ yH12 + 36 zLL  
Expand@Hx+ 1L^2Hy+ 1L^2, xD  
H1+ yL2 + 2 xH1 + yL2 + x2 H1+ yL2

 
HxyL^n  
xyn

 
PowerExpand@%D  
xyn

 
 

Faktorizacija izraza x10-1 se mo`e izvr{iti izrazom 
Factor[ x^10 - 1 ] 
H−1 + xL H1 +xL H1 − x + x2 − x3 + x4L H1 + x + x2 + x3 + x4L  
U ovom slu~aju funkcija Expand daje  “jednostavniji” zapis:  
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Expand[ % ] 
−1 + x10

 
 

7.2. ISPITIVANJE STRUKTURE POLINOMA 
 
Postoji ve}i broj funkcija za simboli~ku manipulaciju polinomima. 
 

PolynomialQ[expr,x] testira da li je expr polinom od x 
PolynomialQ[expr,{x1,x2,...}] testira da li je expr polinom od xi 
Variables[poly] lista promenljivih u poly 
Length[poly] ukupan broj terama u poly 

Exponent[poly,x] 
maksimalni eksponent sa kojim se x 
pojavljuje u poly 

Coefficient[poly,expr] koeficijent uz expr u poly 
Coefficient[poly,expr,n] koeficijent uz expr^n u poly 

Coefficient[poly,expr,0] 
koeficijent u poly koji je nezavisan od 
expr 

CoefficientList[poly,{x1,x2,...}
] 

generi{e listu koeficijenata uz xi u poly 

 
t= Expand@H1+ xL^3H1− y− xL^2D  
1+ x − 2 x2 − 2 x3 + x4 + x5 − 2 y − 4 x y + 4 x3y + 2 x4y + y2 + 3 x y2+ 3 x2 y2+ x3y2

 
PolynomialQ@t, xD  
True 
PolynomialQ@t, zD  
True 
PolynomialQ@x+ Sin@xD, xD  
False 
Variables@tD  
8x, y<  
Length@tD  
14 
Exponent@t, xD  
5 
Coefficient@t, x^2D  
−2 + 3 y2

 
CoefficientList@a+ 3 x^2+ 4 x^4, xD  
8a, 0, 3, 0, 4<  
CoefficientList@t, 8x, y<D  
881, −2, 1<, 81, −4, 3<, 8−2, 0, 3<, 8−2, 4, 1<, 81, 2, 0<, 81, 0, 0<<  
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x^a+ x^b+ y^c  
xa + xb + yc

 
Exponent@%, xD  
Max@0, a, bD  
u= H−4 x+ x^2LêH−x+ x^2L + H−4+ 3 x+ x^2LêH−1+ x^2L  
−4 x +x2

−x +x2
+

−4+ 3 x + x2

−1 + x2  
 

7.3. STRUKTURNE OPERACIJE SA RACIONALNIM 
IZRAZIMA 

 
ExpandNumerator[expr] ekspanzija brojioca 
ExpandDenominator[expr
] 

ekspanzija imenioca 

Expand[expr] ekspanzija brojioca, pri ~emu se svaki term 
deli imeniocem 

ExpandAll[expr] ekspanzija i brojioca i imenioca 
Together[expr] svo|enje na NZS u izrazu  expr 

Apart[expr] ispisuje izraz u obliku sume terama sa 
prostim  imeniocima 

Cancel[expr] skratiti zajedni~ke faktore izme|u brojioca i 
imenioca 

Factor[expr] izvr{iti kompletnu faktorizaciju 

Apart[expr,var] 
koristi se u izrazu za nekoliko varijabli za 
parcijalnu dekompoziciju razlomaka u 
odnosu na razli~ite varijable 

Together@uD  
2H−4 + x2L

H−1 +xL H1 + xL  
Factor@%D  
2H−2 +xL H2 + xL
H−1 +xL H1 + xL  

Apart@uD  
2−

3
−1 + x

+
3

1 + x  
Cancel@uD  
−4 +x
−1 +x

+
4 + x
1 + x  

v= Hx^2+ y^2LêHx+ xyL  
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x2+ y2

x + xy  
Apart@v, xD  
x− xy +

xy2 + y2

x + xy  
Apart@v, yD  

x2

x + xy
+

y2

x+ xy  
 

7.4. ALGEBARSKE OPERACIJE SA POLINOMIMA 
 

PolynomialQuotient[poly1,poly,x] 
koli~nik deljenja polinoma poly1 po x 
polinomom poly2, pri ~emu se 
odbacuje ostatak 

PolynomialRemainder[poly1,poly2

] 
ostatak deljenja polinoma poly1 po x 
polinomom poly2 

PolynomialGCD[poly1,poly2] NZD dva polinoma 
PolynomialLCM[poly1,poly2] NZS dva polinoma 
PolynomialMod[poly,m] redukcija poly po modulu m 

 

PolynomialRemainder@x^2, x+ 1, xD  
1 
PolynomialQuotient@x^2, x+ 1, xD  
−1 + x  
%% 
1 
Simplify@Hx+ 1L%+ %%D  
2 x 
8PolynomialRemainder@x+ y, x− y, xD, PolynomialRemainder@x+ y, x− y, yD<  
82 y, 2 x<  
 

7.4. SIMPLIFIKACIJA ALGEBARSKIH IZRAZA 
 
U mnogim situacijama je potrebna “najprostija” forma nekog izraza. Iako je 
te{ko odrediti koja je forma najprostija, MATHEMATICA poseduje funkcije 
za nala`enje najprostijeg oblika nekog izraza. Ove funkcije upore|uju 
razli~ite oblike izraza i nalaze najjednostavniji oblik, koji sadr`i najmanji 
broj delova. 
 

Simplify[expr] najjednostavniji oblik izraza expr pomo}u 
algebarskih transformacija 
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FullSimplify[expr
] 

najjednostavniji oblik izraza expr, dobijen 
primenom svih poznatih transformacija 

 

Simplify[x^2 + 2x + 1] 
H1+ xL2

 
Funkcija Simplify se mo`e koristiti za “pre~i{}avanje” komplikovanih izraza 
koji su dobijeni razli~itim izra~unavanjima. 
Integrate@1êHx^4− 1L, xD  
−

ArcTan@xD
2

+
1
4

Log@−1 + xD−
1
4

Log@1+ xD
 

D@%, xD  
1

4H−1 +xL
−

1
4H1 + xL

−
1

2H1 +x2L  
Simplify@%D  

1
−1 +x4  

 

7.5. MANIPULACIJA JEDNA^INAMA 
 
U MATHEMATICA jedna~ine se tretiraju kao logi~ke naredbe. Na primer, 
jedna~ina  x^2+3x==2 tretira se kao logi~ka naredba kojom se izraz x^2+3x 
upore|uje sa 2. Ako se dodeli eksplicitna vrednost za x, npr. x=4, 
MATHEMATICA mo`e da eksplicitno determini{e da je vrednost logi~ke 
naredbe  x^2+3x==2 jednaka False. Ako eksplicitna vrednost za x nije 
dodeljena, MATHEMATICA ne}e ra~unati vrednost izraza x^2+3x==2, ve} 
ostavlja jedna~inu u simboli~koj formi. 
Jedna~ine se mogu kombinovati kao i logi~ke naredbe, a tako|e se mogu 
izra~unavati i njihova re{enja. 
 

Jedna~ine se mogu re{avati funkcijom Solve. Na primer, izrazom 
Solve[izraz1 == izraz2, x] 

izra~unava se vrednost x koja zadovoljava jedna~inu izraz1==izraz2. 
Eksplicitne formule se dobijaju za polinomne jedna~ine stepena manjeg od 
5, za neke polinomne jedna~ine specijalnog oblika, kao i za trigonometrijske 
jedna~ine. Ako jedna~ina ima vi{e re{enja, ne moraju se dobiti sva. 
 

x=.  
b=.  
Solve@ax^2+ bx+ c 0, xD  
::x →

−b −
èb2 − 4 a c

2 a
>, :x →

−b +
èb2 −4 a c

2 a
>>

 
Solve@x^6− 64 0, xD  
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88x→ −2<,8x →2<, 8x→ −2H−1L1ê3<, 8x→ 2H−1L1ê3<,8x →−2H−1L2ê3<,8x →2H−1L2ê3<<  
N@Solve@x^6− 64 0, xDD  
88x→ −2.<,8x→2.<, 8x→ −1.−1.7320508075688774<,8x→1.+1.7320508075688774<,
8x→ 1.−1.7320508075688776<,8x→−1.+1.7320508075688776<<  

Solve@x^6  1, xD  
88x → −1<, 8x → 1<, 8x → −H−1L1ê3<, 8x → H−1L1ê3<, 8x → −H−1L2ê3<, 8x → H−1L2ê3<<  
N@%D  
88x→ −1.<,8x→1.<, 8x→ −0.5−0.8660254037844387<,8x→0.5+0.8660254037844387<,
8x→ 0.5−0.8660254037844388<,8x→−0.5+0.8660254037844388<<  

 
Ako se zahtevaju numeri~ka re{enja jedna~ine, mo`e se koristiti funkcija NSolve. 
NSolve@x^3+ 7.8 x+ 1 0, xD  
88x→ −0.12793666149664779<, 8x → 0.06396833074832389−2.795044872987942<,
8x→ 0.06396833074832389+2.795044872987942<<  

NSolve@Sqrt@1− xD + Sqrt@1+ xD  a, xD  
::x → −0.5 a" 4. − 1. a2>, :x → 0.5 a" 4.− 1. a2 >>

 
 

Funkcijom 
Solve[{izraz1==izraz2, izraz3==izraz4,...},{x,y,}] 

mogu se re{avati sistemi jedna~ina. Tako se dobija jedno re{enje 
specificiranog sistema po promenljivim x,y,..., iako mo`e postojati vi{e 
re{enja. Ako sistem nema re{enja, kao izlaz se dobija prazna lista.  Ukoliko 
re{enja postoje samo za specijalne vrednosti parametara, one se odre|uju 
pomo}u izraza 

Reduce[{izraz1==izraz2, izraz3==izraz4,...}, {x,y,...}]} 
Tako|e, ako sistem ima vi{e re{enja, mogu se dobiti funkcijom Reduce. 
 

Funkcijom 
Eliminate[{izraz1==izraz2, izraz3==izraz4,...},{x,y,...}] 

mo`e se sistem jedna~ina pojednostaviti koriste}i eliminaciju navedenih 
promenljivih. 
 
Solve@Sqrt@1− xD + Sqrt@1+ xD  a, xD  
::x → −

1
2

a" 4 − a2 >, :x →
1
2

a" 4 − a2>>
 

Solve@8x^2  4, x  a<, xD  
8<  
Reduce@8x^2  4, x  a<, xD  
a == −2 && x == −2»» a == 2 && x == 2  
U poslednjem rezultatu  re{enje postoji za specijalni slu~aj a=2 ili a=-2. 
 

Eliminate@83 x+ 6 y  2, bx+ 2 y 3<, yD  
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7+ 3 x == 3 bx  
Solve@%D  
Solve::svars :  Equations may not give solutions for all "solve" variables.  
::bx →

7
3

+x>>
 

Reduce@%%D  
1
3
H7 +3 xL == bx

 
Solve@8ax+ by  1, x− y 2<, 8x, y<D  
Solve::svars :  Equations may not give solutions for all "solve" variables.  
88x → 2+ y<<  
Solve@8x^2+ y^2 1, x+ y  a<, 8x, y<D  
::x→

1
2
i
k
a−

"2−a2y
{
,y→

1
2
i
k
a+

"2−a2y
{
>,:x→

1
2
i
k
a+

"2−a2y
{
,y→

1
2
i
k
a−

"2−a2y
{
>>

 
Solve@x x, xD  
88<<  
Reduce@x x, xD  
True 
Solve@x+ y  1 && x− y  2, 8x, y<D  
::x →

3
2

, y → −
1
2
>>

 
Solve@x+ y  1 »» x− y  2, 8x, y<D  
Solve::svars :  Equations may not give solutions for all "solve" variables.  
88x → 1− y<, 8x → 2 + y<<  
Solve@x^3  x && x≠ 0, xD  
88x → −1<, 8x → 1<<  
Solve@x^3  x && x≠ 1 »» x^2  2, xD  
98x → −1<, 8x → 0<, 9x → −

è2=, 9x →
è2==  

 

7.6. PRAVILA TRANSFORMACIJE 
 
Transformacije izraza u MATHEMATICA nisu bazirane na njihovom 
algebarskom zna~enju, ve} na njihovoj strukturi. 
1+ x^2+ x^4 ê.x^2 → a  
1+ a + x4

 
1 + x + x^2 /. x -> 2 - y 
3+H2 − yL2 − y  
MATHEMATICA tretira pravilo transformacije sli~no ostalim simboli~kim 
izrazima:  
x -> 3 + y 
x → 3+ y  
Takvo pravilo transformacije se mo`e primeniti na izraz x^2 — 9: 
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x^2 - 9  /.  % 
−9 +H3 +yL2

 
7.7. DIFERENCIRANJE 

 
Postoje standardne funkcije za numeri~ko i simboli~ko diferenciranje. 
 

D[f,x] parcijalni izvod 
x
f
∂
∂

 

D[f,x1,x2,...] vi{estruki izvod f
xx

...
21 ∂
∂

∂
∂

  

D[f,{x,n}] 
x
fn

∂
∂

 

 

D@x^n, xD  
n x−1+n

 
D@ArcTan@xD, xD  

1
1 + x2  
D@f@xD, xD  
f@xD  
D@2 xf@x^2D, xD  
2 f@x2D + 4 x2f@x2D  
D@x^2+ y^2, xD  
2 x 
D[g[x^2, y^2], x] 
2 x gH1,0L@x2, y2D  
 
f'[x] prvi izvod funkcije f jedne promenljive 
f(n)[x] n-ti izvod funkcije jedne promenljive 

f(n1,n2,....) [x] 
izvod funkcije nekoliko promenljivih, ni puta u odnosu na i-
tu promenljivu 

f''[x] drugi izvod 
f'''[x] tre}i izvod 

 

7.8. DIFERENCIJALNE JEDNA^INE 
 
Funkcija DSolve mo`e da re{ava diferencijalne jedna~ine i sisteme 
diferencijalnih jedna~ina u ~isto funkcionalnom obliku. 
 

DSolve[eqns, y[x],x] 
re{ava diferencijalnu jedna~inu za 
y[x], smatraju}i x za nezavisnu 
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promenljivu 
DSolve[{eqn1,eqn2,...},{y1,y2,...},x
] re{ava sistem diferencijalnih jedna~ina 

 

DSolve@y'@xD ay@xD, y@xD, xD  
88y@xD → axC@1D<<  
DSolve@8y'@xD ay@xD, y@0D  1<, y@xD, xD  
88y@xD → ax<<  
 

MATHEMATICA mo`e da re{ava linearne i nelinearne obi~ne diferencijalne 
jedna~ine, kao i sisteme diferencijalnih jedna~ina. 
DSolve@8x'@tD y@tD, y'@tD  x@tD<, 8x@tD, y@tD<, tD  
::x@tD →

1
2

−tH1 + 2tL C@1D +
1
2

−t H−1 + 2tL C@2D,

y@tD →
1
2

−tH−1 + 2tL C@1D +
1
2

−tH1 + 2tL C@2D>>
 

DSolve@y''@xD == a y'@xD+ y@xD, y, xD  

::y → FunctionB8x<, 
1
2
i
k
a−
" 4+a2 y

{
x

C@1D + 
1
2
i
k
a+
" 4+a2 y

{
x

C@2DF>>
 

DSolve@y''@xD == a y'@xD+ y@xD, y, x, DSolveConstants−> KD  

::y → FunctionB8x<, 
1
2
i
k
a−
" 4+a2 y

{
x

K@1D + 
1
2
i
k
a+
" 4+a2 y

{
x

K@2DF>>
 

DSolve@8y''@xD == a y'@xD+ y@xD, y@0D == 1, y'@0D == 0<, y, xD  
::y→ FunctionB8x<, 1

2è4+a2
 

i

k
a

1
2
i
k
a−"4+a2y

{
x

+
"4+a2 

1
2
i
k
a−"4+a2y

{
x

−a
1
2
i
k
a+"4+a2y

{
x

+
"4+a2 

1
2
i
k
a+
"4+a2y

{
xy

{
F>>

 
Poslednje re{enje se mo`e proveriti:.  
8y''@xD == a y'@xD+ y@xD, y@0D == 1, y'@0D == 0< ê.% êêSimplify  
88True, True, True<<  

 
7.9. RAZVOJ FUNKCIJE U RED 

 
Do sada su razmatrane samo ta~ne operacije. Me|utim u mnogim 
slu~ajevima, ta~an rezultat nije potreban, ve} je potrebno da se na|e neka 
pribli`na formula. Funkcije navedene u slede}oj tabeli generi{u pribli`ne 
formule za funkcije. 
 

Series[expr, 
{x,x0,n}] 

razvoj izraza expr u stepeni red po x u okolini x0 sa 
najvi{e n ~lanova 

Normal[red] deo razvoja u red bez ostatka 
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Series@H1+ xL^n, 8x, x0, 3<D  
H1+ x0Ln + nH1 + x0L−1+nHx − x0L +

1
2
H−1+ nL nH1 + x0L−2+nHx − x0L2 +

1
6
H−2 + nL H−1 +nL nH1 + x0L−3+n Hx− x0L3 + O@x − x0D4

 
Series@H1+ xL^n, 8x, 0, 3<D  
1+ n x +

1
2
H−1 +nL n x2 +

1
6
H−2 + nL H−1 +nL n x3 +O@xD4

 
Series@Exp@−atD H1+ Sin@2 tDL, 8t, 0, 4<D  
1+H2 − aL t +

i
k

−2 a +
a2

2
y
{

t2 +
i
k

−
4
3

+ a2 −
a3

6
y
{

t3 +
i
k

4 a
3

−
a3

3
+

a4

24
y
{

t4 + O@tD5

 
Series@Exp@xD, 8x, 0, 5<D  
1+ x +

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120
+ O@xD6

 
Normal@%D  
1+ x +

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120  
Expand@%D  
1+ x +

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120  
Series@Exp@xD, 8x, 2, 4<D  
2+ 2Hx − 2L +

1
2

2Hx − 2L2 +
1
6

2 Hx− 2L3 +
1

24
2Hx − 2L4+ O@x − 2D5

 
 

7.10. GRANI^NE VREDNOSTI 
 
Mogu se izra~unavati grani~ne vrednosti u simboli~koj formi. 
 
 

Limit[izraz, x->x0]  
grani~na vrednost izraza izraz kada  
x->x0  

Limit[izraz, x->x0,Direction -
>1] 

grani~na vrednost izraza izraz kada  
x->x0 odozdo 

Limit[izraz, x->x0,Direction->-
1] 

grani~na vrednost izraza izraz kada 
 x->x0 odozgo 

 

Limit@Sin@xDêx, x→ 0D  
1 
Limit@Sin@xDêx^2, x→ 0D  
∞ 
Limit@x Log@xD, x→ 0D  
0 
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Limit@Exp@aSin@xDD, x→ 0D  
1 
Limit@Sin@1êxD, x→ 0D  
Interval@8−1, 1<D  
Interval[{xmin,xmax}] predstavlja neodre|enu vrednost koja le`i u intervalu 
[xmin,xmax]. 
Limit@1êx, x→ 0, Direction → 1D  
−∞  
Limit@1êx, x→ 0, Direction → −1D  
∞ 
 

7.11. INTEGRACIJA 
 
Neodre|eni integral se izra~unava funkcjom Integrate. 
 

Integrate[f,x] neodre|eni integral ∫ dxxf )(  

Integrate[f,{x,xmin,xmax}
] 

neodre|eni integral ∫
max

min

)(
x

x

dxxf  

Integrate[f,{x,xmin,xmax}, 
          {y,ymin,ymax}] 

neodre|eni integral ∫
max

min

x

x

fdx ∫
maxmax

minmin

yx

yx

fdy  

 

Odre|eni integral se izra~unava funkcjom NIntegrate. 
 

NIntegrate[f,x] numeri~ka aproksimacija integrala ∫ dxxf )(  

8. LINEARNA ALGEBRA 
 
 

8.1. LISTE KAO VEKTORI I MATRICE 
 
Koncept listi u MATHEMATICA je generalizacija matemati~kih i ra~unarskih 
principa, poznatih u proceduralnim programskim jezicima. Zahvaljuju}i 
takvom pristupu mogu se izvoditi operacije sabiranja i mno`enja sa 
matricama i vektorima jednostavnim navo|enjem operacije, zatim slo`enije 
operacije kao {to su odre|ivanje inverzne matrice, izra~unavanje 
determinante, karakteristi~nih korena i sli~no. Mnoge kombinatorne 
funkcije ~ija primena u programskim jezicima zahteva izvestan trud i znanje 
se dobijaju pozivom odgovaraju}e ugra|ene funkcije. Liste omogu}avaju da 
se objekti grupisu i da se nad njima vr{e operacije. 
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Gotovo sve standardne funkcije, primenjene na listu, deluju na svaki 
element liste posebno. Ako korisnik defini{e novu funkciju, ta funkcija 
tretira listu kao jedan objekat, pa se mora posebno naglasiti ako se funkcija 
primenjuje na svaki element liste pojedina~no. To se mo`e posti}i 
funkcijom Map: 
Map[f,{a,b,...}] - Funkcija f se primenjuje na svaki element liste i dobija se lista 
{f[a],f[b],...} 
In[3]:=1+{a,b,c}^2 
Out[3]={1+a2,1+b2,1+c2} 
In[4]:=Table[i^j,{i,4},{j,i}] 
Out[4]={{1},{2,4},{3,9,27},{4,16,64,256}}} 
 
Table[f,{i,imax},{j,jmax}] - Lista vrednosti funkcije f kad promenljiva i uzima 
vrednosti od 1 do imax a promenljiva j od 1 do jmax. 
In[5]:=Flatten[%] - Ova funkcija generi{e listu sastavljenu od pojedina~nih 
elemenata argumenta. 
Out[5]={1,2,4,3,9,27,4,16,64,256}  
In[6]:=Partition[%,2] - liste i elemenata podlisti   
Out[6]={{1,1},{4,3},{9,27},{4,16},{64,256}} - (osloba|a se podlisti) 
 
Partition[l,n] - Generi{e novu listu ~iji su elementi podliste formirane od 
po n elemenata liste l uzetih redom od po~etka ka kraju  
In[7]:=a={x,x^2,x^3, aabba}  
Out[7]={x,x2,x3,aabba}   
Lista a se mo`e diferencirati. Kao rezultat nastaje lista ~iji su elementi diferencijali 
odgovaraju}ih elemenata polazne liste. 
In[8]:=D[a,x]  
Out[8]={1,2x,3x2,0}  
In[9]:=a/.x->5  (* Pravilo zamene *) 
Out[9]={5,25,125,aabba}} 
81, 2, 3, 4<  
81, 2, 3, 4<  
a= 8x, x^2, x^3, aba<  
8x, x2, x3, aba<  
86, 7, 8< − 83.5, 4, 2.5<  
82.5, 3, 5.5<  
Exp@%D  
812.182493960703473, 3, 244.69193226422038<  
Exp@%D êê N 
8195339.42408031868, 5.284913114854919×108, 1.8550514042316475×10106<  
Exp@%%%D êê N 
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812.182493960703473, 20.085536923187664, 244.69193226422038<  
 

8.2. OSNOVNE OPERACIJE SA VEKTORIMA I 
MATRICAMA 

 
Vektor je jednodimezionalna lista brojeva. Skalarni proizvod vektora a i b 
se mo~ze izra~unati pomo}u izraza a.b, a vektorski izrazom Cross[a,b].  
Matrice su dvodimenzionalne liste brojeva. 
 

VectorQ[expr] True ako je expr vektor, ina~e False 
MatrixQ[expr] True ako je expr matrica, ina~e False 
Dimensions[expr] dimenzije vektora ili matrice 

VectorQ@8a, b, c<D  
True 
VectorQ@x+ yD  
False 
Dimensions@81, 2, 3<, 83, 2, 1<D  
Dimensions::innf :  

Non−negative integer or Infinity expected at position 2 in Dimensions@81,2,3<,83,2,1<D. 
Dimensions@81, 2, 3<, 83, 2, 1<D  
Dimensions@881, 2, 3<, 83, 2, 1<<D  
82, 3<  
 

Veliki broj ugra|enih funkcija se mo`e primeniti posebno na svaki element 
liste. 
 

Log@8a, b, c<D  
8Log@aD, Log@bD, Log@cD<  
Log@81, 2, 3<D  
80, Log@2D, Log@3D<  
N@Log@81, 2, 3<DD  
80., 0.6931471805599453, 1.0986122886681098<  
8a, b< +81, 2<  
81+ a, 2 + b<  
1+ 8a, b<  
81+ a, 1 + b<  
8a, b< + c  
8a+ c, b + c<  
k 8a, b<  
8a k, b k<  
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8a, b< + p  
8a+ p, b + p<  
%ê. p→ 8c, d<  
88a+ c, a + d<, 8b + c, b + d<<  
 

c v ,   c m 
mno`enje svih elemenata vektora v ili matrice m  
skalarom c 

v.v, v.m, m.m mno`enje vektora ili matrica 
MatrixPower[m, 
n] 

n-ti stepen matrice m 

Det[m] determinanta matrice m 
Transpose[m] transponovana matrica matrice m 
Inverse[m] inverzna matrica matrice m 
Minors[m, k] minori k×k matrice m 
Tr[m] trag matrice m 

Det@88a, b<, 8c, d<<D  
−b c + a d  
m = Array@a, 83, 3<D  
88a@1,1D,a@1,2D,a@1,3D<, 8a@2,1D,a@2,2D,a@2, 3D<,8a@3,1D,a@3,2D, a@3,3D<<  
Det@mD  
−a@1, 3D a@2, 2D a@3, 1D +a@1, 2D a@2, 3D a@3, 1D + a@1, 3D a@2, 1D a@3, 2D −

a@1, 1D a@2, 3D a@3, 2D − a@1, 2D a@2, 1D a@3, 3D + a@1, 1D a@2, 2D a@3, 3D  
Minors@m, 2D  
88−a@1, 2D a@2, 1D+ a@1, 1D a@2, 2D,

−a@1, 3D a@2, 1D+ a@1, 1D a@2, 3D, −a@1, 3D a@2, 2D +a@1, 2D a@2, 3D<,
8−a@1, 2D a@3, 1D+ a@1, 1D a@3, 2D, −a@1, 3D a@3, 1D +a@1, 1D a@3, 3D,

−a@1, 3D a@3, 2D+ a@1, 2D a@3, 3D<, 8−a@2, 2D a@3, 1D +a@2, 1D a@3, 2D,
−a@2, 3D a@3, 1D+ a@2, 1D a@3, 3D, −a@2, 3D a@3, 2D +a@2, 2D a@3, 3D<<  

Sum@m@@i, iDD, 8i, 2<D  
a@1, 1D +a@2, 2D  
 

8.3. ^LANSTVO U LISTI 
 
^lanstvo elementa u listi se ispituje na vi{e razli~itih na~ina. 
 

Position[lista, expr] 
lista pozicija u kojima se izraz expr nalazi u listi 
lista 

Count[lista, expr] broj pojavljivanja expr u lista 
MemberQ[lista, testira da li je expr element liste lista 
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expr] 
FreeQ[lista, expr] True ako se expr ne nalazi u listi lista 

 

Position@8a, b, c, d<, aD  
881<<  
Position@8a, b, c, a, d<, aD  
881<, 84<<  
Count@8a, b, c, a, d<, aD  
2 
MemberQ@8a, b, c, a, d<, aD  
True 
m = IdentityMatrix@3D  
881, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<  
FreeQ@m, 0D  
False 
Position@m, 0D  
881, 2<, 81, 3<, 82, 1<, 82, 3<, 83, 1<, 83, 2<<  

 

8.4. RE[AVANJE LINEARNIH SISTEMA 
 
Sistem linearnih jedna~ina se zadaje eksplicitno u formi ls==ds, ili se 
posmatra se u matri~noj formi m.x=b, gde je m matrica, a x je vektor 
promenljivih. 
 

Solve[ls==ds, x] re{avanje jedna~ine ls==ds po x 
LinearSolve[m, 
b] 

odre|ivanje vektora x kojim se re{ava matri~na 
jedna~ina m.x=b 

NullSpace[m] 
lista razli~itih vektora ~ije linearne kombinacije 
zadovoljavaju  matri~nu jedna~inu m.x=0 

RowReduce[m] upro{}ena forma matrice m, dobijena linearnim 
transformacijama vrsti 

 
m = 881, 5<, 82, 14<<  
881, 5<, 82, 14<<  
m.8x, y< 8a, b<  
8x+ 5 y, 2 x + 14 y< == 8a, b<  
Solve@%, 8x, y<D  
::x →

1
4
H14 a −5 bL, y →

1
4
H−2 a+ bL>>

 
Det@mD  
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4 
LinearSolve@m, 8a, b<D  
: 1

4
H14 a −5 bL,

1
4
H−2 a+ bL>

 
NullSpace@mD  
8<  
 

8.5. SOPSTVENI VEKTORI I SOPSTVENE VREDNOSTI 
 
MATHEMATICA poseduje slede}e standardne funkcije za re{avanje problema 
sopstvenih vrednosti matrica:  
 

Eigenvalues[m] lista sopstvenih vrednosti matrice m 
Eigenvectors[m] lista sopstvenih vektora matrice m 

Eigensystem[m] lista elemenata oblika   
{{sopstvene_vrednosti}, {sopstveni_vektori}}  

Eigenvalues[N[m, 
k]] 

numeri~ke vrednosti sopstvenih vrednosti sa k 
decimala preciznosti 

 

m = 882.3, 3.4<, 84.5, 5.6<<  
882.3, 3.4<, 84.5, 5.6<<  
Eigenvalues@mD  
88.195291509425472, −0.2952915094254718<  
Eigenvectors@mD  
88−0.4995979013302471,−0.8662574311291146<,8−0.7948887021812828,0.6067552646203869<< 
Eigensystem@mD  
888.195291509425472,−0.2952915094254718<,
88−0.4995979013302471,−0.8662574311291146<,8−0.7948887021812828,0.6067552646203869<<< 

 

8.6. KONSTRUKCIJA TABELA VREDNOSTI 
Tabele vrednosti mogu biti generisane kao vektori, matrice ili indeksirani 
objekti. 
 

Table[f, {imax}] lista vrednosti {f[1], ..., f[imax]} 

Table[f, {i, imax}] 
lista vrednosti funkcije f  za i od 1 do 
imax 

Table[f, {i, imin, imax}] 
lista vrednosti funkcije f za i od imin 
do imax 

Table[f, {i, imin, imax, di}] kao prethodno, sa korakom di 
Table[f, {i, imin, imax}, 
               {j,jmin,jmax},...]  generi{e vi{edimenzionalnu tabelu  
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TableForm[lista] prikazuje listu u tabelarnoj formi 
Table[0, {m}, {n}] nula matrica dimenzije m¥n 
Table[If[i>=j, 1, 0], {i, m}, {j, 
n}] donja trougaona matrica 

Table[If[i<=j, 1, 0], {i, m}, {j, 
n}] gornja trougaona matrica 

Array[a, n] vektor du`ine n sa elementima 
{a[1],...,a[n]} 

Array[a, {m, n}] m¥n matrica ~iji je (i,j) element 
jednak a[i, j] 

Range[n] kreira listu {1, 2 ,..., n} 
Range[n1, n2] kreira listu {n1, n1+1, ..., n2} 
Range[n1, n2, d] kreira listu {n1, n1+d, ..., n2} 
ColumnForm[lista] prikazuje elemente liste u koloni 
IdentityMatrix[n] jedini~na n¥n matrica 

DiagonalMatrix[list] 
generi{e dijagonalnu matricu sa 
elementima iz liste list na glavnoj 
dijagonali 

 

m = Table@i− j, 8i, 2<, 8j, 2<D  
880, −1<, 81, 0<<  
m@@1DD  
80, −1<  
m@@1, 2DD  
−1  
TableForm@mD  
0 −1
1 0  
Table@x^i+ 2i, 8i, 5<D  
82+ x, 4 + x2, 6+ x3, 8 + x4, 10 + x5<  
Table@If@i≤ j, 1, 0D, 8i, 2<, 8j, 2<D  
881, 1<, 80, 1<<  
Array@p, 83, 2<D  
88p@1, 1D, p@1, 2D<, 8p@2, 1D, p@2, 2D<, 8p@3, 1D, p@3, 2D<<  
DiagonalMatrix@8a, b, c<D  
88a, 0, 0<, 80, b, 0<, 80, 0, c<<  
 

9. FUNKCIONALNE OPERACIJE 
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9.1. IMENA FUNKCIJA KAO IZRAZI 
 
U izrazima oblika f[x,y,...] "ime funkcije" f je izraz, i mogu se nad njim 
izvr{avati razli~ite operacije. Ovakva sposobnost da se imena funkcija 
tretiraju kao i ostali tipovi izraza je zna~ajna posledica mogu}nosti 
MATHEMATICA u simboli~koj obradi podataka. Postoje i funkcije koje 
predstavljaju funkcionalne operacije, i koje mogu da manipuli{u ne samo sa 
obi~nim tipovima podataka, ve} i sa funkcijama. 
f@xD+ f@1− xD ê. f→ g           
(* Mogu se zameniti imena funkcija koriste}i pravila transformacija *) 
g@1− xD + g@xD  
p1= p2; p1@x, yD                   (* Dodeljivanje imena funkciji *) 
p2@x, yD  
pf@f_, x_D:= f@xD + f@1− xD      
(*Definicija funkcije koja koristi ime funkcije kao argument*)} 
pf@Log, qD                    
(*Poziv koristi Log kao stvarni parametar.*)     
Log@1− qD + Log@qD  
 

Standardna funkcija InverseFunction koristi drugu funkciju kao argument, a 
rezultat je inverzna funkcija argumenta. 
InverseFunction@ArcSinD  
Sin 
% x 
Sin x 
%@xD                 (*Funkcija kao rezultat se moze primenjivati *) 
HSin xL@xD  
InverseFunction@fD@xD  
fH−1L@xD  
 

9.2. REPETITIVNO KORI[]ENJE FUNKCIJA 
 
Funkcija kao argument mo`e biti primenjena vi{e puta u jednom pozivu 
neke druge funkcije. 
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Nest@f, x, 4D  
f@f@f@f@xDDDD  
NestList@f, x, 4D  
8x, f@xD, f@f@xDD, f@f@f@xDDD, f@f@f@f@xDDDD<  
recip@x_D:= 1êH1+ xL  
Nest@recip, x, 3D         (* Iterativno kori{}enje funkcije Recip pomo}u Nest *) 

1

1 + 1
1+ 1

1+x  
 

Funkcije Nest i NestList su pogodne za iterativnu primenu funkcija. 
newton[x_]:=N[1/2 (x+3/x)] 
General::spell1 :  

Possible spelling error: new symbol name "newton" is similar to existing symbol "Newton". 
NestList@newton, 1.0, 5D  
81., 2., 1.75, 1.7321428571428572, 1.7320508100147274, 1.7320508075688774<  
NestList@newton, 1.0D  
NestList::argrx :  NestList called with 2 arguments; 3 arguments are expected.  
NestList@newton, 1.D  
FixedPoint@newton, 1.0D  
1.7320508075688772 
FixedPoint@newton, 5.0D  
1.7320508075688774 
FixedPointList@newton, 1.0D  
81., 2., 1.75, 1.7321428571428572,
1.7320508100147274, 1.7320508075688774, 1.7320508075688772<  

 
Funkcionalne operacije Nest i NestList koriste funkciju od jednog 
argumenta, i primenjuju je repetitivno. U svakom koraku se koristi rezultat 
iz prethodnog koraka.  
Korisno je da se ova mogu}nost generalizuje na dvoargumentne funkcije. 

Nest[f,x,n] primeniti funkciju f uzastopno n puta na x; rezultat je 
f[f[...f[x]...]] 

NestList[f,x,n] generisati listu {x,f[x],f[f[x]], ,f[f[... f[x]...]]}. 

FixedPoint[f,x] primenjivati funkciju f sve dok se rezultat menja; 
rezultat je poslednja primena funkcije 

FixedPointList[f,x
] 

generisati listu {x,f[x],f[f[x]],...}; zaustaviti se kada 
se rezultat vi{e ne menja 

FixedPoint[f,x, 
SameTest->comp] 

zaustaviti se kada funkcija comp primenjena na dve 
sukscesivne transformacije daje True 
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FoldList[f,x,{a,b,}
] 

generi{e listu {x,f[x,a],f[f[x,a],b],...} 

Fold[f,x,{a,b,}] poslednji element liste generisan sa 
FoldList[f,x,{a,b,}] 

 

FoldList@f, x, 8a, b, c<D  
8x, f@x, aD, f@f@x, aD, bD, f@f@f@x, aD, bD, cD<  
Fold@f, x, 8a, b, c<D  
f@f@f@x, aD, bD, cD  
FoldList@Plus, 0, 8a, b, c<D  
80, a, a + b, a +b + c<  
FoldList@Plus, x, 8a, b, c<D  
8x, a +x, a+ b + x, a + b+ c + x<  
 

Primer. Koriste}i funkcije definisane na slede}i na~in 
nextdigit[a_,b_]:=10a+b 
broj[listacifara_]:=Fold[nextdigit,0,listacifara]  
dobija se 
broj[{1,3,5,2}] 
1352  

 

9.3. PRIMENA FUNKCIJA NA LISTE I OSTALE IZRAZE 
 
U izrazima oblika f[{a,b,c,}] funkcija f koristi listu kao svoj argument. 
^esto puta je potrebno da se funkcija primeni direktno na elemente liste, a 
ne na celu listu. To se u MATHEMATICA mo`e pisati koriste}i Apply. 
 

Apply[f,{a,b,...}] rezultat je f[a,b,...] 
Apply[f,expr] ili f @@ expr primeniti f na top nivo izraza expr 

Apply[f,expr,lev] 
primeniti f na specificirane nivoe u izrazu 
expr 

 

Apply@f, 8a, b, c<D  
f@a, b, cD  
Apply@Plus, 8a, b, c<D  
a+ b + c  
sval@l_D:= Apply@Plus, lDêLength@lD  
sval@81, 2, 3<D  
2 
Apply@List, a+ b+ cD  
8a, b, c<  
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m = 88a, b, c<, 8b, c, d<<  
88a, b, c<, 8b, c, d<<  
Apply@f, mD  
f@8a, b, c<, 8b, c, d<D  
Apply@f, m, 81<D  
8f@a, b, cD, f@b, c, dD<  
Apply@f, m, 80, 1<D  
f@f@a, b, cD, f@b, c, dDD  
Apply@f, m, 81, 2<D  
8f@a, b, cD, f@b, c, dD<  
 

9.5. PRIMENA FUNKCIJA NA DELOVE IZRAZA 
 
^esto puta je potrebno da se funkcija primeni posebno na svaki element 
liste. Rezultati te primene mogu biti grupisani na razli~ite na~ine. Naj~e{}e 
se rezultati primene grupi{u u listu. To se mo`e u~initi funkcijom Map: 

Map[f, {a,b,...}] ={f[a], f[b], ...} 
Map@f, 8a, b, c<D  
8f@aD, f@bD, f@cD<  
Funkcija Map koristi se ~esto u kombinaciji sa funkcijom Head: 

Map[f  ,head[a,b, ...]]=head[f[a] ,f[b], ...] 
Map@f, Head@a, b, cDD  
Head::argx :  Head called with 3 arguments; 1 argument is expected.  
Head::argx :  Head called with 3 arguments; 1 argument is expected.  
Head@f@aD, f@bD, f@cDD  
take2@l_D:= Take@l, 2D  
Map@take2, 881, 3, 4<, 83, 4, 5<, 84, 4, 5, 6<<D  
881, 3<, 83, 4<, 84, 4<<  
Map@f, a+ b+ cD  
f@aD+ f@bD + f@cD  
Map@f, Plus@a, b, cDD  
f@aD+ f@bD + f@cD  
Map@Sqrt, q@x^2, x^3DD  
qB" x2, " x3 F  
m = 88a, b, c<, 8b, c, d<<  
88a, b, c<, 8b, c, d<<  
Map@f, mD  
8f@8a, b, c<D, f@8b, c, d<D<  
 



 

 

89  

 

U primeni funkcije Map mo`e se koristiti specifikacija nivoa u kojima se 
zahteva primena funkcionalnog argumenta. Na taj na~in se dobijaju razli~iti 
oblici pozivanja funkcije Map ili neke njene modifikacije. 
 

Map[f,expr]  ili  f/@ expr 
primeniti f na delove u prvom nivou izraza 
expr 

MapAll[f,expr] ili 
f//@expr 

primeniti f na sve delove izraza expr 

Map[f, expr,lev] 
primeniti f na delove izraza expr koji su 
specificirani sa lev 

 

MapAll@f, mD  
f@8f@8f@aD, f@bD, f@cD<D, f@8f@bD, f@cD, f@dD<D<D  
Map@f, m, 81, 2<D  
8f@8f@aD, f@bD, f@cD<D, f@8f@bD, f@cD, f@dD<D<  
Map@f, m, 81, 2<, 82, 3<D  
Map::nonopt :  Options expected Hinstead of 82,3<L beyond position 3 in

Map@f,88a, b,c<,8b,c, d<<,81,2<,82,3<D. An option must be a rule or a list of rules. 
Map@f, 88a, b, c<, 8b, c, d<<, 81, 2<, 82, 3<D  
Map@f, mD  
8f@8a, b, c<D, f@8b, c, d<D<  
Map@f, m, Heads→ TrueD  
f@ListD@f@8a, b, c<D, f@8b, c, d<DD  
 

Funkcija MapAt se defini{e na slede}i na~in: 
MapAt[f, expr, {{i1,j1,..},{i2,j2,..},..}] = {f[expr[[i1,j1,...]]], 

,f[expr[[i2,j2,...]]], ...} 
MapAt@f, m, 881, 2<, 82, 3<<D  
88a, f@bD, c<, 8b, c, f@dD<<  
MapAt@f, m, 881, 2<, 882<, 83<<<D  
MapAt::psl :  

Position specification 882<,83<< in MapAt@f,88a,b,c<,8b, c,d<<,881,2<,882<, 83<<<D
is not an integer or a list of integers.  

MapAt@f, 88a, b, c<, 8b, c, d<<, 881, 2<, 882<, 83<<<D  
MapAt@f, 88a, b, c<, 8b, c, d<<, 881, 2<, 882<, 83<<<D  
MapAt::psl :  

Position specification 882<,83<< in MapAt@f,88a,b,c<,8b, c,d<<,881,2<,882<, 83<<<D
is not an integer or a list of integers.  

MapAt@f, 88a, b, c<, 8b, c, d<<, 881, 2<, 882<, 83<<<D  
MapAt@f, 8a, b, c, d<, 882<, 83<<D  
8a, f@bD, f@cD, d<  
t= 1+ H3+ xL^2êx  
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1+
H3 +xL2

x  
FullForm@tD  
Plus@1, Times@Power@x, −1D, Power@Plus@3, xD, 2DDD  
MapAt@f, t, 882, 1, 1<, 82, 2<<D  
1+

f@H3 +xL2D
f@xD  

 

MapIndexed[f,expr] 
primeniti f na elemente izraza, pri ~emu je drugi 
element funkcije f jednak poziciji svakog od tih 
elemenata 

MapIndexed[f,expr,lev
] 

primeniti f na specificirane nivoe, pri ~emu su 
sukcesivni argumenti funkcije f dati listama 
indeksa za svaki deo 

 

MapIndexed@f, 8a, b, c<D  
8f@a, 81<D, f@b, 82<D, f@c, 83<D<  
MapIndexed@f, 88a, b<, 8c, d<<, 2D  
8f@8f@a, 81, 1<D, f@b, 81, 2<D<, 81<D, f@8f@c, 82, 1<D, f@d, 82, 2<D<, 82<D<  
 

Funkcija Map dozvoljava da se funkcija od jednog argumenta primeni na 
delove izraza. Me|utim, mo`e se primeniti vi{e argumenta funkcija vi{e 
puta na odgovaraju}e delove nekoliko razli~itih izraza. 
 

MapThread[f, {expr1,expr2,...}] 
primeniti f na odgovaraju}e 
elemente u svakom izrazu expr1,, ... 

MapThread[f, {expr1,expr2,...}, 
level] 

primeniti f na delove izraza  
expr1,... u specificiranim nivoima 

 

MapThread@f, 88a, b, c<, 8ap, bp, cp<<D  
8f@a, apD, f@b, bpD, f@c, cpD<  
MapThread@f, 88a, b, c<, 8ap, bp, cp<, 8app, bpp, cpp<<D  
8f@a, ap, appD, f@b, bp, bppD, f@c, cp, cppD<  
MapThread@f, 8a+ b+ c, d+ e+ f<D  
MapThread::mptd :  Object a + b + c at position 82, 1< in

MapThread@f, 8a + b + c, d + e + f<D has only 0 of required 1 dimensions.  
MapThread@f, 8a +b + c, d + e +f<D  
 

Scan[f,expr] primeniti f na svaki element iz expr, bez generisanja 
novog rezultata 

Scan[f,expr, lev] 
primeniti f na delove izraza expr koji su specificirani 
sa lev 
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Scan@Print, 8a, b, c<D  
a 
b 
c 
Scan@Print, a+ x^2, InfinityD  
a 
x 
2 
x2

 
 

9.6.  ^ISTE FUNKCIJE 
 
Kada se koriste funkcionalne operacije kakve su Nest i Map, uvek se mora 
specificirati funkcija koja se primenjuje. U gore navedenim primerima za 
specifikaciju funkcije ja kori{}eno "ime" funkcije. ^iste funkcije 
dozvoljavaju da se defini{u funkcije koje mogu da se primene kao 
argumenti, bez davanja eksplicitnog imena funkciji.  Postoji nekoliko zapisa 
~istih funkcija: 
 

Function[x,body] ~ista funkcija u kojoj se x zamenjuje 
zadatim argumentom 

Function[{x1,...,xn},body
] 

~ista funkcija u kojoj se koristi nekoliko 
argumenata 

body& ~ista funkcija u kojoj su argumenti specificirani 
sa  # ili # 1, # 2, … 

 
h@x_D:= f@xD+ g@xD       (* Definicija funkcije h *) 
Map@h, 8a, b, c<D        (* Koristi se ime definisane funkcije u Map *) 
8f@aD+ g@aD, f@bD + g@bD, f@cD + g@cD<  
Map@f@#D+ g@#D &, 8a, b, c<D   
(* Isti se rezultat mo`e dobiti pomocu cistih funkcija*) 
8f@aD+ g@aD, f@bD + g@bD, f@cD + g@cD<  
Function@x, x^2D                      
(* ^ista funkcija koja postavlja operaciju kvadriranja*) 
Function@x, x2D        
%@nD  
n2

 
Map@Function@x, x^2D, a+ b+ cD  
a2 + b2 + c2

 
Nest@Function@g, 1êH1+ gLD, x, 3D  
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1

1 + 1
1+ 1

1+x  
 

9.7. IZGRADNJA LISTI IZ FUNKCIJA 
 
Rezultati uzastopne primene funkcija mogu biti zapam}eni kao indeksirani 
objekti ili kao specifi~ne liste. 
 

Array[f,n] generi{e listu {f[1],...,f[n]} 

Array[f,{n1,n2,...}] 
generi{e n1×n2×... ugne`denu listu, ~iji je 
element [[i1,i2, ,...]]  jednak   
f[[i1,i2,,...,]],  i1=1,...,n1;..., i2=1,...,n2  

NestList[f,x,n] 
generi{e listu oblika {x,f[x],f[f[x]],...} du`ine 
n  

Foldlist[f,x,{a,b,...}] generi{e listu {x,f[x,a],f[f[x,a],b],...}  
Compose[{f1,f2,...},x] generi{e listu {x,f1[x],f2[f1[x]],...} 

 

Array@p, 5D  
8p@1D, p@2D, p@3D, p@4D, p@5D<  
Table@p@iD, 8i, 5<D  
8p@1D, p@2D, p@3D, p@4D, p@5D<  
m=.  
Array@m, 82, 3<D  
88m@1, 1D, m@1, 2D, m@1, 3D<, 8m@2, 1D, m@2, 2D, m@2, 3D<<  

 

9.8. FUNKCIJE KAO OPERATORI 
 
Funkcija f[x] se mo`e posmatrati kao primena operatora f na izraz x. 
Tako|e,izraz oblika f[g[x]] se mo`e posmatrati kao primena kompozicije 
operatora f  i g na izraz x. 
 

Composition[f,g,...] kompozicija funkcija f,g,...  
InverseFunction[f] inverzna funkcija za f 
Identity identi~na funkcija. 

 

Composition@f, g, hD  
Composition@f, g, hD  
InverseFunction@%D  
Composition@hH−1L, gH−1L, fH−1LD  
Function@x, x^2D@a+ bD  
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Ha+ bL2
 

 
 

9.9. STRUKTURNE OPERACIJE 
 
MATHEMATICA sadr`i neke mocne funkcije za izmenu strukture izraza. 
 

Sort[expr] 
sortirati elemente liste ili drugog izraza u standardni 
poredak 

Sort[expr,pred] sortirati izraz expr koriste}i funkciju pred 

OrderedQ[expr] 
rezultat je True ako su elementi u expr u 
standardnom poretku, ina~e False  

Order[expr1,expr2] 
rezultat je 1 ako je expr1 pre expr2 u standardnom 
poretku, ina~e -1 

 

Funkcija Sort[expr]  se koristi ne samo za sortiranje listi, ve} i proizvoljnih 
izraza, sa proizvoljnom glavom. 
Sort@f@c, a, bDD  
f@a, b, cD  
f@List@c, a, bDD  
f@8c, a, b<D  
Sort@85.1, 8.2<, H#2< #1L&D  
88.2, 5.1<  
 

Funkcija Distribute dozvoljava da se u izrazima primene svojstva 
distributivnosti i linearnosti. 
 

Distribute[f[a+b+...,c+d+...,...
]] 

Distribucija f u odnosu na +, a rezultat je  

f[a,,c,...]+ f[b,d,...]+ ...  

Distribute[f[args],g] 
Distribucija f u odnosu na argumente koji 
imaju glavu g 

Distribute[expr,g,f] 
Distribucija f u odnosu na izraze sa 
glavom g 

Distribute[expr,g,f,gp,fp] 
Distribucija f u odnosu na g, zamenjuju}i 
ih sa fp i gp respektivno 

 
Distribute@f@a+ bDD  
f@aD+ f@bD  
Distribute@f@a+ b, c+ dDD  
f@a, cD +f@a, dD+ f@b, cD + f@b, dD  
Distribute@f@8a, b<, 8c, d<D, ListD  
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8f@a, cD, f@a, dD, f@b, cD, f@b, dD<  
Distribute@8a, b<, 8c, d<D  
8c, d<@8a, b<D  
Distribute@f@8a, b<, 8c, d<DD  
f@8a, b<, 8c, d<D  
Distribute@f@8a, b<, 8c, d<D, List, fD  
8f@a, cD, f@a, dD, f@b, cD, f@b, dD<  
Distribute@f@8a, b<, 8c, d<D, List, f, gp, fpD  
gp@fp@a, cD, fp@a, dD, fp@b, cD, fp@b, dDD  
 

Thread[f[{a1,a2,...},{b1,b2,...},...
]] 

rezultat je lista {f[a1,b1, ...],f[a2,b2,, 
...]} 

Thread[f[args],g] primenjuje Thread na objektima  u 
args koji imaju glavu g 

 

Thread@f@8a1, a2<, 8b1, b2<DD  
8f@a1, b1D, f@a2, b2D<  
Thread@f@8a1, a2<, 8b1, b2<, c, dDD  
8f@a1, b1, c, dD, f@a2, b2, c, dD<  
Log@x yD  
Log@x == yD  
Thread@%, EqualD  
Log@xD == Log@yD  

 

9.10. [ABLONI 
 
[abloni (patterns) se koriste za reprezentaciju klasa izraza. Primer {ablona 
je izraz f[_], {to ozna~ava klasu izraza oblika f[bilocega]. Na taj na~in, 
mnoge operacije u MATHEMATICA mogu da se izvr{e ne samo na 
pojedina~nim izrazima, ve} na ~itavim klasama izraza. 
 

f[n_] f sa proizvoljnim argumentom, sa imenom n 
f[n_,m_] f sa dva argumenta, koji su imenovani n i m 
x^n_  x sa eksponentom proizvoljnog tipa, koji je imenovan sa n 
x_^ n_  proizvoljan izraz i proizvoljan eksponent 
a_+b_  suma dva proizvoljna izraza  
{a_,b_} lista dva proizvoljna izraza  
f[n_,n_] f sa dva identi~na argumenta 

 

f@8a, b<D + f@cD ê.f@8x_, y_<D→ p@x+ yD  
f@cD+ p@a + bD  
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g@list_D:= Part@list, 1D^Part@list, 2D  
g@8x, y<D  
xy

 
81, x, x^2, x^3< ê. x^n_ −> r@nD  
81, x, r@2D, r@3D<  
81, x, x^2, x^3< ê. x^n −> r@nD  
81, x, x2, x3<  
8aêb, 1êb^2< ê. b^n_→ d@nD  
8a d@−1D, d@−2D<  
 

9.11. NALA@ENJE IZRAZA KOJI VR[E SLAGANJE 
[ABLONA 

 
Slaganje {ablona je pojam koji odgovara ~uvenoj unifikaciji u programskom 
jeziku PROLOG. 
 

Cases[list,form] elementi iz list koji se sla`u sa form  
Count[list,form] broj elemenata u list koji se sla`u sa form 

Position[list,form;{l}] 
pozicije elemenata u listi list koji se sla`u sa 
form  

Select[list,test] elementi iz list za koje test daje test 
 

Cases@83, 4, x, x^2, x^3<, x^_D  
8x2, x3<  
Count@83, 4, x, x^2, x^3<, x^_D  
2 
 

Cases[expr,lhs->rhs] 
elementi u expr koji se sla`u sa lhs; rezultat je 
lista rezultata uz primenu pravila 
transformacije 

Cases[expr,lhs-
>rhs,lev] 

testira delove iz expr u nivoima specificiranim 
sa lev  

Count[expr,form,lev] 
broj delova koji se sla`u sa form u nivoima 
specificiranim sa lev  

Position[expr,form,lev
] 

daje pozicije delova koji se sla`u sa form u 
nivoima specificiranim sa lev 

 

Cases@83, 4, x, x^2, x^3<, x^n_→ nD  
82, 3<  
Cases@83, 4, x, x^2, x^3<, _Integer, InfinityD  
83, 4, 2, 3<  
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Cases@83, 4, x, x^2, x^3<, _Integer−> InfinityD  
8∞, ∞<  
 

DeleteCases[expr,form] bri{e elemente iz expr koji se sla`u sa form 
DeleteCases[expr,form,lev
] 

bri{e delove iz expr koji se sla`u sa form a 
nalaze se u nivoima specificiranim sa lev 

 

DeleteCases@83, 4, x, x^2, x^3<, x^n_D  
83, 4, x<  
(* Brisanje svih celih brojeva na bilo kom nivou *) 
DeleteCases@83, 4, x, x^2, x^3<, _Integer, InfinityD  
8x, x, x<  
DeleteCases@83, 4, x, x+ 2, x+ 3<, _Integer, InfinityD  
8x, x, x<  

 

9.12. IMENOVANJE DELOVA [ABLONA 
 
Imena za delove {ablona ~esto se koriste u pravilima transformacije. 
Objekat oblika x_ stoji umesto proizvoljnog izraza, pri ~emu se izraz 
imenuje sa x. Ovo ime se mo`e koristiti na desnoj strani pravila 
transformacije. Izraz f[x_,x_] ozna~ava izraz sa glavom f u kome su 
argumenti isti. Izraz f[_,_] ozna~ava izraz sa glavom f u kome su argumenti 
proizvoljni. 
 

_  proizvoljni izraz 
x_  proizvoljni izraz, imenovan x  
x:pattern izraz imenovan x, koji se sla`e sa obrascem pattern. 

 

8f@a, aD, f@a, bD< ê.f@x_, x_D → p@xD  
8p@aD, f@a, bD<  
f@a^bD ê.f@x: _^_D→ p@x, nD  
p@ab, nD  
f@a^bD ê.f@x: _^_D→ p@xD  
p@abD  
f@a^bD ê.f@x: _^n_D→ p@x, nD  
p@ab, bD  
8a, 4, 5, b< ê.x_Integer → p@xD  
8a, p@4D, p@5D, b<  

 

9.13. SPECIFICIRANJE TIPOVA IZRAZA U {ABLONIMA 
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Specifikacija tipova izraza prikazana je u slede}oj tabeli: 
 

x_ h  izraz ~ija je glava h  
x_ Integer ceo broj 
x_ Real realni broj 
x_ Complex kompleksni broj 
x_ List lista  
x_ Symbol simbol 

 
 
gama@4D+ gama@xD  
6+ gama@xD  
gama@4.D  
gama@4.D  
d@x_^n_IntegerD := nx^Hn− 1L  
d@x^4D + d@Ha+ bL^3D + d@x^H1ê2LD  
3 Ha+ bL2 + 4 x3 +dAèxE  

 

9.14. POSTOJANJE OGRANI^ENJA NA [ABLONE 
 
MATHEMATICA obezbeuje generalni mehanizam za specificiranje uslova u 
{ablonima. Taj mehanizam je oblika /;condition, i stavlja se na kraj {ablona. 
Njime se ozna~ava da se slaganje {ablona primenjuje samo kada je vrednost 
izraza condition jednaka True. 
 

pattern/; condition 
{ablon pattern koji se sla`e samo kada je uslov 
condition ispunjen 

lhs->rhs/; condition 
pravilo koje se primenjuje samo kada je uslov 
condition ispunjen 

lhs:=rhs/;condition 
definicija koja se primenjuje samo kada je uslov 
condition ispunjen 

 

fac@n_ê; n> 0D:= n!  
fac@6D+ fac@−4D  
720+ fac@−4D  
Cases@83, −4, 5, −2<, x_ê; x< 0D  
8−4, −2<  
fac@n_D:= n! ê; n> 0  
fac@6D+ fac@−4D  
720+ fac@−4D  
v@x_, 1− x_D := p@xD  
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v@a^2, 1− a^2D  
p@a2D  
v@4, −3D  
v@4, −3D  
w@x_, y_D:= p@xD ê; y 1− x  
w@4, −3D  
p@4D   
 

Korisni~ke funkcije se mogu dodati u globalno okru`enje. Na primer, mo`e 
se dodati funkcija koja kvadrira svoj argument: 
 

f[x_ ]:=x^2  definicija funkcije f(x)=x2 
 

Definicija koja je vezana za simbol f mo`e se prikazati pomo}u izraza 
?f 
Sve definicije za f mogu se obrisati pomo}u Clear[f]. 
 

f@x_D:= x^2  
f@a+ 1D  
H1+ aL2

 
f@4D  
16 
f@3 x+ x^2D  
H3 x+ x2L2

 
Expand@f@x+ 1+ yDD  
1+ 2 x + x2 + 2 y + 2 x y+ y2

 
?f  
Global`f 
f@x_D := x2

 

Imena koja se koriste za funkcije u MATHEMATICA su samo simboli. Zbog 
toga bi trebalo izbegavati kori{}enje imena koja po~inju velikim slovima, da 
bi se izbegle eventualne konfuzije sa ugra|enim funkcijama u 
MATHEMATICA. 
h@x_, y_D:= Hx− yL^2êy   
(* Korisni~ke funkcije mogu imati proizvoljan broj argumenata *) 
2+ h@x, 3.5D             
(* Funkcija h se koristi kao i svaka ugra|ena funkcija *)               
2+ 0.2857142857142857H−3.5 +xL2

 
 

Funkcije koje se defini{u u MATHEMATICA jesu u su{tini procedure koje 
izvr{avaju zadate komande. U korisni~kim funkcijama se mo`e zadati vi{e 
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koraka, odvojenih simbolima ; (semicolon). Rezultat koji se dobija iz cele 
funkcije jeste vrednost njenog poslednjeg izraza. 
exprod@n_D:= Expand@Product@x+ i, 8i, 1, n<DD  
exprod@5D  
120+ 274 x + 225 x2+ 85 x3 + 15 x4 + x5

 
cex@n_, i_D:= Ht= exprod@nD; Coefficient@t, x^iDL  
cex@5, 3D  
85 

 

9.15. PRAVILA TRANSFORMACIJE ZA FUNKCIJE 
 
Ranije je pokazano kako se mogu koristiti pravila transformacije oblika 
xv za zamenu simbola vrednostima. Me|utim, pojam pravila 
transformacije u MATHEMATICA je mnogo op{tiji. Pravila transormacije se 
mogu definisati ne samo za simbole, ve} za proizvoljne izraze. 
 

Clear@fD  
1+ f@xD + f@yD ê. x→ 3                          
(* Zameniti x sa 3 *) 
1+ f@3D + f@yD  
1+ f@xD + f@yD ê. f@xD→ p  
 (* Pravilo transformacije se mo`e  koristiti za f[x]. To nema uticaj na f[y] *) 
1+ p + f@yD  
1+ f@xD + f@yD ê. f@t_D→ t^2             
(* f[t_] je {ablon koji se  zamenjuje *) 
1+ x2 + y2

 
f@a, bD + f@c, dD ê. f@x_, y_D→ f@xD + f@yD  
f@aD+ f@bD + f@cD +f@dD  
1+ x^2+ x^4 ê.x^p_ → f@pD     
(* Pravilo transformacije za x^p_ *) 
1+ f@2D + f@4D  
 

U izrazu oblika f[x], ime funkcije f je jedan izraz, i mo`e se tretirati kao i 
svaki drugi izraz. 
f@xD+ f@1− xD ê. f→ g  
g@1− xD + g@xD   
(* Imena funkcija se mogu zameniti  koristeci pravila transformacija *) 
p1= p2; p1@x, yD  
p2@x, yD  
pf@f_, x_D:= f@xD + f@1− xD  
 (* Definise se funkcija koja ima funkciju ju kao argument *) 
pf@Log, gD  



 
 

 

100 

 

Log@1− gD + Log@gD   
(* Log je ime funkcije koja se koristi kao stvarni parametar*) 
 

10. NEKOLIKO JEDNOSTAVNIJIH PRIMERA 
 

10.1. PROGRAM ZA GENERISANJE MAGI^NOG 
KVADRATA 

 
Generisanje magi~nog kvadrata za neparan broj n mo`e se izvesti na slede}i 
na~in: 
MagicniKvadrat[n_]:= 
  Block[{m=Round[(n-1)/2],i,j,k,l}, 
   If[(Mod[n+1,2]==0)&&(n<=19)&&(n>0), 
      Print[ 
        MatrixForm[ 
           Table[k=j-i+m; 
              l=j+j-i; 
              If[k>=n,k=k-n,If[k<0,k=k+n]]; 
              If[l>n,l=l-n,If[l<=0,l=l+n]]; 
              k*n+1 , {i,n},{j,n} 
            ] ] 
        ], 
        Print["Uneli ste pogresan broj"] 
  ] ] 
  
MagicniKvadrat[5] 
11   16   21   1    6 
 6   11   16  21    1 
 1    6   11  16   21 
21    1    6  11  16 
16   21    1  6    11 
 

10.2. HORNEROVA [EMA 
 
Program za izra~unavanje vrednosti polinoma proizvoljnog stepena n za 
razli~ite vrednosti argumenta x prema Hornerovoj {emi. 
Horner[n_,a_,x_]:= 
  Block[{p}, 
    p=a[[1]]; 
    For[i=2,i<=n,i++,p=p*x+a[[i]] ]; 
     Return[{x,p}]; 
  ];  
 

In[1]:=Horner[3,{6,5,4},2.] 
Out[1]={2.,38.} 
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10.3. LAGRANGEOV INTERPOLACIONI POLINOM 
 

Vrednost Lagrangeovog interpolacionog polinoma ∑
=

=
n

k
kk xLyxP

0
)()(  za 

proizvoljnu vrednost argumenta x mo`e se izra~unati na slede}i na~in:  
lagrange[x_,y_,xarg_]:= 
  Block[{p,r.l}, 
    p=0;l=Length[x]; 
    For[j=1,j<=l,j++,r=1; 
      For[k=1,k<=l,k++, 
         If[j!=k,r=r*(xarg-x[[k]])/(x[[j]]-x[[k]])] 
      ]; 
      p=p+y[[j]]*r 
    ]; 
    Print["Lista cvorova",x,",vred. u cvor. ",y]; 
    Print["u tacki ",xarg," vred. je ",p]; 
 ]  
U programu je promenljiva x ozna~ena kao xarg. Naravno, ~vorovi xk  
moraju biti razli~iti da bi se izbeglo deljenje nulom. 
 

10.4. GAUSS-SEIDELOV METOD 
 
Neka je dat sistem linearnih jedna~ina pomo}u matri~ne jedna~ine Ax=b. 
Treba proveriti da li je matrica A dijagonalno dominantna i u slu~aju da jeste 
primeniti Gauss-Seidelov metod za dobijanje pribli`nog re{enja. Za po~etnu 
aproksimaciju uzeti vektor XP=0. Re{enje na}i sa ta~no{}u EPS=10-6 sa 
maksimalnim brojem iteracija MAX=99. 
 
gs[a_,b_]:= 
Block[{n,eps=0.000001,maxi=99,x,xp,k=0,l=0,r=1,i,j,u,s,el}, 
  n=First[Dimensions[a]]; 
  x=Table[0,{i,1,n}];  xp=Table[0,{i,1,n}]; 
  Do[u=0.; 
     Do[el=a[[i,j]]; If[i !=j,u=u+Abs[el]],    {j,1,n}], 
     If[u>Abs[a[[i,i]]],l=1], {i,1,n} 
  ]; 
  If[l==1,Print["Matrica A nije dijagonalno dominantna "], 
  While[k<maxi  r>=eps, 
     k++;    r=0; 
     Do[s=b[[i]]; 
        Do[If[j!=i, s=s-a[[i,j]]*xp[[j]]],  {j,1,n}]; 
        x[[i]]=s/a[[i,i]];  r=r+Abs[x[[i]]-xp[[i]]]; 
        xp[[i]]=x[[i]],    {i,1,n} 
     ]; 
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  ]; 
  Return[x]    
]  
 

10.5. DEKARTOV PROIZVOD 
 
Slede}om funkcijom se mo`e generi{e Dekartov proizvod dve liste. 
 
DekartovProizvod [a_,b_] :=  
 Module[(l=(), pom,pom2,i,j,n,m), 
   n=Length[a];  m=Length[b]: 
   For[i=1,i<=n,i++, 
     For[j=1,j<=m,j++, 
      pom=(Part[a,i],Part[b,j]); pom2=(Part[b,j],Part[a,i]); 
      l=Append[l,pom]; l=Append[l,pom2]; 
     ] 
   ]; 
 Return[l]; 
] 
 

10.6. AKERMANOVA FUNKCIJA 
 
Rekurzivna definicija Akermanove funkcije dobro je poznata. 
 
Aker[n_,x_,y_]:=Aker[n-1,Aker[n,x,y-1],x]; 
Aker[n_,x_,y_]:=x+1/; n==0; 
Aker[n_,x_,y_]:=x/; (n==1)&&(y==0); 
Aker[n_,x_,y_]:=0/; (n==2)&&(y==0); 
Aker[n_,x_,y_]:=1/; (n==3)&&(y==0); 
Aker[n_,x_,y_]:=2/; (n>3)&&(y==0) 
 

10.7. CIFRE KAO RE^I 
 
Slede}a funkcija generi{e listu koja sadr`i re~i koje odgovaraju ciframa datog 
broja.. 
cifra[n1_]:= 
 Module[{n=n1,c,cif,rezultat={}}, 
   While[n>0, 
      c=Mod[n,10]; 
      cif=Switch[c,0,"nula",1,"jedan",2,"dva",3,"tri", 
                 4,"cetiri",5,"pet",6,"sest",7,"sedam", 
                 8,"osam",9,"devet"]; 
      rezultat=Prepend[rezultat,cif]; n=Quotient[n,10] 
   ]; 
   Return[rezultat] 
  ] 
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10.8. VREDNOSTI HERMITEOVOG POLINOMA 
 
Slede}im programom se generi{e matrica ~iji su elementi vrednost Hermiteovih 
polinoma za dato x. 
h[0][x_]:=1-3x^2+2x^3; 
h[1][x_]:=x-2x^2+x^3; 
h[2][x_]:= -x^2+x^3; 
h[3][x_]:=3x^2-2x^3 
PraviMatricu[n_,x_]:=Module[{i}, 

 MatrixForm[Table[NestList[h[i],x,n],{i,0,3}]]] 
 

10.9. ERATOSTENOVO SITO 
 
Napraviti program za izra~unavanje prostih brojeva do zadatog broja n 
koriste}i princip Eratostenovog sita. 
pozicija[a_,b_]:= 
   Module[{l={},i}, 

For[i=1,i<=Lenght[a],i++,    
  If[Mod[a[[i]],b]==0, l=Append[l,a[[i]]] 
] ]; 
Return[l]   

   ]; 
eratosten[n_]:= 
  Module[{prom=n,b={},a,l={},i,j}, 
    a=Delete[Range[prom],1]; 
    While[a!={}, 
      l=pozicije[a,First[a]]; b=Append[b,First[a]]; 
      a=Complement[a,l] 
    ]; 
    Return[b] 
 ] 
 

11. GRAFIKA 
 

11.1. DVODIMENZIONALNA GRAFIKA 
 
Osnovna grafi~ka funkcija u MATHEMATICA je Plot. Ona iscrtava 
proizvoljnu funkciju jedne promenljive u zadatom intervalu. Pored toga 
mogu}e je i crtanje vi{e razli~itih funkcija na istom grafiku. 
 

Plot[f, {x, xmin, xmax}] 
crtanje funkcije f u zavisnosti od 
parametra x u intervalu [xmin,xmax] 
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Plot[{f1, f2, ...}, {x, xmin, 
xmax}] crtanje vi{e funkcija zajedno 

 
Postoje dva na~ina na koje MATHEMATICA mo`e da nacrta grafik funkcije 
f(x). Prvi na~in je da se funkcija prvo izvr{i, kako bi se eventualno dobio 
jednostavniji izraz, koji se zatim izra�unava nad nizom konkretnih 
vrednosti za x. Drugi na~in je da se prvo odredi niz vrednosti x, a zatim da 
se funkcija izvr{i za svaku od tih vrednosti. Ako se pozove funkcija Plot 
izrazom Plot[f,{x,xmin,xmax}], MATHEMATICA postupa na drugi na~in, tj. 
prvo bira neki niz vrednosti x iz datog intervala, a zatim izra~unava funkciju 
za svaku od njih. 
Me|utim, u nekim slu~ajevima je pogodnije da se crtanje obavi na pravi 
na~in pozivom funkcije Plot[Evaluate[f], {x, xmin, xmax}]. Tipi~an slu~aj je 
da funkcija f pomo}u funkcije Table generi{e listu funkcija koje treba 
nacrtati. Tada je mnogo br`e da se lista funkcija generi{e jednom, na 
po~etku, umesto da se funkcija Table izvr{ava za svaku novu vrednost x. 
 

Plot[f, {x, xmin, xmax}] 
prvo se bira niz vrednosti x,  zatim 
se funkcija f izra~unava za svaku od 
njih 

Plot[Evaluate[f], {x, xmin, 
xmax}] 

prvo se izvr{ava funkcija f, a zatim 
se odre�uje niz vrednosti x 

Plot[Evaluate[Table[f, ...]],  
                             {x, xmin, xmax}]

generisanje listi funkcija koje se 
crtaju zajedno na jednom grafiku. 

 

Rezultat grafi~kih funkcija je objekat -Grafics-, koji sadr`i sve podatke o 
nacrtanom grafiku. Objekat -grafics- se mo`e ponovo prikazati na ekranu 
funkcijom Show. Takoe, on se mo`e dodeliti promenljivoj, elementu niza, ili 
staviti u listu-drugim re~ima, sa njima se mo`e postupati isto kao i sa svim 
drugim objektima u MATHEMATICA. 
 

Show[%] prikazivanje grafika iz prethodne naredbe 
g=Plot[f, ...] dodeljivanje grafika simbolu g 
Show[g] prikazivanje grafika dodeljenog simbolu g 
Show[g_1, g_2, ...] prikazivanje vi{e grafika, zajedno. 

 

MATHEMATICA  sadr`i i funkcije za crtanje odre|enih grafi~kih primitiva. 
 

Point[{x, y}] ta~ka na poziciji (x,y) 

Line[{{x1, y1}, {x2, y2}, ...}] 
linija kroz ta~ke  
{x1, y1},{x2, y2}, … 
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Rectangle[{xmin, ymin},  
                               {xmax, ymax}] crtanje pravougaonika 

Polygon[{{x1, y1}, {x2, y2}, ...}] crtanje poligona 

Circle[{x, y}, r] 
krug sa centrom u (x,y) i 
polupre~nikom r 

 

11.1.1. Opcije pri radu sa dvodimenzionalnom grafikom 
 
MATHEMATICA pri crtanju grafika mora da izabere izme|u mnogih 
mogu}nosti: u kojim ta~kama }e ra~unati funkciju, kako }e nacrtati ose, i 
sli~no. U ve}ini slu~ajeva MATHEMATICA vr{i pravilan izbor i daje 
zadovoljavaju}i crte`. Ponekad je, me|utim, neophodno da korisnik sam 
podesi neke opcije, kako bi grafik dobio `eljeni izgled. 
U grafi~kim funkcijama se kao poslednji argument mo`e navesti niz pravila 
oblika opcija to vrednost, kojima se pode{avaju razne opcije. 
  

Plot[f, {x, xmin, xmax}, opcija-
>vrednost] 

crtanje grafika funkcije f, dok 
opcija uzima odre|ene vrednosti 

Show[%,opcija1->vrednost1,  
                        opcija2-> vrednost2, ...] 

prikazivanje grafika iz prethodne 
naredbe, sa pode{avanjem raznih 
opcija 

 

Jednom dobijeni grafik se mo`e ponovo prikazati na ekranu funkcijom 
Show, pri ~emu se takoe mo`e zadati niz operacija. Na taj na~in se uz malo 
eksperimentisanja mo`e dobiti lepo ure|en grafik. Slede}e opcije koje 
navodimo su opcije za dvodimenzionalne grafike, koje deluju u funkcijama 
Plot, ListPlot i ParametricPlot. 
 

AspectRatio 1/GoldenRatio odnos visine i {irine grafika 
Axes True iscrtavanje koordinantnih osa 
AxesLabel None oznake za koordinantne ose 
AxesOrigin Automatic ta~ka u kojoj se seku koordinantne ose 
Frame False iscrtavanje okvira oko grafika 
FrameLabel None oznake za okvir 
FrameTics Automatic koordinate koje treba obele`iti  na okviru 
GridLines None iscrtavanje pomo}nih linija 
PlotJoined False spajanje ta~aka na grafiku 
PlotLabel None naslov grafika 

PlotPoints 25 najmanji broj ta~aka u kojima se ra~una 
vrednost funkcije 

PlotRange Automatic oblast grafika koji se prikazuje 
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Ticks Automatic koordinate koje treba obele`iti na 
koordinantnim osama 

 
UnderbarAspectRatio odre|uje odnos ozmeu {irine i visine grafika 

 

U graficima parametarski zadanih krivih se vrednost obi~no postavlja na 
Automatic, da bi krive imale svoj "prirodni" izgled. Tada se pri iscrtavanju 
grafika odnos {irine i visine postavlja tako da jedini~na du` ima istu du`inu i 
po x i po y osi. 
 

1/GoldenRatio standardna vrednost za funkciju Plot 

Automatic odnos {irine i visine se odre|uje iz apsolutnih x i y 
koordinata 

izraz vrednot izraza se uzima za odnos visine i {irine 
UnderbarAxes Odre|uje da li se na grafiku crtaju koordinantne ose 
True crtaju se obe koordinantne ose 
False ose se ne crtaju 
{True, False} crta se x osa, ali ne i y osa 

AxesLabel 
Odre|uje oznake koje se ispisuju na koordinantnim 
osama; kao oznaka se mo`e navesti izraz ili tekst pod 
navodnicima 

None nema oznaka 
Ylabel oznaka za y osu 
{xlabel, ylabel} xlabel je oznaka za x osu, a ylabel za y osu 
AxesOrigin odre|uje koordinate ta~ke u kojoj se seku koordinatne ose 

 

Koordinatne ose se postavljaju u koordinatni po~etak kad god je to mogu}e. 
Ukoliko to nije mogu}e, postavljaju se {to bli`e koordinatnom po~etku. 
Opcija Automatic omogu}ava da se ta~ka preseka koordinatnih osa bira 
automatski. 
 

{x0,y0} eksplictno zadata ta~ka preseka. 
underbarFrame odre|uje da li se oko grafika crta okvir. 
True okvir se crta 
False okvir se ne crta 
FrameLabel slu`i za ozna~avanje stranica okvira  
AxesLabel za obele`avanje koordinatnih osa 
None bez oznake 
{xdole,ylevo} oznake za donju i levu stranicu 
{xdole,ylevo,xgore,ydesno} oznake za sve ~etiri stranice 
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underbarFrameTicks odre|uje ta~ke koje se obele`avaju na 
stranicama okvira 

 
Na~in obele`avanja ta~aka se mo`e zadati za ceo okvir o|ednom, ili za 
svaku stranicu posebno. U drugom slu~aju se zadaje lista od ~etri elementa, 
od kojih svaki odre|uje na~in obele`avanja za po jednu stranicu okvira. 
 

None bez obele`enih ta~aka 
Automatic automatski izbor obele`enih ta~aka 
{x1,x2,...} eksplictno zadate ta~ke 
{xdole, xlevo} pazni na~ini obele`avanja donje i leve stranice 
{xdole,ylevo,xgore,ydesno} razni na~ini obele`avanja za sve stranice 

GridLines kontroli{e crtanje pomo}nih linija paralelnih 
koordinatnim osama 

 

Na~in iscrtavanja pomo}nih linija se odreuje sli~no kao kod opcije 
FrameLabel. Ukoliko se navede lista od dva elementa prvi kontroli{e 
vertikalne pomo}ne linije, a drugi horizontalne. 
 

None  bez pomo}nih linija 
Automatic  automatsko postavljanje pomo}nih linija 
{x1,x2,...}  eksplicitno zadate pozicije pomo}nih linija 
{vlines,hlines}  vlines kontroli{e vertikalne, a hlines horizontalne linije 

 

PlotJoined ima efekat u funkciji ListPlot i odre|uje  da li se susedne ta~ke 
na grafiku spajaju linijom. 
 

True  ta~ke se spajaju 
False  ta~ke se ne spajaju 

PlotLabel predstavlja naslov grafika. Kao vrednost se mo`e 
navesti bilo koji izraz ili tekst izme|u navodnika 

izraz ili "tekst"               naslov grafika 
 

t= Table@i^2, 8i, 10<D
ListPlot@tD  
81, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100<  



 
 

 

108 

 

4 6 8 10

20

40

60

80

100

 
 Graphics  
ListPlot@t, PlotJoined−> TrueD  
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PlotPoints  odre|uje najmanji broj ta~aka u kojima se ra~una vrednost 
funkcije 

 

Ako je PlotPoints=N, funkcija se ra~una u najmanje N ta~aka. Kako se 
vrednost funkcije uvek ra~una u kona~nom broju ta~aka, mogu}e je da neke 
funkcije ne}e biti ta~no nactane. Pove}anjem vrednosti PlotPoints se mo`e 
pove}ati preciznost grafika, ali tada programu MATHEMATICA treba vi{e 
vremena za ra~unanje. Opcija PlotPoints nema efekta u funkciji Show.  
 

PlotRange  defini{e oblast grafika koji se prikazuje 
 

MATHEMATICA automatski odre|uje oblast tako da grafik ne bude definisan 
sa nepotrebno mnogo ta~aka, ali zato ponekad delovi grafika ne stanu na 
crte`. Ukoliko se oblast previ{e smanji u odnosu na originalnu veli~inu, 
mo`e se dogoditi da grafik postane neprecizan. Tada treba ponovo nacrtati 
`eljenu funkciju u novom, manjem intervalu.  
 

All prikazivanje svih ta~aka grafika 
Automatic  automatski izbor oblasti 
{ymin, ymax} eksplicitno zadate granice po y osi 
{{xmin, xmax}, {ymin, ymax}} eksplicitno zadata oblast u xy ravni. 

Ticks slu`i za obele`avanje ta~aka na koordinantnim 
osama 
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Mogu}e je zadati na~in obele`avanja za obe ose o|ednom, ili za svaku 
posebno. 
 

None nema oznaka 
Automatic automatsko obele`avanje 
{{x1, x2, ...}, {y1, y2, ...}} eksplicitno zadate ta~ke na x i y osi 

{xticks, yticks} 
xticks odreuje oznake na x osi, a yticks oznake 
na y osi 

 

11.1.2. Stilovi i boje 
 
Na~in i sortiranje pojedinih krivih na grafiku zadaje se opcijom PlotStyle, 
koja sadr`i listu stilova za svoju vrednost. Pojedina~ne krive na grafiku se 
mogu iscrtavati razli~itim stilovima da bi se bolje razlikovale. Pritom se pod 
stilom podrazumeva lista grafi~kih kontrolnih funkcija koje odre|uju izgled 
krive ili niza ta~aka. 
 

{gkf1, gkf2, ...} lista grafi~kih kontrolnih funkcija ~ini stil 

PloStyle->stil stil koji se primenjuje na sve krive na 
grafiku 

PlotStyle->{{stil1}, {stil2}, ...}} stilovi koji se primenjuju na pojedina~ne 
krive na grafiku 

 

Grafi~ke kontrolne funkcije imaju efekat samo ako se navedu kao vrednosti 
opcija funkcije PlotStyle. Ovde su navedene samo neke od mnogobrojnih 
grafi~kih kontrolnih funkcija. 
 

GrayLavel[i] nijansa sivog izmeu 0 (crno) i 1 (belo)  

RGBColor[r, g, b]  boja odre|ena crvenom, zelenom i plavom 
komponentom, svaka izme|u 0 i 1 

Hue[h] boja h iz spektra 
Hue[h, s, b] boja h, zasi}enje s i osvetljenje b  

PointSize pre~nik ta~ke zadat relativno u odnosu na 
{irinu celog grafika 

AbsolutePointSize[d] pre~nik ta~ke u apsolutnim jedinicama 
Thickness[r] debljina linije u odnosu na {irinu grafika 
AbsoluteThickness[d] debljina linije u apsolutnim jedinicama 

Dashing[{r1, r2, ...}] du`ine segmenta za crtanje neprekidnih 
linija zadate u odnosu na {irinu grafika 

AbsoluteDashing[{d1, d2, 
...}] du`ine segmenata u apsolutnim jedinicama 
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Debljina i na~in iscrtavanja neprekidnih linija, kao i pre~nik ta~aka se mogu 
zadati relativno u odnosu na {irinu celog grafika ili u apsolutnim 
jedinicama. Apsolutna jedinica iznosi 1/72 in~a, {to pribli`no odgovara 
visini jedne ta~ke na {tampa~u. 
Uobi~ajeni stilovi su navedeni u slede}oj tabeli: 
 

GrayLavel[0.5] siva boja 
RGBColor[1, 0, 0] crvena boja 
Thickness[.05] debela linija 
Dashing[{.05, .05}] obi~na isprekidana linija 
Dashing[{.01, .05, .05, .05}] isprekidana linija sa ta~kama 

 

Pored opcije PlotStyle koja odre|uje stilove za pojedine krive, postoje i 
opcije koje uti~u na boje celog grafika. 

 

Background->boja boja za pozadinu grafika 
DefaultColor->boja boja kojom se iscrtava grafik 

ColorOutput->GrayLavel generisanje crno-bele slike na monitoru u 
boji 

 

11.1.3. Prikazivanje i kombinovanje grafika 
 

Svaki nacrtani grafik se pamti i kasnije se mo`e prikazivati. Kad grafik 
ponovoi prikazuje mogu se promeniti neke od kori{}enih opcija. Za 
prikazivanje grafika koristi se funkcija Show. 
 

Show[plot]  prikazivanje grafika 

Show[plot->value]  prikazivanje grafika sa 
promenjenim opcijama 

Show[plot_1, plot_2, ...]  kombinovanje nekoliko 
grafika 

Show[GraphicsArray[{plot1, plot2,...}, ...}]] crtanje liste grafika 

InpurForm[plot]    prikazivanje informacija 
sa~uvanih o grafiku 

Show[GraphicsArray[{plot1, pplot2, ...}]]   prikazivanje vi{e grafika 
jedan uz drugi 

Show[GraphicsArray[{{plot1}, {plot2}, ...}]]  prikazivanje grafika u 
koloni 

Show[GraphicsArray[{{plot11, plot12, ...}, 
...}]]  

prikazivanje grafika u 
pravougaonom okviru 
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Show[GraphicsArray[plots,  
           GraphicsSpacing->{h, v}]] 

postavljanje specificiranih 
horizontalnih i vertikalnih 
linija izme|u grafika 

 
Show@Graphics@8Circle@80, 0<, 2D,

Circle@81, 1<, 2D<D, AspectRatio −> AutomaticD  

 
 

Podrazumevane vrednosti opcija:  Grafi~ke funkcije poput Plot imaju 
mnogo opcija, koje su na pov cetku rada sa MATHEMATICA postavljene na 
neke podrazumevane vrednosti. Funkcijom SetOptions se podrazumevane 
vrednosti mogu promeniti, tako da se svi kasniji grafici iscrtavaju sa novim 
podrazumevanim vrednostima. Za razliku od lokalnih opcija koje se zadaju 
u funkciji plot, opcije pode{ene funkcijom SetOptions va`e od trenutka 
zadavanja, pa sve dok se ne izmene ili dok se ne zavr{i rad u 
MATHEMATICA. 
 

SetOptions[f, opcija1->vrednost1,  
                        opcija2-> vrednost2, ...] 

pode{avanje podrazumevanih 
vrednosti opcija za funkciju f 

 

Funkcija SetOptions se ~esto upotrebljava da bi se smanjila debljina linije 
kojom se iscrtavaju grafici. 
 

SetOptions[Plot, PlotStyle-
>Thickness[0]] 

postavljanje standardne 
debljine linije u grafiku na 
minimum. 

 

Plot@8Sin@xD, Sin@2 xD, Sin@3 xD<, 8x, 0, 2 Pi<D  
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 Graphics   
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g2@x_D:= Log@H1− xLêH1+ xLD
Definition@g2D
a= Plot@g2@xD, 8x, 0, 1<D  
g2@x_D := LogB 1 − x

1 + x
F
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 Graphics  
 

11.2. TRODIMENZIONALNA GRAFIKA 
 
Osnovna funkcija za crtanje trodimenzionalne grafike je Plot3D, koja je 
analogna  funkciji Plot u dve dimenzije. Glavna razlika izme|u ove dve 
funkcije je u tome v sto se kod funkcije Plot3D umesto jedne navode dve 
promenljive, x, i y, koje odre|uju oblast u xy ravni nad kojom se iscrtava 
`eljena funkcija f. 
 

Plot3D[f, {x, xmin, xmax},  
                {y, ymin, ymax}] 

cranje trodimenzionalnog grafika funkcije 
f u zavisnosti od promenljivih x i y 

Plot3D[{f, s}, {x, xmin, xmax}, 
                       {y, ymin, ymax}]

crtanje trodimenzionalnog grafika 
funkcije f ~ija je boja odre|ena sa  s 

SunfaceGraphics[height, 
color] 

grafi~ki objekat koji predstavlja povr{inu 
sa odre|enim oblikom (visinama)  i  
bojama 

 

11.2.1. Trodimenzionalne grafi~ke primitive 
 
U tabeli je navedeno nekoliko osnovnih trodimenzionalnih figura.  
 

Point[{x, y, z}] ta~ka sa koordinatama (x, y, z) 

Line[{{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2}, ...}] linija kroz ta~ke  
{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2},  ... 

Polygon[{{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2}, 
...}] poligon sa zadatom listom temena 

Cuboid[{xmin, ymin,zmin},  
                 {xmax, ymax, zmax}] paralelopiped 
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Text[expr, {x, y, z}] tekst na poziciji {x, y, z} 

Cuboid[{x, y, z}] 
jedini~na kocka sa naspramnim 
temenima koje imaju koordinate  
{x, y, z} i {x+1, y+1, z+1}. 

 
 

11.2.2. Opcije pri crtanju grafika 
 
U trodimenzionalnom grafiku mogu se pode{avati razli~iti parametri. 
 

AmbientLight 
GrayLevel[0
] osvetljenje trodimenzionalnog grafika 

Axes True iscrtavanje koordinantnih osa 
AxesLabel None oznake za koordinantne ose 
Boxed True iscrtavanje grafika unutar  kvadra 
BoxRatios {1, 1, .4} odnos dimenzija stranica kvadra 

FaceGrids None iscrtavanje pomo}nih linija na  
stranama kvadra 

Lighting True za sen~enje grafika  (koristi simulirano 
osvetljenje) 

LightSources  postavljanje izvora svetlosti  
Mesh True iscrtavanje mre`e na grafiku 
PlotLabel None naslov grafika 

PlotPoints 15 broj ta~aka u oba pracvca u kojima  se 
ra~una vrednost funkcije 

PlotRange Automatic oblast grafika koja se prikazuje 
Shading True sen~anje grafika 

ViewPoint {1.3, -2.4, 2} koordinate te~ke iz koje se posmatra 
grafik. 

 

AmbientLight odre|uje kako se osvetljava prostor u kome se iscrtava grafik. 
Podrazumevana vrednost je GrayLevel[0], a kao vrednost opcije navodi se 
neka od grafi~kih kontrolnih funkcija za boju. 
 

GreyLevelleft[0,5] siva 
RGBColorleft[1,1,0] `uta 

 

Parametar Axes odre|uje da li i koje se koordinatne ose crtaju.  Kao i u  
dvodimenzionalnom slu~aju, i ovde je mogu}e uticati na iscrtavanje 
pojedina~nih osa. 
 

True ose se crtaju  
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False ose se ne crtaju 
{True,True,False} crtaju se x i y ose, a osa z ne 

underbarAxsesLabel odre|uje oznake koje se ispisuju na koordinatnim 
osama 

None nema oznaka 
zlabel oznaka za z osu 
{xlabel,ylabel,zlabel}  oznake za sve tri ose 
underbarBoxed kontroli{e iscrtavanje kvadra koji uokviruje grafik 
True kvadar se crta 
False kvadar se ne crta 

underbarBoxRatios 
odre|uje odnos du`ina stranica kvadra koji 
uokviruje grafik, a samim tim i odnos dimenzija 
grafika 

{1,1,0.4} standardni odnos du`ina stranica kvadra 
Automatic odnos se odre|uje iz koordinata sa grafika 
{xr,yr,zr}  eksplicitno zadat odnos du`ina stranica kvadra 

underbarFaceGrids kontroli{e iscrtavanje mre`e pomo}nih linija na 
stranicama kvadra koji uokvirava grafik 

 

Ukoliko se kao vrednost navede All mre`a se iscrtava na svim stranicama. 
Pojedina~ne stranice se ozna~avaju listom brojeva {dirx, diry, dirz}, u kojoj 
dva broja moraju biti 0, a tre}i +1 ili -1. Pozicije pomo}nih linija se mogu 
eksplicitno zadati sli~no kao u opciji GridLines kao kod dvodimenzionalnih 
grafika. 
 

None nema pomo}nih linija 
All pomo}ne linije se iscrtavaju na svim stranicama 
{str1, str2, ...} eksplicitno zadavanje pomo}nih linija za stranicu stri 
{{0, 0, -1}} pomo}ne linije se iscrtavaju na desnoj stranici 

underbarLighting 
odre|uje da li se za sen~enje grafika koristi 
simulirano osvetljenje, tj. izvori svetlosti zadati 
opcijama AmbijentLight i LightSources 

 

U slu~aju da se simulirano osvetljenje isklju~i, povr{i se sen~e u zavisnosti 
od visine. 
 

True sen~enje u zavisnosti od osvetljenja 
False sen~enje u zavisnosti od visine 

 

LightSources slu`i za postavljanje izvora svetlosti koji osvetljava povr{. 
Kao vrednost se navodi lista parova {posi,bojai}, gde je posi ure|ena trojka 
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koja odre|uje poziciju izvora svetlosti, a bojai grafi~ka kontrolna funkcija za 
izbor odgovaraju}e boje.  
 

{{{x0,y0,z0}},boja} izvor svetlosti sa koordinatama  
{x0,  y0, z0} 

{{{x0,y0,z0},RGBColor[1,1,0]},...
} izvor svetlosti `ute boje 

Mesh odre|uje da li se na grafiku iscrtava 
mre`a koja pokriva povr{ 

True mre`a se iscrtava 
False mre`a se ne iscrtava 
PlotLabel odre|uje naslov grafika. 

None nema naslova (podrazumevana 
vrednost) 

izraz ili "izraz" naslov grafika 

underbarPlotPoints 

odre|uje broj ta~aka u pravcu x i y ose 
u kojima se funkcija ra~una pri 
crtanju grafika. {to je taj broj ve}i, 
povr{ }e biti preciznije nacrtana, ali 
}e crtanje trajati du`e 

n funkcija se ra~una n¥n ta~aka  

{n1,n2} funkcija se ra~una u n1×n2 ta~aka. 
Podrazumevana vrednost je 15 

 

PlotRange defini{e oblast grafika koji se prikazuje 
All prikazivanje celog grafika 
Automatic automatski izbor oblasti 
{zmin, zmax} ograni~enje po z osi 
{{xmin,xmax},{ymin, ymax},  
{zmin, zmax}} eksplicitno zadata oblast 

Shading 
odre|uje da li se grafik sen~i ili ne  
(Za vrednost True grafik se sen~i) 

False grafik se crta bez sen~anja 

ViewPoint 

odre|uje koordinatne ta~ke iz koje se posmatra 
grafik, relativno u odnosu na kvadar koji ga 
uokviruje. Pri tome se koristi koordinatni 
sistem u kome centar kvadra ima koordinate 
{0,0,0}, a du`ina najve}e stranice je 1 

{x0,y0,z0} koordinate ta~ke iz koje se grafik posmatra 
 

Plot3D@Sin@xyD, 8x, 0, 4<, 8y, 0, 4<D;  
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11.3. CRTANJE LISTI BROJEVA 
 
Lista brojeva {y1,... ,yn} se mo`e grafi~ki prikazati kao niz ta~aka sa 
koordinatama (i, yi), i=1,...,n. Funkcija ListPlot crta grafik na osnovu liste 
brojeva. Umesto brojeva, u listi se tako|e mo`e navesti i niz ure|enih 
parova oblika {xi, yi}, koji odre|uju obe koordinate ta~aka. 
 

ListPlot[{y1, y2, ...}] 
crtanje ta~aka sa koordinatama  
(1, y1), (2, y2),...  

ListPlot[{x1, y1}, {x2, y2}, ...] 
crtanje ta~aka sa koordinatama  
(x1, y1), (x2, y2),... 

ListPlot[lista, PlotJoined-
>True] 

crtanje grafika na kome su susedne 
ta~ke spojene linijama 

 

Ve}ina opcija za dvodimenzionalne grafike, koje se koriste u funkciji Plot, 
deluje i u funkciji ListPlot. 
 

11.3.1. Trodimenzionalna lista brojeva 
 
Na osnovu realne matrice mo`e se nacrtati trodimenzionalni grafik. 
Pojedina~ni elementi matrice se tada posmatraju kao visine ta~aka (z 
koordinate), a indeks elemenata kao x i y koordinate.  
 

ListPlot3D[{{z11, z12, ...},  
                      {z21, z22, ...},...}] 

crtanje trodimenzionalnog grafika na 
osnovu matrice vrednosti za  z 

 

t3= Table@Mod@x, yD, 8y, 20<, 8x, 30<D;
ListPlot3D@t3D
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 SurfaceGraphics  
Show@%, ViewPoint−> 81.5, −0.5, 0<D  
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 SurfaceGraphics  
 

11.4.  PARAMETARSKI ZADATE KRIVE I POVR[I 
 
Funkcijom Plot se crtaju krive kod kojih je y koordinata svake ta~ke zadata 
kao funkcija x koordinata. MATHEMATICA tako|e mo`e da crta 
parametarski zadate krive, kod kojih su x i y koordinate svake ta~ke zadate 
kao funkcije jednog parametra. 
 

ParametricPlot[{fx, fy}, {t, tmin, 
tmax}] 

crtanje parametarski zadate krive 

ParametricPlot[{fx, fy}, {gx, gy},...},  
                               {t,tmin, tmax}] 

crtanje vi{e parametarski zadatih 
krivih zajedno 

ParametricPlot[{fx,fy},{z,zmin,zmax}, 
               AspectRatio->Automatic] 

pode{avanje razmere da bi se 
o~uvao pravilan oblik krive 

 
U tri dimenzije se mogu crtati parametarski zadate krive i povr{i. Krive su 
odre|ene sa tri funkcije parametra t, koje odre|uju koordinate ta~aka krive. 
Povr{i se zadaju preko tri funkcije parametara u i t. Pri zadavanju povr{i 
treba obratiti pa`nju na pravilnu parametrizaciju. Granice parametra u i t 
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treba postaviti tako da se svi delovi povr{i pokriju samo jednom, jer u 
suprotnom iscrtavnje mo`e da potraje mnogo du`e. 
 

ParametricPlot3D[{fx, fy, fz}, {t, 
tmin,tmax}] 

crtanje parametarski zadate 
krive u tri dimenzije 

ParametricPlot3D[{fx, fy, fz},  
                         {t, tmin,tmax}, {u, umin, umax}]

crtanje parametarski zadate 
povr{i 

ParamericPlot3D[{{fx, fy, fz},  
                                 {gx, gy, gz}, ...}, ...] 

crtanje vi{e krivih ili povr{i 
zajedno. 

 

 Graphics 

g= ParametricPlot3D@8x, Cos@tD Sin@xD, Sin@tD Cos@xD<, 8x, −Pi, Pi<,
8t, 0, 2 Pi<, Axes −> False, Boxed −> FalseD  

 
 Graphics3D  
ParametricPlot3D@8Sin@tD, Cos@tD, u<,

8t, 0, 2 Pi<, 8u, 0, 4<D  
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11.5. NEKI SPECIJALNI GRAFICI 
 

Postoje tako|e i neki specijalni oblici grafi~kog prikazivanja: 
 

LogPlot[f, {x, xmin, xmax}] generi{e logaritamski-linearni grafik 
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LogLogPlot[f, {x, xmin, xmax}] generi{e logaritamski-logaritamski grafik 

LogListPlot[list] generi{e logaritamski-linearni grafik iz 
liste podataka 

LogLogListPlot[list] generi{e logaritamski-logaritamski grafik 
iz liste podataka 

PolarPlot[r, {t, tmin, tmax}] 
generi{e grafik pomo}u polarnih 
koordinata radiusa r kao funkciju od ugla t 

ErrorListPlot[{{x1, y1, dy1}, 
...}] 

generi{e grafik na osnovu podatka sa 
gre{kama 

TextListPlot[{{x1, y1, "s1"}, ...}]
tabela podataka gde je svaka ta~ka data sa 
tekst-stringom si 

BarChart[list] tabela podataka u obliku grafikona 
(pravougaonog dijagrama) 

PieChart[list] lista podataka u obliku pitastog dijagrama 
PlotVectorField[{fx, fy, fz},  
{x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] 

vektorsko polje koje odgovara vektorskoj 
funkciji y 

ListPlotVectorField[list] vektorsko polje koje odgovara dvo-
dimenzionalnom nizu vektora u listi 

SphericalPlot[r,{theta,min,max,
{phi, min, max}] 

generi{e trodimenzionalni sferni graf 
(povr{) 
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II GLAVA 
PRIMENE PROGRAMSKOG PAKETA 

MATHEMATICA“ 

 

1. SORTIRANJE 
 
Sortiranje predstavja jedan od osnovnih problema programiranja, pa je 
izu~avanju i pronala`enju novih metoda sortiranja pridodata zna~ajna 
pa`nja. Pod sortiranjem se podrazumeva ure|ivanje nekih vrsta podataka u 
opadaju}i odnosno rastu}i poredak. Naj~e{}e se sortiranje primenjuje za 
nizove ~iji podaci mogu da budu odre|enog tipa (celobrojnog, iz nekog 
kona~nog skupa podataka itd.), dok su drugi veoma op{ti, odnosno ne 
postoje nikakva ograni~enja. 
 

1.1. SORTIRANJE IZBOROM UZASTOPNIH MINIMUMA 
 
Pod sortiranjem izborom uzastopnih minimuma podrazumeva se postupak 
koji se zasnva na slede}im pravilima: 
1. na prvom mestu u sortiranom nizu mora biti najmanji element niza, 

odnosno obavja se razmena elemenata niza sa pozicije a[1] sa svim 
onim elementima iz skupa a[2],...,a[n], koji su manji od a[1]; 

2. na drugom mestu se postavja najmanji od preostalih elemenata niza, tj. 
od svih elemenata osim prvog. To zna~i da se na mestu a[2] postavja 
najmanja vrednost izme|u vrednosti a[2], a[3],...,a[n]; 

3. na tre}em mestu se postavlja najmanji element od dela niza koji ostaje 
posle isklu~ivanja dva predhodno odre|ena elementa 

4. ovaj postupak nastavjamo tako {to slede~i put biramo najmanji od 
preostalih elemenata. 

Ovaj na~in sortiranja poznat je u literaturi na engleskom pod nazivom 
Selection sort. Na osnovu iznetog razmatranja ovog na~ina sortiranja 
mo`emo napisati funkciju na slede}i na~in: 
Selectionsort[l_]:= 
  Module[{l1=l,s,n=Length[l]}, 
    For[i=1,i<n,i++, 
       For[j=i+1,j<=n,j++, 
          If[l1[[i]]>l1[[j]], 
             s=l1[[i]]; l1[[i]]=l1[[j]]; l1[[j]]=s 
       ]  ] 
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    ]; 
     Return[l1]; 
  ] 
Iz same funkcije se vidi da se najmanja vrednost dela niza od k-te pozicije 
do poslednje n-te pozicije dodeljuje k-tom elementu.  
 

Primer. Neka je neki niz od osam elemenata zada na slede}i na~in  43, 57, 
10, 40, 98, 13, 2, 72. Ako posmatramo svaki od koraka u spolja{njoj petlji 
onda }emo dobiti slede}e vrednosti za elemente niza: 

Predhodno definisana funkcija je koncipirana tako da svaka razmena 
zahteva 3 dodeljivanja. Efikasnije od takve razmene je da se izra~una redni 
broj (indeks) najmanjeg elementa dela niza i tek nakon toga razmeni 
vrednost n-tog elementa niza i najmanjeg elementa niza. Pa tako dobijemo 
slede}u funkciju: 
Selectionsort[l1_]:= 
  Module[{l1=l,i,j,minind,n=Length[l]}, 
    For[i=1,i<n,i++,minind:=i; 
      For[j=i+1,j<n,j++, 
        If[l1[[j]]<l1[[minind]],minind:=j]; 
        If[i!=minind, 
          p:=l1[[i]];l1[[i]]:=l1[[minind]];         
          l1[[minind]]:=p 
    ] ] ] 
    Return[l1] 
  ] 
 

1.2. SORTIRANJE UMETANJEM ELEMENATA NIZA NA 
ODGOVARAJU]A MESTA 

   
Sortiranje umetanjem elemenata niza na odgovaraju}a mesta (engl.  
insertion sort) obavlja se dodavanjem jednog po jednog elementa niza u 
sortirani niz koji se sastoji od ve} obra|enih (dodatih) elemenata niza. Ako 
pretpostavimo da smo od prvih k elemenata napravili sortirani niz onda 
dodajemo (k+1)-element niza tako da posle toga opet imamo sortirani niz sa 
jednim elementom vi{e. Na po~etku taj element se dodaje na kraj sortiranog 
niza. Zatim se poredi sa predhodnimnim elementom (ako takav postoji) i 

977257434013102
977257434013102
725797434013102
724357974013102
724943975713102
721340974357102
721013974043572
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946755444218126
67945544218126
676945544421812
676189455444212
676189455444212
676189442554412
676189442125544
676189442125544

ako je manji od njega zamene im se mesta. Postupak ovakvog pore|enja i 
zamene mesta se izvr{ava dotle dok postoji predhodnik koji je ve}i od datog 
elementa. 
 

Primer.  Niz od 8 elemenata 44, 55, 12, 42, 94, 18, 6, 67 kroz proces 
ure|enja ima slede}e vrednosti: 
 
 
 
 
 
 
 

Za ovako izlo`eni postupak imamo slede~u funkciju: 
Insertionsort[l_]:= 
Module[{l1=l,d=Length[l1],i,j,k}, 
  For[i=2,i<n,i++, 
    For[j=1,(j>0)&&(l1[[j]]<l1[[j-1]]),j--, 
      k=l1[[j]]; l1[[j]]=l1[[j-1]]; l1[[j-1]]=k 
  ] ]; 
  Return[l1] 
] 
Mo`e se primetiti da je kriterijum za prekid izvr{enja unutra{nje petlje dat u 
obliku konjukcije dva pore|enja. Drugo pore|enje se  ne mo`e izbe}i, ali bi 
se prvo moglo izbe}i ako ispred prvog elementa  sortiranog dela dodamo jo{ 
jedan element i izjedna~imo taj element sa elementom koji upravo ume}emo 
u sortirani deo. Na taj na~in ~emo prvo pore|enje izbe}i jer }e u delu niza 
sigurno postojati element od koga upravo obra|ivani element niza nije 
manji. 
Insertionsort[l_]:= 
  Module[{l1=l,i,j,k,n=Lenght[l]}, 
    l1=Append[l1,l1[[1]]]; 
    For[i=3,i<=n+1,i++, 
      For[l1[[1]]=l1[[j=i]],l1[[j]]<l1[[j-1]],j--, 
        k=l1[[j]]; l1[[j]]=l1[[j-1]]; l1[[j-1]]=k; 
      ] 
    ]; 
    Return[l1=Delete[l1,1]]; 
  ]   
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1.3. SORTIRANJE PORE|ENJEM PAROVA 
UZASTOPNIH ELEMENATA 

 
U postupku sortiranja pore|enjem parova uzastopnih elemenata (Bublle 
sort) porede se svaka dva elementa niza, po~ev od njegovog prvog 
elementa. Ako je u nekom paru uzastopnih elemenata predhodnik ve}i od 
sledbenika, ta dva elementa razmenjuju mesta u nizu. Ovakvim pore|enjem 
svih parova susednih elemenata, najve}i od njih }e "isplivati" na kraj niza. 
Zbog toga se i zove metod mehurova ili bublle sort. 
 

Na primer, za niz od 5 elemenata dovoljna su ~etiri prolaza da bi se ovaj niz 
sortirao mehanizmom bublle sort. U prvom prolazu se porede svih pet 
elemenata, i najveci dolazi na petu poziciju. Kako se sada najve~i broj 
nalazi na kraj niza, u slede~em prolazu treba porediti samo prva ~etiri 
elementa. Ovaj postupak traje do pore|enja prva dva elementa, posle ~ega je 
niz sortiran. 
Za niz sa elementima 2,7,5,8,1 proces sortiranja bi se odvijao na slede}i 
na~in: 
            nesortiran niz: 2   7   5   8   1 
                  I prolaz: 2   7<->5   8   1 
                                  2   5   7   8   1 
                                  2   5   7   1   8 
                 II prolaz: 2   5   7<->1   8 
                                  2    5   1   7   8 
                III prolaz: 2   5<->1   7   8 
                                   2   1   5   7   8 
                 IV prolaz: 2<->1   5   7   8 
 
Odgovaraju}a funkcija izgleda ovako: 
Bubllesort[l_]:= 
  Module[{l1=l,n=Lenght[l],i,j,k},   
    For[i=n,i>1,i--,   
      For[j=1,j<i,j++,  
         If[l1[[j]]>l1[[j+1]],  
            k=l1[[j]];l1[[j]]=l1[[j+1]]; l1[[j+1]]=k 
    ] ]  ]; 
    Return[l1] 
   ] 
Pore|enja se mogu vr{iti po~ev od poslednjeg para. U tom slu~aju u prvom 
prolazu odre|ujemo najmanji element niza (prvi), u slede}em najmanji od 
preostalih (drugi) itd. Mo`e se desiti da u jednom izvr{avanju spolja{nje 
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petlje ne obavimo ni jednu zamenu vrednosti para elemenata. To }e zna~iti 
da je niz vre} sortiran. Dalje sortiranje je suvi{no, odnosno sortiranje treba 
prekinuti. Stoga se mo`e uvesti indikator koji }e nam govoriti o tome da li 
smo u poslednjem izvr{avanju petlje imali zamene. 
Bubllesort[l_]:= 
 Module[{l1=l,n=Length[l],i,j,k,b}, 
   For[b=True;i=n,b&&(i>1),i++,  
     For[j=1;b=False,j<i,j++,  
       If[l1[[j]]>l1[[j+1]],        
         k=l1[[j]]; l1[[j]]=l1[[j+1]];l1[[j+1]]=k, 
         b=True  
   ] ] ]; 
   Return[l1]    
] 
 

1.5. SORTIRANJE DELJENJEM NIZA 
 
U algoritmu sortiranja deljenjem niza (quick sort) postupak sortiranja se 
sastoji iz dva dela. U prvom delu se niz deli na dva dela. Jedan deo ~ine 
elementi koji  su manji ili jednaki nekoj unapred zadatoj vrednosti (obi~no 
je to neki element niza, prvi, srednji  ili poslednji). Drugi deo  ~ine svi oni 
elementi ve}i od od zadate vrednosti. Za delitelj niza je odabran prvi njegov 
element. 
Deljenje zadatog niza se obavlja na taj na~in {to uzimamo  jedan po jedan 
element niza i dodajemo odgovaraju~em delu niza. Tako u proizvoljnom 
trenutku mo`emo imati tri dela niza: 
- elemente koje jo{ nismo obradili (od  (i+1)-og  do poslednjeg); 
- elemente koji su obra|eni i ~ine grupu manjih ili jednakih elemenata 

niza (od prvog do  j-tog ) i 
- elemente koji su obra|eni i ~ine grupu ve~ih elemenata niza (od (j+1)-og 

do  i-tog  ~lana niza). 
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Ako slede}i element pripada grupi manjih ili jednakih, prvi element iz grupe 
ve}ih ((j+1)-vi u nizu) zamenjuje mesto sa analiziranim ((i+1)-im). Tako je 
((i+1)-vi) dodat grupi manjih ili jednakih, i ona je uve}ana za jedan element 
(pove}ava se vrednost promenljive  j). 
 Ako slede}i element pripada grupi ve}ih, tada se samo grupa ve}ih uve}ava 
za jedan element, dok grupa manjih ostaje ista (ne menja se vrednost 
promenljive  j ). 
 Nakon obrade svih elemeneta niz, se sastoji iz samo dva dela: grupa manjih 
(ili jednakih) i grupa ve}ih (grupa elemenata koji nisu obra|eni je postala 
prazna). Potrebno je nultom i  i-om elementu zameniti mesta. Tako }e svi 
elementi  levo od  j-og biti manji ili jednaki od njega a svi desno ve}i od 
njega. 
Sada se mo`e napisati funkcija  Deli koja deli niz na dva dela: 
Deli[l_]:= 
 Module[{l1={},l2={},el=First[l],i},  
  For[i=1,i<=Longht[l],i++,                 
     If[l[[i]]<el, 
       l1=Append[l1,l[[i]], l2=Append[l2,l[[i]]  
  ]  ];     
  Return[{l1,l2}]                  
 ] 
U funkciji deli delitelj el je prvi element niza. 
Sada se za ovako defiisanu funkvciju Deli mo`e napraviti funkciju 
Quicksort oblika: 
Quisksort[l1_]:= 
    Module[{l=l1,m={},v={},el=First[l],pom={}},  
       If[Lenght[l]<=1,Return[l],                 
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          el=l[[1]];  l=Drop[l,1];  pom=Deli[l,el]; 
          m=pom[[1]];        v=pom[[1]]; 
          m=Quicksort[m];    v=Quicksort[v]; 
          l=Append[m,{el},v]; 
          Return[l] 
        ] 
    ] 
 

1.6. SORTIRANJE KORI[]ENJEM STEKA 
 
Naziv sortiranja kori{}enjem steka (engl.  Steck sort)  dolazi otud {to se u 
postupku sortiranja koriste dva steka. Stek je implementiran pomo}u 
jednodimenzionalnog niza i pokaziva~a na vrh steka (indeks elementa u 
kome se nalazi poslednji sme{teni element u stek). Sortiranje se obavlja tako 
{to se elementi niza, jedan po jedan, dodaju u jedan od stekova tako da va`i: 
(i) U prvi stek elementi su pore|ani od dna ka vrhu steka u neopadaju}i 

poredak. 
(ii) U drugi stek je obrnuto, od vrha ka dnu steka elementi su pore|ani u 

neopadaju}i poredak. 
(iii) U drugom steku su svi elementi ve}i od elemenata u prvom  steku  

(dovoljno je da je element na vrhu drugog steka ve}i ili jednak 
elementu na vrhu prvog seka). 

Dodavanje elemenata se posti`e tako {to se iz jednog u drugi stek prepisuju 
elementi, tako da se dobije: 
(i) Na vrh prvog steka (ako nije prazan) element ve}i ili jednak elementu 

koji se dodaje. 
(ii) Na vrhu drugog steka (ako nije prazan) elementi ve}i ili jednaki 

elementu niza koji se dodaje. 
Tada se element mo`e dodati na vrh bilo kog od dva steka. 
 

Odgovaraju}u funkciju mo`emo napisati na slede}i na~in: 
StackSort[l_]:=  
  Module[{poml=l,n=Length[l],stekm={},stekv={},i,j,  
          vrhm=0, vrhv=0}, 
    For[i=1,i<=n,i++, 
       While[(vrhm!=0)&&(stekm[[vrhm]]>poml[[i]]),  
         vrhv ++ ; 
         stekv=Append[stekv,stekm[[vrhm--]] ];       
stekm=Delete[stekm,vrhm+1] 
       ] ;   
       While[(vrhv!=0)&&(stekv[[vrhv]]<poml[[i]]),  
         vrhm ++ ;                                                              
         stekm=Append[stekm,stekv[[vrhv--]]] ;                                                            
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         stekv=Delete[stekv,vrhv+1] 
       ] ; 
       vrhm ++ ;  stekm=Append[stekm,poml[[i]] ] ;  
    ]; 
    poml={};                                      
    For[i=vrhm, i>0, i--,  
       poml=Prepend[poml, stekm[[i]] ]  
    ]; 
    Print["stekm = ",stekm]; Print["stekv = ", stekv];                                            
    For[i=vrhv; j=vrhm+1, i>0, i--, j++;                                                            
    poml=Append[poml, stekv[[i]]]]; 
    Return[poml]   
 ] 
 

Na slici 2 je prikazan postupak sortiranja niza brojeva odnosno postupak 
dodavanja elemenata u stekove i situacija po dodavanju svih elemenata. 
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1.7. SORTIRANJE KORI[]ENJEM DRVETA 
 
Sortiranje kori{}enjem drveta (engl.  Heap sort)  je postupak sortiranja 
putem binarnog drveta. U toku sortiranja se formira binarno drvo za koje 
va`i: 
(i) Svi ~vorovi osim ~vorova na preposlednjem nivou imaju naslednika. 
(ii) odre|en broj krajnje levih ~vorova na predposlednjem nivou ima oba 

naslednika, zatim eventualno jedan ~vor mo`e imati samo levog 
naslednika (postoji najvi{e jedan ~vor i to isklju~ivo sa levim 
naslednikom) i preostali ~vorovi nemaju naslednika. 

(iii) Svim ~vorovima su pridru`ene vrednosti iz niza koji sortiramo i pri 
tome je vrednost pridru`ena proizvoljnom ~voru ve}a (ili jednaka) od 
vrednosti pridru`enih njegovim naslednicima. 

Na slici 3 prikazano je jedno binarno drvo sa navedenim svojstvima koje 
ima 10 ~vorova. 

 

Svako drvo koje zadovoljava prva dva svojstva vrlo lako se predstavlja 
pomo}u jednodimenzionalnog niza: 
(i) vrednost pridru`ena nekom ~voru odgovara prvom elementu niza; 
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(ii) ako je vrednost pridru`ena nekom ~voru drveta zapisana u i-tom 
elementu niza, onda je vrednost pridru`ena njegovom levom 
nasledniku u (2*i)-tom elementu niza, a vrednost pridru`ena desnom 
nasledniku u (2*i+1)-om elementu niza. 

Intuitivno, u  niz  se  upisujue  vrednost   pridri`ena  korenu, zatim vrednost 
pridru`ena ~vorovima sa slede}ih nivoa sleva nadesno. Tako se drvo koje 
ima n ~vorova predstavlja pomo}u niza koji ima n-elemenata. Drvo 
prikazano na slici 3(a) predstvlja se pomo}u slede}eg niza 4, 1, 3, 2, 16, 9, 
10, 14, 8, 7. 
Vrlo lako se ra~una i element niza u kome je zapisana vrednost pridru`ena 
~voru roditelja datog ~vora: roditelj ~vora zapisanog u i-tom elementu niza 
(i>0) je zapisan u j-tom elementu niza gde je j=[(i-1)/2]. 
Za formiranje odnosno predstavljanje heap-stabla koje se formira u tuku 
sortiranja, koristi se niz koji se sortira. Drvo se formira tako sto se u njega 
dodaje jedan po jedan element. U proizvoljnom trenutku niz mo`emo 
podeliti u dva dela. Prvi deo ~ine elementi koji su uklju~eni u drvo, i taj deo 
niza predstavlja drvo sastavljeno od tih elemenata. Preostali elementi niza 
~ine drugi deo niza, i ti elementi jo{ uvek nisu uklju~eni u drvo. Na slici 3 je 
prikazana situacija posle uklju~ivanja prvih 5(b), odnosno prvih sedam (c) 
elemenata. Kako slede}i element niza dodajemo u stablo? Za po~etak taj 
element se postavlja na prvo slobodno mesto u stablu. To je: 
- krajnje levo slobodno mesto u poslednjem nivou, ili 
- krajnje levo mesto u slede}em nivou, ako je poslednji nivo potpono 

popunjen. 
U predstavljanju drveta pomo}u niza taj element dolazi upravo na mesto na 
kome se trenutno nalazi. Zna~i, prvi deo niza se pove}ao za jedan element. 
Nakon dodavanja tog elemente, stablo ne mora da zadovoljava sva svojstva 
koja su na po~etku nabrojana. Mo`e se desiti da vrednost u novododatom 
~voru nije manja od vrednosti u ~voru roditelja. Zato se vr{i korekcija 
pomeranjem novododate vrednosti du` puta koji vodi od tog ~vora prema 
korenu, sve dok je ona ve}a od vrednosti u ~voru roditelja ili dok ne stigne 
do korena drveta. 
Na slici 3(d) je prikazano dodavanje 8. elementa niza (broj 14) drvetu. Taj 
element }e se nalaziti na po~etku, na krajnje levom mestu u ~etvrtom nivou. 
Njegov roditelj je broj 1. Kako je 1 manje od 14 ta dva broja zamenjuju 
mesta. Nakon te zamene dobijamo drvo kao na slici 3(e). Trenutno je 
roditelj broja 14 broj 4, pa i ta dva elementa zamenjuju mesta. Posle ovoga 
dobijamo drvo prikazano na slici 3(f). U tom drvetu roditelj broja 14 (broj 
6) ve}i, te se tog trenutka prekida postupak dodavanja broja 14 u drvo. 
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Preostale dve slike (1(g) i 1(h)) prikazuje izgled drveta po dodavanju 
devetog i desetog ~lana niza. Tako bi funkcija za formiranje drveta za dati 
niz mogla da se napi{e na slede}i na~in: 
NapraviHeap[l_]:= 
 Module[{poml=l,n=Length[l],i,j,k}, 
  For[i=2,i<=n,i++, 
    j=i; 
    While[(j>1)&&(poml[[j]]>poml[[Cieling[(j-1)/2]]]),  
       k=poml[[j]];    
       poml[[j]]=poml[[Celing[(j-1)/2]]]; 
       poml[[Ceiling[(j-1)/2]]]=k; 
       j=Ceiling[(j-1)/2] 
    ] 
  ]; 
  Return[poml]; 
] 
 

Algoritam sortiranja. Kada se drvo formira potrebno je izvr{iti sortiranje. 
To obavljamo odre|ivanjem jednog po jednog elementa sortiranog niza, od 
poslednjeg ka prvom. Na poslednjem mestu u sortiranom nizu staja}e 
najve}i element niza. Najve}i element niza se nalazi u korenu formiranog 
drveta (tj. u pvom elementu niza). Kako je ceo niz u tom trenutku iskori{}en 
za predstavljanje stabla, to je i element koji je na poslednjem mestu tako|e u 
stablu i treba ga zadr`ati u ostatku drveta. Jedino slobodno mesto u stablu je 
trenutno oslobo|eni koren. Zna~i, za po~etak }emo zameniti prvi i poslednji 
element niza. Na taj na~in smo niz podelili na dva dela: 
- poslednji element niza,koji je istovremeno i najve}i element niza, 
- svi elementi osimposlednjeg koji obrazuju binarno drvo. 
Me|utim nakon preme{tanja poslednjeg elementa u koren stabla, dobijamo 
drvo koje ne zadovoljava sva navedena svojstva. U su{tini svojstvo (iii) ne 
mora biti zadovoljeno. Da bismo to otklonili, vr{imo odre|ene izmene u 
drvetu. U korenu mora stajati najve}a vrednost. Najve}a vrednost u levom 
poddrvetu se nalazi u levom nasledniku korena.  Sli~no va`i i za desno 
poddrvo. Zato u korenu treba staviti najve}u od slede}e tri vrednosti: 
- vrednost koja je trenutno u korenu, 
- vrednost u levom nasledniku i desnom nasledniku. 
Ukoliko najve}a vrednost nije ona koja se nalazi u korenu, tada koren i ~vor 
u kome se nalazi najve}a vrednost razmenjuju vrednost. Nakon te zamene 
~vor u koji je pre{la vrednost iz korena je mesto na kome ne mora biti 
zadovoljeno svojstvo (iii). Stoga opisani postupak ponavljamo sve dok se 
vrednost koja je na po~etku bila u korenu kre}e kroz drvo, odnosno dok 
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postoji naslednik sa ve}om vredno{}u. Prema tome, Evo kako }e izgledati 
funkcija koja Heap (stablo) prevodi u sortirani niz: 
IzHeapaUNiz[l_]:= 
   Module[{poml=l,n=Length[l],i,j,k},                
      For[i=n,i>1,i--,             
        poml=Zameni[poml,i,1];          
         j=1;  Label[lab];  k=j;          
         If[(2*k<i)&&(pml[[2*k]]>poml[[j]]),j=2*k]; 
         If[(2*k+1<i)&&(poml[[2*k+1]]>poml[[j]]),   
            j=2*k+1 
         ]; 
         If[j!=k,poml=Zameni[poml,j,k]];             
         If[j!=k, Goto[lab]]; 
      ]; 
      Return[pml]; 
   ] 
 
Pri tom je kori{}ena funkcija  Zameni[l_,i_,j_]  koja u nizu l vr{i zamenu i-
tog i j-tog elementa. Ubacili smo je da bi program u~inili kra}im i 
preglednijim. A evo i definicije: 
Zameni[l_,i_,j_]:= 
  Module[{poml=l,k}, 
    k=poml[[i]];poml[[i]]=poml[[j]]; poml[[j]]=k; 
    Return[poml];   
  ]                 
                            
Sada nam samo ostaje da napravimo funkciju koja }e objediniti predhodne 
funkcije u  jedan program: 
HeapSort[l_]:= 
   Module[{poml=l}, 
      Return[IzHeapaUNiz[NapraviHeap[poml]] ]; 
   ] 

1.8. SHELL-SORT 
 
Ovaj na~in sortiranja nije efikasan poput postupaka quick ili heap ali 
pobu|uje pa`nju. Na primer, nekim drugim postupkom sortiramo podnizove 
polaznog niza koji se dobijaju uzimanjem, na primer, svakog ~etvrtog 
elementa (imamo ~etiri takva podniza: svaki ~etvrti po~ev od nultog, prvog, 
drugog ili tre}eg). Zatim, u tako modifikovanom nizu, sortiramo podnizove 
koje dobijamo izdvajanjem svakog drugo (takvih ima dva). Kona~no, u 
tre}em prolazu sortiramo ceo niz, tj. podniz koji se dobija od polaznog 
uzimanjem svih njegovih elemenata.  
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Dat je postupak sortiranja niza 44, 55, 12, 42, 94, 18, 06, 67:  
44, 55, 12, 42, 94, 18, 06, 67 
44, 18, 06, 42, 94, 55, 12, 67, 
Posle drugog prolaza: 
06, 18, 12, 42, 44, 55, 94, 67, 
i kona~no, posle tre}eg prolaza: 
06, 12, 18, 42, 44, 55, 67, 94. 
Postavlja se pitanje: da li je potrebno toliko prolaza i {ta se dobija ovim 
postupkom. Analize pokazuju da se u prvim prolazima sortiraju vrlo mali 
podnizovi (imaju malo elemenata), a da  kasnije raste broj elemenata u 
podnizovima koje sortiramo. Me|utim podnizovi su uglavnom sortirani tako 
da je broj preme{tanja elemenata niza relativno mali, ~ime se opet ne{to 
dobija. 
U na{em primeru uzeli smo da je rastojanje izme|u elemenata koji se 
sortiraju bilo 4, pa 2, zatim 1, tj. ono se prepolovljavalo. Jasno mo`e se 
eksporimentisati sa bilo kojim opadaju}im nizom rastojanja izme|u 
elemenata koji se sortiraju,tako da poslednje rastojanje bude 1. Dakle ako su 
rastojanja redom h1,h2,...hp  dovoljno je uzeti je h1=1 i hi+1<hi (i=1,...T-1),  i 
ima}emo ispravan postupak za sortiranje. Sortiranje podnizova obavljamo  
umetanjem slede}eg elementa podniza u sortirani deo na odgovaraju}e 
mesto. Neka smo sortirali deo podniza: 

ai, ai+d, ai+2d,...,ai+j*d. 

Element {ai+(j+1)*d}  dodajemo tako {to ga pomeramo du` ve} sortiranog 
dela, sve dok je manji od svog predhodnika. Naravno, potrebno je 
kontrolisati da li smo stigli do po~etka podniza. Da bismo izbegli tu 
kontrolu, dodajemo jedan la`ni element na po~etak niza: 

ai-d=ai+(j+1)*d. 

Na taj na~in pomeranje elemenata elementa ai+(j+1)*d }e biti prekinuto 
onog trenutka kada do|e neposredno iza ai-d (tj. na i-to mesto). Zaista, i-d 
je negativno. Stoga, pre sortiranja niz a pomerimo za toliko mesta tako da i-
d  ne mo`e biti negativno. To zna~i da ga je dovoljno pomeriti za najve}u 
mogu}u vrednost koraka (h1 mesta). 
 
Tako na{a funkcija mo`e biti zapisana na slede}i na~in: 
shellSort[l1_,d1_]:= 
  Module[{d=d1,l=l1,i,j,k,pom,n}, 
    n=Length[l]; 
    While[d>0, 
     For[k=0,k<d,k++, 
      For[i=k,i<n-1,i+=d, 
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       For[j=i+d,j<n,j+=d, 
         If[l[[i]]>l[[j]], 
          pom=l[[i]]; l[[i]]=l[[j]]; l[[j]=pom 
     ]]] ]; 
     d=Quotient[d,2] 
    ]; 
    Return[l]    ] 
Na kraju se mogu dati rezultati dobijeni ispitivanjem brzina rada svakog od 
navedenih sortiranja. U MATHEMATICA je to mogu}e uraditi kori{}enjem 
funkcije Timing. Za formiranje proizvoljnog niza realnih brojeva mo`e se 
iskoristiti funkcija Random koja bira pseudoslu~ajne brojeve i formira niz. 
U ovom slu~aju je uzeto da su elementi datih nizova realni brojevi. 
Ispitivanje je vr{eno za nizove sa po 10000, 15000 i 20000 elemenata.  
 

Rezultati u tabeli na slici 5 predstavljaju vreme izvr{enja (dato u 
sekundama) datih sortiranja.  

 

2. REPETITIVNA PRIMENA FUNKCIJE KAO  
ARGUMENTA 

 
^esto puta je potrebno da se abstrahuje {ablon izra~unavanja, postavi kao 
argument i koristi u seriji razli~itih okru`enja. Neke od opisanih funkcija u 
ovom poglavlju su sadr`ane u prethodnoj glavi. Cilj ovog poglavlja je da se 
detaljno izu~i problem vi{estruke primene funkcionalnog argumenta. Ovaj 
problem je izu~avan u radu [10]. 
Najpoznatiji primer repetitivne primene funkcija koje predstavljaju 
argumente jeste tzv. funkcionalni maping (function mapping) [1], [2], [3], 
[9], [11], [12]. Generalno, funkcionalni mapping, ili skra}eno mapper, je 
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funkcija koja ima sposobnost da sekvencijalno primenjuje drugu funkciju f 
na nekoliko listi koje sadr`e aktuelne argumente za f. Svaka lista 
argumenata odgovara jednom parametru za f. Ovakvih listi bi trebalo da 
bude onoliko koliko argumenata zahteva funkcija f. Mapper radi prema 
slede}em algoritmu: odabira jedan element iz svake liste argumenata i 
predaje ove elemente funkciji f. Rezultati ovakvih primena grupi{u se na 
odre|eni na~in. Procesiranje izraza koji su dobijeni primenom 
funkcionalnog argumenta zavisi od konkretnog mapera. Zatim se maper 
pomera na ostatak svake liste argumenata. Proces se prekida kada se 
iskoriste evi elementi iz listi argumenata. Poznat je veliki broj mapera u 
razli~itim programskim jezicima: MATHEMATICA [7], [13], LISP [1], [2], 
[3], [9], [11], [12],  APL [8],  HASKELL [4], [5]. 
Tako|e, izu~ava se repetitivna primena funkcionalnog argumenta na 
delovima listi ili izraza: primene na specificiranim delovima, kao i primena 
na specificiranim nivoima izraza ili liste. 
Slede}i slu~aj mapera jeste iterativna primena funkcije kao argumenta, koja 
je bazirana na izra~unavanjima koja zavise od metoda fiksne ta~ke. 
Tako|e, konstrukcija tabela vrednosti neke funkcije f, koja predstavlja 
argument mapera, bazirana je na repetitvnom pozivu funkcije f. Argumenti 
funkcije f mogu biti obezbe|eni na vi{e razli~itih na~ina, a mogu se 
konstruisati tabele razli~itih dimenzija. 
Kona~no, izu~ava se repetitivna primena funkcionalnog argumenta koja je 
zasnovana na distributivnosti i linearnosti. 
COMMON LISP [3], [6], [12] i WALTZ LISP [2] podr`avaju dva op{ta tipa 
mapera: element maperi i rep (tail) maperi. Ovi maperi se razlikuju prema 
na~inu na koji se obezbe|uju argumenti funkcionalnom parametru. Element 
mapperi odabiraju jedan element iz svake liste elemenata, dok rep maperi 
(tail maperi) koriste ~itav ostatak svake liste argumenata.  
 

Generi~ka definicija element mappera u LISPu je (vidi [2]): 
(defun ELEMENT-MAPPER (f arg1 ... argN) 
 (process-func 
  '((funcall f (car (nth 1 arg1))...(car (nth 1 argN))) 
                ... ... ... 
   (funcall f (car (nth k arg1))...(car (nth k argN))) 
 ))) 
 

Poznata funkcija mapcar je element maper u kome je process-func=list. 
Maperi mapc i mapcan  jesu element maperi  u kojima je process-func=progn i 
process-func=nconc, respektivno. 
Generi~ka definicija rep mappera u LISPu je (vidi [2]): 
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(define (TAIL-MAPPER f arg1 ... argN) 
  (process-func 
    '( (funcall f (nth 1 arg1)...(nth 1 argN)) 
                   ...  ...  ... 
      (funcall f (nth k arg1)...(nth k argN)))))  
 

Funkcija maplist je rep maper u kome je process-func=list. Maperi mapc i 
mapcan  jesu rep maperi  u kojima je process-func=progn i process-
func=nconc, respektivno. 
 
U MATHEMATICA su ugra|eni jedino element-mapperi. 
 

2.1. ELEMENT MAPPERI 
 
Kada posedujete listu argumenata, ~esto puta je potrebno da se neka 
funkcija primeni na svaki od njeniih elemenata posebno. Element maperi u 
MATHEMATICA su Map (za jedno argumentne funkcije) i MapThread (za 
vi{eargumentne funkcije).  
 

Map[f,{a,b,...}
] 

primenjuje funkciju f na svaki element u listi {a,b,…}, i 
produkuje listu {f[a],f[b],...}. 

 

Funkcija Map se mo`e primeniti na proizvoljni izraz, ne samo na liste, zbog 
toga {to su liste u MATHEMATICA jesu  parcijalni slu~aj op{te forme izraza, 
~ija je glava jednaka List. Koriste}i head[x,y,...] kao prototip izraza, 
mo`emo pisati  
Map[f, head[x,y,...]]=head[f[x],f[y], ..]. 
 
MapThread[f,{{a1,a2,...},{b2,b2, 
...},...}] 

rezultat je lista {f[a1,b1,...], f[a2,b2, 
...],...}  

 

Ova funkcija je analogna LISP maperu mapcar. 
 

Thread[f[args]
] 

primenjuje f na svaku listu koja se pojavljuje u args  

Select[list, f] selektuje elemente liste koriste}i funkciju f  kao 
kriterijum 

 
Izraz Thread[f[args]] je ekvivalentan sa MapThread[f,args]. 
 

Izraz Select[list,f] primenjuje f na svaki element liste, i za krajni rezultat 
ostavlja samo one koji daju rezultat True. Objekat list mo`e da ima 
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proizvoljnu glavu, ne samo List, tako da Select[expr,f]  selektuje elemente iz 
expr za koje funkcija f daje rezultat True.  Funkcija Select  je analogna  LISP 
funkciji subset, u slu~aju jednoargumentnih funkcija. 
  

Scan[f, 
expr] 

primenjuje f na svaki deo izraza expr, ali ne konstrui{e 
novi izraz 

 

2.2. PRIMENA FUNKCIJA NA DELOVIMA LISTI I 
IZRAZA 

 
Jedan od problema u repetitivnoj primeni funkcija kao argumenata jeste da 
se njihova primena ograni~i na odre|ene elemente liste ili izraza. Taj 
problem se mo`e re{iti kombinacijom mapinga i upravljanjem toka izvr{enja 
programa.  
 

2.2.1. Primena na selektovanim elementima 
 
Delovi liste ili izraza nad kojima se se primenjuje funkcionalni argument 
mogu biti eksplicitno zadati u listama koje sadr`e indekse. 
 

MapAt[f,expr,{{i1,j1,...}, {i2, 
j2,...},...}] 

primenjuje f na delove izraza expr u 
pozicijama expr[[i1,j1,...]], 
expr[[i2,j2,...]],… 

Tako|e, delovi liste ili izraza u kojima se funkcija primenjuje mogu bii 
specifrani proizvoljnim svojstvom. 
 

Thread[f[args], h] 
primenjuje f na svaki objekat sa glavom h koji 
se pojavljuje u args 

Thread[f[args], h, n] 
primenjuje f na svaki objekat sa glavom h koji 
se pojavljuje u prvih n elemenata u args sa 
glavom h 

Thread[f[args], h, -n] 
primenjuje f na poslednjih n elemenata u args sa 
glavom h 

Thread[f[args], h, 
{m,n}] 

primenjuje f na argumentima od pozicija m do n 

 

2.2.2. Primena na selektovanim nivoima izraza 
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Specifikacija nivoa dozvoljava da koristite funkciju Map na `elejnim 
nivoima izraza na koji `elite da primenite funkciju. Specifikacija nivoa je 
opisana u prethodnoj glavi. 
 

Map[f, expr, level] 
primenjuje f na delove izraza expr koji 
su odre|eni argumentom (default 
vrenost za level je {1}) 

MapThread[f, {expr1, expr2, ...}, 
                                level] 

primenjuje f na delove izraza  
expr1, ...  koji su odre|eni sa level 

MapAll[f, expr] ili f //@ expr 
primenjuje f na svaki podizraz u expr. 
Izraz je ekvivalentan sa  
Map[f,expr, {0,Infinity}]  

MapAll[f, expr, Heads->True] 
primenjuje f unutar glava u delovima 
izraza expr 

Apply[f, expr, level] 
primenjuje f u nivoima izraza expr koji 
su odre|eni parametrom level  

MapIndexed[f, expr, level] 

primennjuje f na delovima izraza expr 
koji su odre|eni argumentom level, 
uzimaju}i listu indeksa za svaki deo kao 
drugi argumentza f 

Scan[f, expr, level] 
primenjuje  f na delovima izraza expr u 
nivoima koji su odre|eni izrazom level, 
ali ne konstrui{e novi izraz. 

 

2.2.3. Primena funkcije na nepoznatom delu liste ili izraza 
 
Ovi operatori primenjuju funkcionalni argument na nepoznati deo date liste 
ili izraza. Nije unapred poznat broj primena funkcionalnog argumenta. 
 

Select[expr, f, 
n] 

selekcija prviht n elemenata u expr  za koje funkcija f 
daje True 

 
2.3. REPETITIVNA PRIMENA NA FUNKCIONALNOM 

ARGUMENTU 
 
U ovom slu~aju aplikativni operatori primenjuju argument tipa Function, 
repetitivno, koriste}i  prethodni rezultat kao argument. Funkcinalne 
operacije Nest, Nestlist, Fold i FoldList imaju neku funkciju f kao jedan od 
svojih argumenata, i primenjuju je repetitivno. U svakom koraku se koristi 
rezultat iz prethodnog koraka kao novi argument za  f. 
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Nest[f, expr, n] 
rezultat je izraz dobijen primenom f na izraz expr 
n puta 

NestList[f, expr, n] 
rezultat je lista rezultata primene f na expr od 0 
do n puta 

FoldList[f, x, 
{a,b,...}] 

kreira listu {x, f[x,a], f[f[x,a],b],...} 

Fold[f, x, {a,b,...}] poslednji element liste koja je generizana 
izrazom FoldList[f, x, {a,b,...}] 

  
Izra~unavanja koja repetitivno primenjuju neku funkciju ili proces na njen 
nepoznati izlaz sve dok ulaz ne postane jednak izlazu, nazivaju se 
izra~unavanja bazirana na metodu fiksne ta~ke (fixed-point computations). 
Funkcionalne operacije FixedPoint i FixedPointList su bazirane na 
ovakvom stilu izra~unavanja. 
 

 FixedPoint[f, expr] po~ev{i od expr, primenjuje se f  
sve dok se rezultat menja 

FixedPointList[f, expr] 
generi{e listu repetitivnih 
primena funcije f, po~ev{i od 
expr, sve dok se rezultat menja 

FixedPoint[f, expr, SameTest-
>comp] 

prekinuti primenu kada primena 
funkcije comp na dve uzastopna 
rezultata daje True 

  

2.4. TABELE VREDNOSTI 
 
U ovom slu~aju liste ili izrazi koji sadr`e argumente za funkciju zadatu kao 
argument, nisu eksplicitno zadati. Argumenti za funkcionalni argument u 
vi{edimenzionalnim tabelama su specificirani koriste}i standardnu notaciju. 
 

Array[f,n] generi{e listu {f[1],f[2],...} du`ine n 

Array[f, dims, origin] generi{e listu koriste}i origin da odredi indeks 
(default vrednost je 1) 

Array[f, dims, origin, 
h] 

koristi glavu h umesto List, za svaki nivo  

Array [f,{n1, n2, ... }] generi{e n1×n2... ugne`denu listu sa elementima 
f[[i1,i2,...]] 

Table[f, {imax}] generi{e listu od imax vrednosti funkcije f 
Table[f,{i,imax}] generi{e listu od vrednosti za  f pri ~emu  i 
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uzima vrednosti od 1 do imax 
Table[f, {i,imin,imax}] po~inje sa i=imin 
Table[f,   
         {i,imin,imax,di}] koristi korake di 

Table[f,{i,imin,imax,di},
{j,jmin,jmax,|},...] generi{e vi{edimenzionalnu tabelu 

Inner[f, list1, list2, g] generalisani unutra{nji proizvod 

Outer[f, list1, list2,...] 
generalisani spolja{nji proizvod. Uzima sve 
mogu}e kombinacije elemenata iz list1, list2,... 
i kombinuje ih pomo}u f 

FoldList[f,x,{a1, a2,...}] rezultat je lista  
{x, f[x,a1], f[f[x,a1], a2],...}. 

Fold[f, x, {a1, a2, ... }] poslednji element izraza  
FoldList[f,x,{a1,a2,...}] 

MapIndexed[f, expr] 
primeniti f na elemente izraza expr, pri ~emu se  
pozicije svakog elementa koriste kao drugi 
argument za f 

 

2.5. DISTRIBUTIVNOST I ASOCIJATIVNOST 
 
Funkcija Distribute dozvoljava da se kontroli{u neke osobine 
funkcijionalnog argumenta, kao na primer distributivnost i linearnost. 
 

Distribute[f[a1+b1+..., a2+b2+..., 
...]] 

distribuira f u odnosu na + i daje 
rezultat 
f[a1,a2,...]+f[b1,b2,...]+... 

Distribute[f[args],g] 
distribuira f u odnosu na sve 
argumente sa glavom g 

Distribute[expr, g, f, gp, fp] 
distribuira f u odnosu na g, 
zamenjuju}i ih sa fp i gp, 
respektivno. 

  

2.6. O PORETKU U KOME SE ARGUMENTI KORISTE 
 
U svim prethodno opisanim slu~ajevima repetitivne primene funkcije f, koja 
se koristi ka argument, redosled prosle|ivanja argumenata funkciji f 
odre|ivan je implicitno. Podrazumevan je redosled s leva na desno. Pored 
toga, mogu}e je da se argumenti obezbe|uju u nekom drugom poretku, na 
primer zbog pove}anja efikasnosti. Poredak je u najve}em broju slu~ajeva 
nebitan, ali u nekim slu~ajevima mo`e da bude kriti~an. Takav slu~aj se 



 

 

141  

 

sre}e kada evaluacija sadr`i bo~ni efekt. Primena funkcinalnog argumenta f 
s desna na levo, u slu~aju jednoargumentne funkcije f, izu~avana je u [1]. 
Koriste}i ovu ideju, mo`emo modifikovati generi~ku definiciju element 
mapera i tail  maper tako da budu sposobni da kontroli{u poredak uzimanja 
argumenata. Mogu se uzeti tri op{ta principa za implementaciju ove ideje: 

1. modifikacija procesne funkcije koja generi{e rezultat, bez promene 
redosleda primenje  f; 

2. modikacija redosleda primene funkcije  f, bez izmene procesne 
funkcije; 

3. modifikacija i redosleda primene f kao i procesne funkcije. 
 

2.7. DEFINICIJA REP MAPERA U MATHEMATICA 
 
Kao {to je poznato u MATHEMATICA ne postoje rep-maperi. U LISP-u 
postoje. Po uzoru na rep-mapere iz LISP-a, ovde su definisani neki rep-
maperi u MATHEMATICA.  
Rep-maper Tailmapp je klasi~an rep-maper maplist iz LISP-a. On, dakle, 
primenjuje funkciju f na svaki rep liste l. 
Maper Tailmultimapp primenjuje n puta funkciju f na n-ti rep liste l. 
Funkcional Tailmultimappredos primenjuje funkcionalni arument na repove 
liste l onoliko puta koliko je to specifirano elementima liste redosled. 
 
Tailmapp@f_,l_D:= If@l==8<,Return@8<D,

Return@ Prepend@Tailmapp@f,Rest@lDD, Apply@f,List@lDDDDD 
Tailmapp@Length, 81, 2, 3, 4, 5, 6<D  
86, 5, 4, 3, 2, 1<  
Tailmapp@Rest, 81, 2, 3, 4, 5, 6<D  
882, 3, 4, 5, 6<, 83, 4, 5, 6<, 84, 5, 6<, 85, 6<, 86<, 8<<  
Tailmultimapp@f_,l_D:= Block@8pom= l,res= 8<<,

Do@res= Append@res,Primeni@f, pom,iDD;
pom= Rest@pomD,8i,1, Length@lD<D;

Return@resDD
 

Primeni@f_, l_, n_D:= Block@8pom = l<,
Do@pom = Apply@f, List@pomDD,

8i, 1, n<D; Return@pomDD
 

Tailmultimapp@First, 81, 81, 2<, 881, 2<, 2<<D  
81, 1, 1<  
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Tailmultimappredos@f_,l_,redosled_D:= Block@8pom=l,upo=redosled,res=8<<,
Do@

res=Append@res,Primeni@f,pom,First@upoDDD;
pom= Rest@pomD;
upo= Rest@upoD,8Length @lD<D;

Return@resDD  
Tailmultimappredos@Rest, 81, 2, 3, 4, 5<, 84, 3, 2, 1, 0<D  
885<, 85<, 85<, 85<, 85<<  
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3. KORI[]ENJE TEHNIKE PRETRA@IVANJA SA 
VRA]ANJEM 

 
Pretra`ivanje sa vra}anjem je postupak nala`enja re{enja nekog problema, 
ne po eksplicitnim pravilima (odnosno relacijama-jedna~inama koje 
povezuju ulazne i izlazne podatke), ve} nizom proba. Taj niz proba obi~no 
se prirodno izra`ava kroz rekurziju i zahteva re{avanje niza podzadataka. 
Nakon nala`enja jednog re{enja prvog podzadatka re{avamo skup preostalih 
podzadataka, pri ~emu re{enje ve} re{enog podzadatka ima uticaja na 
re{enje preostalih. Ako ne mo`emo da re{imo ostatak, onda je re{enje prvog 
podzadatka neodgovaraju}e i zato treba probati sa drugim re{enjem. U 
engleskom jeziku je uobi~ajen naziv backtrack (ili backtracking) za ovaj 
postupak. U nastavku izaganja }e termini backtrack i bektrek zna~ti isto. 
 

3.1. POSTAVLJANJE KRALJICA NA [AHOVSKU TABLU 
 
Ilustrujmo postupak na primeru slede}eg zadatka: postaviti 8 kraljica na 
{ahovsku tablu 8x8 tako da se one uzajamno ne napadaju. 
Prvo re{enje bi bilo: postaviti 8 kraljica na 8 proizvoljno izabranih polja od 
ukupno 64 polja i proveriti da li se napadaju. To je mogu}e izvesti na 
ukupno 

( ) 368 165 426 464
8 =  

na~ina. 
U slede}oj modifikaciji iskoristimo ~injenicu da dve kraljice ne mogu stajati 
u istoj koloni. Zato u svaku kolonu postavimo po jednu kraljicu (zna~i za 
svaku kraljicu postoji 8 mogu}ih pozicija) i proverimo da li se uzajamno 
napadaju. U tom slu~aju bismo imali ukupno 88= 16,777,216 mogu}nosti {to 
je zna~jno pobolj{anje, ali i dalje vrlo neefikasno. 
Dve kraIjice u dvema kolonama ne mogu zauzimati istu poziciju. Stoga 
pozicije pojedinih kraljica po kolonama moraju biti razli~iti brojevi u 
opsegu 1-8 (ili 0-7, zavisno kako numeri{emo prvo poIje u koloni). Stoga 
tih 8 pozicija za 8 kolona obrazuju jednu permutaciju pa je dovoljno da 
isprobamo sve permutacije od 8 elemenata, a toje ukupno 8! = 40320. 
Kona~no dolazimo do poslednjeg pobolj{anja. Ono se sastoji u slede}em: 
postavimo kraljicu na neko polje u prvoj koloni i re{avajmo problem: 
postaviti 7 kraljica u 7 preostalih kolona tako da se: 
- medusobno ne napadaju; 
- ne napadaju sa ve} postavljenom kraljicom u prvoj koloni. 
Po istoj {emi se i novi problem mo`e podeliti na dva podproblema:  
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- postaviti kraljicu u drugoj koloni tako da se ne napada sa ve} 
postavljenom kraljicom u prvoj koloni; 

- postaviti 6 kraljica u poslednjih 6 kolona tako da se me|usobno ne 
napadaju i da se ne napadaju  sa ve} postavljenim dvema kraljicama. 

Postupak se mo`e nastaviti do: 
- postavljanja svih 8 kraijica; 
- do trenutka kada u slede}oj koloni ne budemo mogli da postavimo 

kraljicu. 
U prvom slu~aju re{avanje je okon~ano. U drugom slu~aju se vra}amo 
nazad i neku ve} postavljenu kraljicu preme{tamo na neko drugo mesto, 
vode}i ra~una: 
- da se kraljica ne napada sa ostalim postavljenim; 
- da ne ponovimo neko re{enje koje smo ve} probali. 
Name}e se kao prirodno da prvo treba pomeriti poslednju postavljenu 
kraljicu, pa ako to ne uspe, prethodnu, itd. 
Svako polje na {ahovskoj tabli je odre|eno dvema koordinatama: 
- rednim brojem vrste u kojoj se nalaze (prva koordinata); 
- rednim brojem kolone u kojoj se nalaze (druga koordinata). 
Obe koordinate se kre}u u opsegu od 0 do 7. Tako je polje sa koordinatama 
(0,0) gornje levo polje, dok je polje sa koordinatama (7,7) donje desno polje 
table. 
Postavljanjem kraljice na i-to, polje (0≤i<8) u koloni kn (0 ≤ kn< 8), jedna 
vrsta i dve dijagonale postaju zauzete. Da je vrsta ili dijagonala zauzeta, 
zna~i da u toj vrsti ili dijagonali vi{e ne mo`emo postaviti nijednu kraljicu. 
Tako }emo, u trenutku kada postavimo kraljicu na neko polje, odre|enim 
indikatorima naglasiti da su odgovaraju}a vrsta, i odgovaraju}e dijagonale 
zauzete. Za to su nam potrebna 3 niza: 
- jedan sa 8 elemenata (za vrste); 
- dva sa po 15 elemenata (za dijagonale). 
Dijagonale smo ozna~ili sa dij45 i dij35, u zavisnosti od toga da li zaklapaju 
ugao od 45 ili 135 stepeni sa pozitivnim smerom x-ose koordinatnog 
sisterna, koji smo postavili tako da jedno teme (donje levo) table bude u 
koordinatnom po~etku. 
Za dijagonale koje zaklapaju ugao od 45 stepeni sa pozitivnim smerom va`i: 
sva polja koja pripadaju jednoj dijagonali imaju isti zbir koordinata. Taj zbir 
se kre}e od 0  (za gornje levo polje, odnosno, za dijagonalu koja prolazi 
kroz gornje levo) do 14 (za donje desno polje). 
Sli~no va`i i za dijagonale koje zaklapaju ugao od 135 stepeni: razlika prve i 
druge koordinate je ista za sva polja na jednoj dijagonali. Razlika se kre}e 
od  -7 ( gornje desno polje) do 7 ( donje levo polje). 
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Tako dolazimo do r{enja koje mo`emo ispisati u slede}em obliku:  
Stampaj:=Block[{i,j}, 
  For[i=1,i<9, 
    For[j=1,j<9, 
       If[kp[[j]]==i, 
          sahtabla[[j,i]]=1, sahtabla[[j,i]]=0]; 
       j++ 
    ]; 
    i++ 
  ]; 
  Print[TableForm[sahtabla]]; 
    
 Postavi[kn_]:=Block[{i}, 
    For[i=1,i<9, 
       If[(vr[[i]]==0)&&(dij45[[i+kn-1]]==0)&& 
                        (dij135[[kn-i+8]]==0), 
          If[kn<8, 
             kp[[kn]]=i; vr[[i]]=1; 
             dij45[[i+kn-1]]=1;dij135[[kn-i+8]]=1; 
             Postavi[kn+1];  vr[[i]]=0; 
             dij45[[i+kn-1]]=0;  dij135[[kn-i+8]]=0, 
                (* else *) 
             kp[[kn]]=i;    Stampaj;   1 
          ] 
       ]; 
       i++ 
    ]; 
    Return["Ovo su sva resenja"]] 
 
 Kraljice:= Block[{i,pom}, 
    vr={}; kp={};dij45={};dij135={};pom={};sahtabla={}; 
    For[i=1,i<9,kp=Append[kp,0];i++]; 
    For[i=1,i<9,vr=Append[vr,0];i++]; 
    For[i=1,i<16,dij45=Append[dij45,0]; 
                 dij135=Append[dij135,0];i++ 
       ]; 
       For[i=1,i<9, 
          For[j=1,j<9, 
             pom=Append[pom, 0]; j++ 
          ]; 
          sahtabla=Append[sahtabla,pom];pom={};   i++ 
       ]; 
    Postavi[1]] 
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 3.2. PROBLEM KRALJICA ZA [AHOVSKU TABLU 
DIMENZIJE N ×N 

 
Navedenu funkciju mo`emo uop{titi za slu~aj {ahovske table nxn, za 
proizvoljno n. Potrebno je izbaciti liniju kojom se proverava rezultat 
izvr{avanja rekurzivnog poziva funkcije {Postavi}. Tako bi funkcija za 
nala`enje svih re{enja mogla da se zapi{e u slede}em obliku: 
Stampaj[n_]:=Block[{i,j}, 
  For[i=1,i<n+1, 
     For[j=1,j<n+1, 
        If[kp[[j]]==i, 
           sahtabla[[j,i]]=1,  sahtabla[[j,i]]=0]; 
           j++ 
        ]; 
     i++ 
  ]; 
  Print[TableForm[sahtabla] 
 ]; 
 Postavi[n_,kn_]:=Block[{i}, 
    For[i=1,i<n+1, 
       If[(vr[[i]]==0)&&(dij45[[i+kn-1]]==0)&& 
                        (dij135[[kn-i+n]]==0), 
         If[kn<n, 
            kp[[kn]]=i;        vr[[i]]=1; 
            dij45[[i+kn-1]]=1; dij135[[kn-i+n]]=1; 
            Postavi[n,kn+1];   vr[[i]]=0; 
            dij45[[i+kn-1]]=0; dij135[[kn-i+n]]=0, 
                    (* else *) 
            kp[[kn]]=i;  Stampaj[n];     1 
           ] 
         ]; 
       i++ 
       ]; 
    Return["Ovo su sva resenja"]] 
Kraljice[n_]:= Block[{i,pom}, 
    vr={};   kp={};   dij45={};   dij135={}; 
    pom={};   sahtabla={}; 
    For[i=1,i<n+1,kp=Append[kp,0];i++]; 
    For[i=1,i<n+1,vr=Append[vr,0];i++]; 
    For[i=1,i<2*n,dij45=Append[dij45,0]; 
                  dij135=Append[dij135,0];    i++ 
    ]; 
    For[i=1,i<n+1, 
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       For[j=1,j<n+1, 
          pom=Append[pom, 0];      j++ 
          ]; 
       sahtabla=Append[sahtabla,pom]; pom={};   i++ 
       ]; 
    Postavi[n,1]] 

 

3.3. NEREKURZIVNO RE[ENJE PROBLEMA KRALJICA 
 
Poku{ajmo, na kraju, da proizvedemo nerekurzivno re{enje problema 
kraljica. Kao {to se vidi, jedini argument funkcije je redni broj kolone u koju 
postavljamo kraljicu. Uvodemo promenljivu koja odre|uje redni broj kolone 
u kojoj se trenutno nalazimo. Tako izabranu promenljivu: 
- uvea}avamo na mestu gde trenutno stoji rekurzivni poziv, 
- umanjujemo neposredno iza mesta gde stoji rekurzivni poziv. 
Dobijamo slede}u nerekurzivnu funkciju: 
Stampaj[n_]:=Block[{i,j}, 
  For[i=1,i<n+1, 
    For[j=1,j<n+1, 
      If[kp[[j]]==i, 
        sahtabla[[j,i]]=1, sahtabla[[j,i]]=0]; j++ 
      ]; 
      i++ 
    ]; 
    Print[TableForm[sahtabla]]; 
    Print["****************************************"]] 
Postavi[n_]:=Block[{i,j}, 
   j=1;  kp[[j]]=1; 
   While[j>0, 
     For[i=kp[[j]],i<n+1, 
        If[(vr[[i]]==0)\&\&(dij45[[i+j-1]]==0)\&\& 
                           (dij135[[j-i+n]]==0), 
           If[j<n, 
              kp[[j]]=i; vr[[i]]=1; 
              dij45[[i+j-1]]=1; dij135[[j-i+n]]=1; 
              Break[], 
           (* else *) 
              kp[[j]]=i; rn++; Stampaj[n]]]; i++ 
             ]; 
           If[i<n+1, 
              j=j+1; kp[[j]]=1,(* else *) 
              j=j-1; 
              If[j>0, 
                 i=kp[[j]];  vr[[i]]=0; 
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                 dij45[[i+j-1]]=0; dij135[[j-i+n]]=0; 
                 kp[[j]]=kp[[j]]+1 
                ] 
             ] 
    ]     ] 
Kraljice[n_]:= Block[{i,pom}, 
    rn=0;  vr={};  kp={}; dij45={}; dij135={}; pom={}; 
    sahtabla={}; 
    For[i=1,i<n+1,kp=Append[kp,0];i++]; 
    For[i=1,i<n+1,vr=Append[vr,0];i++]; 
    For[i=1,i<2*n,dij45=Append[dij45,0]; 
                  dij135=Append[dij135,0]; i++ 
       ]; 
    For[i=1,i<n+1, 
       For[j=1,j<n+1, 
          pom=Append[pom, 0];   j++ 
       ]; 
       sahtabla=Append[sahtabla,pom];  pom={};    i++ 
    ]; 
    Postavi[n]] 
 

3.4. OBILAZAK [AHOVSKE TABLE SKAKA^EM 
 
Drugi problem sli~nog tipa je odre|ivanje da li postoji mar{uta po kojoj bi 
se kretao skaka~ po {ahovskoj tabli proizvoljnih dimenzija tako da svako 
polje poseti ta~no jedanput. 
Zadatak se re{ava putem proba. Sa skoro svakog polja na tabli skaka~  mo`e 
sko~iti na 8 razli~itih polja (slika 7. 1). Numeri{imo mogu}e poteze kao {to 
je prikazano na slici: 
- nulti je dva polja desno, jedno polje navi{e; 
- prvi je jedno polje desno, dva navi{e, i na kraju 
- sedmi je dva polja desno, jedno nani`e. 
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Koristimo izraz "sa skoro svakog" zato {to sa nekih polja blizu kraja table 
nije mogu}e izvesti svaki od prikazanih poteza, jer se izlazi sa table. 
U toku obilaska table kre}emo sa nekog polja i u svakom koraku: 
- izvedemo skok na jedan od mogu}ih na~ina; 
- probamo da li od polja na kome se nalazimo nakon skoka mo`emo obi}i 

ostatak table. 
U slu~aju neuspeha u re{avanju ostatka problema, probamo sa slede}im 
mogu}im nastavkom od polja na kome se trenutno nalazimo. Postupak se 
zavr{ava nakon nala`enja re{enja ili po iscrpljivanju svih mogu}nosti. 
Ovde navodimo funkciju za nala`enje svih re{enja.  
Nastavi[m_,n_,cm_,cn_,pn_]:= 
  Block[{i,j,nm,nn}, 
    Do[nm=cm+pox[[i]];    nn=cn+poy[[i]]; 
       If[(nm<=0)||(nm>m),Continue[]]; 
       If[(nn<=0)||(nn>n),Continue[]]; 
       If[pot[[nm,nn]]!=0,Continue[]]; 
       pot[[nm,nn]]=pn; 
       If[pn==m*n, 
         Print[TableForm[pot]]; 
         Print["***********************************"], 
           (* else *) 
         Nastavi[m,n,nm,nn,pn+1] 
       ]; 
       pot[[nm,nn]]=0,{i,1,8}] 
  ] 
Obi|i[m_,n_,sm_,sn_]:= Block[{i,j,pom={}}, 
   pox={2,1,-1,-2,-2,-1,1,2}; 
   poy={1,2,2,1,-1,-2,-2,-1}; pot={}; 
   For[i=1,i<=m, 
     For[j=1,j<=n, pom=Append[pom,0];  j++ ]; 
     pot=Append[pot,pom];   pom={};  i++ 
    ]; 
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    pot[[sm,sn]]=1;   Nastavi[m,n,sm,sn,2] 
] 
 

3.5. PROBLEM STABILNIH BRAKOVA 
 
Neka imamo dva disjunktna skupa A i B sa istim brojem elemenata (n). 
Potrebno je na}i skup od n parova oblika (a, b) takvih ispunjavaju uslove 
a∈A i b∈B i jo{ neki dodatni uslov. Za izbor parova postoje razni kriterijumi 
a jedan od njih je pravilo stabilnih brakova. 
Pretpostavimo daje A skup mu{karaca, a B skup `ena. Svaki mu{karac ima 
svoju rang-listu `ena. Obratno, svaka `ena ima svoju rang-listu mu{karaca. 
Ako me|u njima postoje jedan mu{karac i jedna `ena koji nisu u braku, ali 
se svako od njih nalazi na rang-listi drugog pre stvarnog supru`nika, skup 
brakova se naziva nestabilnim. Zadatak je da se na osnovu rang-listi formira 
n stabilnih brakova. 
Problem re{avamo tako {to na|emo suprugu prvom mu{karcu, a potom 
tra`imo jo{ n-1 stabilan brak. Naravno, taj problem opet razdvajamo na 
problem nala`enja supruge prvom od preostalih n-1 mu{karaca i na problem 
proizvodnje n-2 stabilna braka. 
Suprugu odre|enom mu{karcu tra`imo sistemom proba, kre}u}i se po rang-
listi tog mu{karca. Za suprugu uzimamo prvu osobu sa rang-liste koja nije u 
braku, tako da po dodavanju tog para skupu brakova i dalje imamo skup 
stabilnih brakova. Ukoliko to ne mo`emo da izvedemo, moramo da 
menjamo neki od prethodno generisanih brakova. 
Pretpostavke su slede}e: 
(1) mf matrica u kojoj je mf[zn][i]  i-ti mu{karac na rang-listi `ene sa 

rednim brojem zn; 
(2) zf matrica u kojoj e zf[mn][i]  i-ta `ena na rang-listi mu{karca sa 

rednim brojem mn; 
(3) mi predstavlja niz u kome je mi[zn] mu{karac koji je u braku sa `enom 

zn (uzima se -1 ako `ena zn jo{ uvek nema supruga); 
(4) zi je niz u kome zi[mn] predstavlja `enu koja je u braku sa mu{karcem 

mn (-1 ako mu{karac mn jo{ uvek nema `enu). 
 

3.6. ZADATAK OPTIMALNOG IZBORA 
 

Navedimo primer jo{ jednog problema koji se mo`e re{iti kori{}enjem 
bektreka, a koji se malo razlikuje od ve} navedenih. Problem pripada klasi 
problema nala`enja optimalnog re{enja. 
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Problem se mo`e formulisati na slede}i na~in: Dat je skup od n objekata. 
Poznate su te`ine i cene svih objekata. Potrebno je izdvojiti podskup 
objekata tako da ukupna te`ina ne prelazi zadati broj, a ukupna cena bude 
maksimalna. 
Problem se svodi na nala`enje svih podskupova koji zadovoljavaju prvi 
uslov i odre|ivanje maksimalnog od tih podskupova po drugom kriterijumu.  
Generisanje podskupova koji zadovoljavaju prvi uslov vr{imo tako {to za 
svaki od objekata pojedina~no probamo: 
- varijantu kada taj objekat nije sadr`an u maksimalnom skupu, ali i 
- varijantu kada taj objekat jeste u maksimalnom skupu. 
Medutim, to bi zahtevalo ukupno 2n poku{aja, {to eksponencijalno raste. 
Stoga je potrebno odbaciti neke varijante. Odbacivanje varijanti vr{imo po 
slede}im kriterijumima: 
(i) [to se ti~e uklju~ivanja nekog elementa, sasvim je prirodno postaviti 

ograni~enje da dati element treba uklju~iti samo ako nakon njegovog 
uklju~ivanja dobijeni podskup ima sumu te`ina manju od zadatog 
ograni~enja. 

(ii) Neki element ne treba uklju~iti u dosad generisani podskup ako 
posle toga ostaje dovoIjno elemenata i mo`e se dosti}i cena ve}a od 
dosad poznate najve}e cene. 

Te`ina do sada generisanog podskupa i ukupna cena ostatka skupa objekata 
(jo{ neanalizirani objekti) zajedno sa generisanim podskupom bi}e 
argumenti funkcije koju rekurzivno pozivamo za slede}i objekt. 
 

3.7. ODRE\IVANJE NAJDU@E PROSTE MAR[UTE 
SKAKA^A 

 
Neka se skaka~ nalazi na polju (i, j) na {ahovskoj tabli dimenzija m×n. Neka 
se kre}e po tabli po pravilima {ahovske igre. Izvr{imo spajanje sredi{ta 
polja koje je skaka~ obi{ao (naravno, spajamo susedna polja, tj. polja na 
kojima se nalazio pre i posle pojedinih skokova). Dobijenu liniju }emo zvati 
mar{ruta. Kaza}emo da je mar{ruta prosta ukoliko sama sebe ne se~e, 
odnosno ako ne postoje dve nesusedne du`i koje imaju zajedni~kih ta~aka 
(seku se). 
Potrebno je da se odredi najdu`a prosta mar{ruta koju mo`e napraviti skaka~ 
kad kre}e od polja (i,j) na tabli dimenzija m×n. Iskoristi}emo tehniku 
bektreka. Od polja (i,j) skaka~ mo`e pre}i u najpovoljnijem slu~aju na neko 
od 8 polja, kao {to je prikazano na slici 7.1. Numeri{imo mogu}e skokove 
brojevima od 0 do 7. Ideja je da sa svakim od mogu}ih poteza poku{amo da 
produ`imo mar{rutu. 
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Kada napravimo skok sa polja (i1, j1) na polje (i2, j2), mar{ruta se 
produ`ava za liniju koja spaja sredi{ta ta dva polja. Ova linija razdvaja neke 
parove polja (ozna~imo ih sa (i3, j3) i (i4, j4)) na {ahovskoj tabli za koju 
va`i slede}e:  
- od jednog do drugog polja skaka~ bi mogao sti}i jednim potezom po 

pravilima {hovske igre; 
- ako bi u nastavku skaka~ napravio skok sa polja (i3,j3) na polje (i4, j4) 

(ili obratno), mar{ruta vi{e ne bi bila prosta, jer bi se du` koja spaja 
sredi{ta ta dva polja sekla sa du`i koja spaja sredi{ta polja (i1, j1) i polja 
(i2, j2). 

 
Zna~i, par polja (i3, j3) i (i4, j4) ne mo`e biti susedan u nizu polja koje }e 
skaka~ obi}i. Primer parova polja sa tim svojstvom prikazan je na slici 7.2. 
Posle izvo|enja pojedinih skokova za svaki par polja (i3, j3) i (i4, j4) sa 
gore navedenim svojstvima bele`imo da je neizvodljiv skok sa jednog u 
paru na drugo. Kako }emo to izvesti? Kako je mogu} skok sa polja (i3, j3) 
na polje (i4, j4), to postoji neki potez (jedan od onih koje smo ozna~ili 
brojevima od 0 do 7) kojim od prvog sti`emo do drugog polje. Neka je redni 
broj tog poteza k. Zna~i bele`imo da sa polja (i3, j3) nije mogu}e izvesti 
potez sa rednim brojern k. Ako se u nastavku na|emo na polju (i3, j3), to 
}emo potez sa rednim brojem k presko~ti, odnosno ne}emo analizirati. 
Sli~no va`i i za skok sa polja (i4, j4) na polje (i3, j3) (s tim {to }e biti 
zabranjen potez sa nekim drugim rednim brojem). 
U po~etnom trenutku ne postoje nikakva ograni~enja ovog tipa, odnosno 
smatra se da je mogu} bilo koji potez na bilo kom polju (naravno, osim 
poteza kojim bi se sko~ilo van table). 
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Par polja (i3, j3) i (i4, j4), odnosno par koji se sastoji od polja (i3, j3) i 
poteza k jednozna~no je odre|en polaznim poljem (polje (i1, j1)) i rednim 
brojem poteza kojim smo stigli na polje (i2, j2). Naime, par (i3-i1, j3-j1) je 
konstantan za bilo koje polazno polje (i1, j1) i redni broj poteza kojim smo 
od (i1, j1) stigli do polja (i2, j2). Stogaje dovoljno odrediti parove (i3-i1, j3-
j1) i redne brojeve poteza k koje ne treba analizirati: dovoljnoje napisati 
pomo}ni program ({to je br`e) ili analizu staviti na papir.  
Ako bismo se odlu~ili za program, dovoljno je fiksirati polazno i ciljno polje 
za potez sa rednim brojem l. Neka su to polja (i1, j1) i (i2, j2). Zatim 
analiziramo sva polja koja se nalaze dovoljno blizu ovih dvaju polja i polja 
blizu linije koja spaja ta dva polja. Izraz dovoljno blizu podrazumeva da se 
do njih mo`e sti}i jednim potezom skaka~a, ili da su bli`a od polja do kojih 
se mo`e sti}i jednim potezom. Za svako od tih izabranih polja analiziramo 
svaki od osam (8) mogu}ih poteza i provervamo da li bi se izvo|enjem tog 
poteza presekla linija koja spaja (i1, j1) i (i2, j2). Tako bi taj pomo}ni 
program imao slede}i zapis: 

 
Sada mo`emo da zapi{emo i funkciju koja odre|uje najdu`u mar{rutu. Kao 
{to smo rekli, od polja na kome se nalazimo probamo da produ`imo 
mar{rutu izvode}i jedan od mogu}ih 8 poteza. Ako je mogu}e izvesti potez 
sa rednim brojem l, onda:  
- izvodimo potez i na taj na~in prelazimo sa polja (i1, j1) na polje (i2,j2); 
- za odre|en broj polja iz okoline polja (i1, j1) zabranjujemo  neke 

skokove (to su polja i potezi koje smo odredili prethodno opisanim  
programom). 

Na slici 7.3 prikazana je jedna prosta mar{ruta, pri ~emu skaka~ kre}e sa 
polja (3, 3). 
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3.8. ODRE\IVANJE SKUPOVA SLOBODNIH ZA SUMU 
 
Ka`emo da je skup S slobodan za sumu ako va`i: ako x,y ∈S onda x+y∉S. 
Napi{imo funkciju koja za zadati broj k odre|uje najve}i ceo broj n, tako da 
se skup {1,2,..., n} mo`e razbiti u k disjunktnih podskupova S1, S2 , Sk koji su 
slobodni za sumu. 
Ako broj n ozna~imo sa f(k), onda va`i: 

f(1)=1,  f(2)=3,  f(3)=13,  f(4)=44,  f(k+1) ≤ 3 f(k)+1,  f(k)≤ k! 
Ra~unanje funkcije f mo`emo izvesti kori{}enjem tehnike bektreka. Ako je 
k>1, brojeve jedan i dva rasporedimo u prvi i drugi podskup. Za sve brojeve 
ve}e od dva odre|ujemo skupove Si (l ≤ i ≤ k) kojima ne mogu biti dodati 
zato {to nakon dodavanja ne bi bili slobodni za sumu. Tako nakon 
dodavanja brojeva 1 i 2 u prvi i drugi skup, broj ~etiri ne mo`e biti stavljen 
u drugi skup. Tako|e je u svakom trenutku poznata dosad odre|ena najve}a 
vrednost broja n, tj. najve}e n takvo da je {1,...,n} razbijen na k podskupova 
slobodnih za sumu. 
Po raspore|ivanju brojeva od 1 do i u neke od skupova, raspore|ujemo broj 
i+1. Tra`imo prvi od k skupova kome broj i+1 mo`e biti dodat. 
Ako na|emo takav skup (nekaje to skup Sj), onda: 
- broj i+1 dodajemo skupu Sj; 
- za sve elemente x∈Sj notiramo da broj x+i+1 ne mo`e biti raspore|en u 

skup Sj. 
Ako se nakon ovoga desi da neki broj l≤n ne mo`e biti raspore|en ni u jedan 
od k skupova, onda broj i+1 ne mo`e biti raspore|en u skup Sj. Zato tra`imo 
slede}i skup kome mo`e biti dodat broj i+1. 
Ako ne postoji skup kome mo`e biti dodat broj i+1, vra}amo se nazad i 
tra`imo drugi skup kome mo`e biti dodat broj i. 
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4. IZRA^UNAVANJE DETERMINANTI 

 
Programski paket MATHEMATICA je pogodan za numeri~ko i simboli~ko 
izra~unavanje determinanti. 
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4.1. IZRA^UNAVANJE NEKIH OSNOVNIH 
DETERMINANTI 

 
 I. Izra~unajmo slede}u determinantu reda 2n: 
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Ovde se mo`e primeniti uop{tena Laplace-ova teorema na centralni minor, 
tj. 
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Determ36@n_, a_, b_D:= Module@8k= n<,

If@k== 1, Return@a∗ a− b∗ bD,
Return@Ha∗ a− b∗ bL∗ Determ36@k− 1, a, bDDDD  

Determ36@3, a, bD  
Ha2− b2L3

 
 
II. Izra~unajmo sada slede}e tri determinante: 
 

.

1111
1)1(111

11211
11111
11111

.;

1

543
432

1321

;

01111
10111

11011
11101
11111

.

xn
xn

x
x

nnnnn
nnnnn

nn
nn
nn

−
−−

−
−

−

−

L

L

MMOMMM

L

L

L

L

L

MMOMMM

L

L

L

L

L

MMOMMM

L

L

K

 

 



 
 

 

156 

 

Kod prve determinante reda n, od svake vrste oduzmemo prvu vrstu. Tada 
dobijamo  
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U slu~aju druge determinante od n-te kolone oduzmemo (n-1)-vu kolonu, 
zatim od (n-1)-ve kolone (n-2)-gu, itd., dobijamo  
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gde je δ broj inverzija u permutaciji n, n-1, ... , 3, 2, 1. Taj broj je o~igledno 
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Tre}a determinanta je (n+1)-vog reda. Ako od svake vrste oduzmemo prvu 
vrstu, determinanta postaje 
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Determ314@n_D:=

Module@8i, j, a<,
a= Table@If@i== j, 0, 1D, 8i, 1, n<, 8j, 1, n<D;
a@@1, 1DD = 1;
Return@Det@aDD

D
 

Determ314@2D  
−1  
 
III. Izra~unajmo sada determinantu 
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gde su .,, Rcba ∈  
Razvijanjem determinante po prvoj vrsti dobijamo diferencnu jedna~inu   

.21 −− −= nnn bcDaDD  Ako su 1r  i 2r  re{enja kvadratne jedna~ine 

02 =+− bcarr , a bca 42 − je njena diskriminanta, imamo slede}a tri 
slu~aja: 

nn
n rCrCD 2211 +=  za 042 >− bca , 

n
n rCnCD 121 )( +=  za 042 =− bca , 

)sincos( 21 ϕϕρ nCnCD n
n += za 042 <− bca , gde je 22 βαρ += , ϕ -

glavna vrednost kompleksnog broja βα i+ . Ovde su re{enja kvadratne 
jedna~ine kompleksni brojevi βα i± . 
U svim slu~ajevima konstante 1C  i 2C odre|ujemo iz po~etnih uslova: 

aD =1 , bcaD −= 2
2 . 
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Determ316@n_D:=

Block@8i, j, a, b, c<,
q= Table@If@i== j, a,

If@j− i == 1, b,
If@i− j == 1, c, 0D

D D,
8i, 1, n<, 8j, 1, n<D;

Return@Det@qDD
D

 
Determ316@3D  
a3 − 2 a b c  
 
IV. Sada izra~unavamo determinante slede}ih matrica: 
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Na osnovu prethodnog primera imamo Dn = 2Dn-1 — Dn-2,  tj. Dn —  2Dn-1 + Dn-2 
= 0. Kako kvadratna jedna~ina r2 — 2r + 1 = 0 ima dvostruki koren r1 = r2 = 1, 
za prvu determinantu dobijamo 

Dn = (C1n + C2)1n = C1n + C2. 
Kako je D1 = 2, D2 = 3, to je 2 = C1 + C2, 3 = 2C1 + C2, tj. C1 = 1, C2 = 1. 
Dakle,  Dn = n + 1. 
 
Za drugu determinantu je Dn = 5Dn-1 — 6Dn-2, tj. Dn = C12

n + C23
n, odakle se 

zbog D1 = 5, D2 = 19 dobija C1 = -2, C2 = 3. Dakle, Dn = 3n+1 — 2n+1. 
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Pri izra~unavanju tre}e determinante primenjujemo postupak kao u 
prethodna dva slu~aja. Tako dobijamo da je Dn = (α + β)Dn-1 - αβDn-2, tj. 
diferencnoj jedna~ini pridru`ujemo kvadratnu jedna~inu r2 —(α+β)r+αβ=0. 
Re{enja kvadratne jedna~ine su r1=α, r2=β.  
Ako je α=β≠ 0 onda je Dn=(C1+ nC2)αn, odakle se zbog po~etnih uslova D1 = 
α + β, D2 = α2 + αβ + β2, dobija C1 = 1, C2 = 1, tj. Dn = (n + 1)αn.  
Ako je α = β = 0, onda je Dn = 0. 
Za α ≠ β = 0 ili β ≠ α = 0 imamo Dn = αn, tj. Dn = βn. 
 
Neka je sada α ≠ 0, β ≠ 0, α ≠ β. Tada je Dn = C1αn + C2βn.  
Iz po~etnih uslova D1 = α + β, D2 = α2 + αβ + β2 odre|ujemo konstante C1 i 
C2. Iz sistema α + β = C1α + C2β, α2 + αβ + β2 = C1α2 + C2β2, dobijamo da je  

C1 = α/ (α - β), C2 = β/ (β - α). Najzad, Dn= .
nn

β−α
β−α ++ 11

 

Determ317@n_D:=

Module@8i, j, a<,
a= Table@If@i== j, 2, If@Abs@j− iD == 1, 1, 0DD, 8i, 1, n<, 8j, 1, n<D;
Return@Det@aDD

D
 

Determ317@2D  
3 
 
V. Razvijanjem determinante 
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po prvoj vrsti dobija se n + 1 determinanata, od kojih svaka ima po jednu 
vrstu sa svim nulama izuzev u prvoj koloni, tj. 
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Determ326@n_, v_D:= Module@8i, j<,

h= Table@If@i== j, 1,
If@i== 1, −v@@j− 1DD,

If@j== 1, v@@i− 1DD, 0DDD,
8i, 1, n+ 1<, 8j, 1, n+ 1<D;

Return@Det@hDDD
 

General::spell1 : 

Possiblespellingerror:newsymbolname"Determ326"issimilartoexistingsymbol"Determ36". 
f:= 8a1, a2, a3<  
f 
8a1, a2, a3<  
Determ326@3, fD  
1+ a12 + a22 +a32

 
h 
881, −a1, −a2, −a3<, 8a1, 1, 0, 0<, 8a2, 0, 1, 0<, 8a3, 0, 0, 1<<  
 
VI. Za slede}e determinante n-tog reda se mo`e upotrebiti MATHEMATICA 
za verifikaciju slede}ih formula: 
 

 

xaxx

xxax
xxxa

n +

+
+

...

...

...

2

1

M
=a1a2... an+(a1a2... an-1+a1... an-2an + ... +a2a3... an)x;  

 

xaaa

axaa
aaxa

n

n

n

+

+
+

...

...

...

21

21

21

M
= xn + (a1 + ... + an) xn-1 ; 
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320...0000
131...0000

000...2320
000...0131
000...0023

M
  = 2n+1 — 1;            

0...321

...021

...301

...321

−−−

−−
−

M

n
n
n

=n! ; 

 

11...1
11...1

1...11
1...11

n
n

n
n

−
−

−
−

M =(-1)(n + 1)n/2 (n + 1)n-1 . 

 

  

determ328@a_, x_D :=

Module@8i, j, n = Length@aD<,
d = Table@a@@iDD, 8i, n<, 8j, n<D; d = Transpose@dD;

For@i = 1, i <= n, i++,
d@@i, iDD = d@@i, iDD + x;

D;
Print@MatrixForm@dDD;
Return@Simplify@Det@dDDD;

D
 

determ328@8a1, a2, a3<, xD  
a1 + x   a2       a3 
a1       a2 + x   a3 
a1       a2       a3 + x 
 

4.2. IZRA^UNAVANJE VANDERMONDOVE 
DETERMINANTE 

 
V. Determinanta oblika 

Vn(x1, x2, ...,xn) = 

1n
n

2
nn

1n
2

2
12

1n
1

2
11

x...xx1

x...xx1

x...xx1

−

−

−

M
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naziva se Vandermonde-ova determinanta. Za ovu determinntu va`i 
Vn(x1, x2, ...,xn) = ∏

≥≥≥

−
1

).(
jin

ji xx  

Zaista 

V2(x1, x2) = ,xx
x1

x1
12

2

1 −=  

V3(x1,x2, x3) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→→
→→

−−
−−=

2133

1122

31
2
313

21
2
212

2
33

2
22

2
11

KxKK

,KxKK

xxxxx1

xxxxx1

001

xx1

xx1

xx1

 

                    = 
3

2
1312

31
2
313

21
2
212

x1

x1
)xx)(xx(

xxxxx

xxxxx
−−=

−−
−−     

                    = (x2 — x1)(x3 — x1)(x3 — x2). 
Isti postupak mo`e biti primenjen i kod determinanata vi{eg reda. 
Pretpostavimo da je formula (3.1) ta~na za n—1. Sada u determinanti reda n 
oduzmimo od svake kolone prethodnu kolonu pomno`enu sa x1: 

Vn(x1, x2, ..., xn) = 

1
21

1
2
21

1
2

2
1

212
2
212

...1

...1
0...001

xxxxxxxx

xxxxxxxx

n
n

n
nnn

nn

−−

−−

−−−

−−−
M

 

                            = (x2 — x1)(x3 — x1)

22

2
3

2
33

2
2

2
22

1

...1

...1

...1

)(

−

−

−

−

n
nnn

n

n

n

xxx

xxx
xxx

xx
M

L  

                            = (x2 — x1)(x3 — x1) ).,...,,()( 3211 nnn xxxVxx −−L  

Prema indukcijskoj hipotezi se zatim dobija 

Vn(x1, x2,...,xn)=(x2 - x1)...(xn - 1) ,)xx()xx(
1jin

ji
2jin

ji ∏∏
≥≥≥≥≥≥

−=−  

~ime je dokaz zavr{en. 
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Determ322@n_, v_D:= Module@8i, j, h<,
h= Table@Power@v@@iDD, j− 1D, 8i, 1, n<, 8j, 1, n<D;
Return@Det@hDDD  

e:= 81, 2, 3<  
e 
Determ322@3, eD  
p:= 8x1, x2, x3<  
p 
Determ322@3, pD  
Factor@%D  
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5. NEKE PRIMENE LINEARNOG 
PROGRAMIRANJA 

 
5.1. OPTIMALNI PROGRAM PROIZVODNJE 

 
Sastaviti optimalni program proizvodnje zna~i izabrati, izme|u velikog 
broja proizvoda, onaj asortiman proizvoda koji }e obezbediti maksimalno 
ekonomske efekte iz ograni~ene koli~ine proizvodnih resursa. 
Pretpostavimo da preduze}e mo`e proizvoditi n razli~itih tipova proizvoda: 
P1, P2,..., Pn. Za proizvodnju preduze}e koristi m razli~itih vrsta ma{ina, r 
razli~itih kategorija radnika i g razli~itih vrsta sirovina u ograni~enim 
koli~inama. 
Poznat je dohodak koji se ostvaruje po jedinici svakog proizvoda, pa je 
problem kako preduze}e da programira proizvodnju da bi ostvarilo najve}i 
mogu}i dohodak u poslovanju. 
Matemati~ki model }emo formulisati kori{}enjem slede}ih simbola: 
xj - koli~ina j-tog proizvoda koju treba proizvesti prema optimalnom 
programu proizvodnje, a koju treba odrediti pomo}u matemati~kog modela; 
cj - dohodak po jedinici j-tog proizvoda; 
aij - vreme koje je potrebno da se na i-toj ma{ini proizvede jedinica j-tog 
proizvoda; 
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ai0 - kapacitet i-te ma{ine izra`en u vremenskim jedinicama; 
bkj - vreme potrebno radniku k-te kategorije da obradi, odnosno proizvede, 
jedinicu i-tog proizvoda; 
bk0 - raspolo`ivi fond radnog vremena radnika k-te kategorije; 
svj - koli~ina v-te sirovine koja je potrebna za proizvodnju jedinice j-tog 
proizvoda; 
sv0 - raspolo`iva koli~ina v-te vrste sirovine; 
ej - koli~ina j-tog proizvoda koja se mo`e prodati na trzi{tu. 
Pomo}u uvedenih simbola formuli{emo matemati~ki model. On ima 

funkciju kriterijuma z0=∑
=

n

j
jj xc

1
 koja ozna~ava dohodak od celokupne 

proizvodnje, pa treba na}i njenu maksimalnu vrednost uz slede}e 
ograni~avaju}e faktore: 

∑
=

=≤
n

j
ijij miaxa

1
0 ,...,2,1,  

∑
=

=≤
n

j
kjkj rkbxb

1
0 ,...,2,1,  

∑
=

=≤
n

j
vjvj gvsxs

1
0 ,...,2,1,  

.,...,2,1,0 njex jj =≤≤  
Dodaj[a_,b_]:=Module[{m=a,i,n=Length[b]}, 
           For[i=1,i<=n,i++,m=AppendTo[m,b[[i]]]] ;m] 
 
OptimalniProgram[c_,a_,a0_,b_,b0_,s_,s0_,e_]:= 
  Module[{m=-a,v=-a0,n=Length[c],i}, 
    m=Dodaj[m,-b];  m=Dodaj[m,-s]; 
     m=Dodaj[m,-IdentityMatrix[n]]; 
     v=Dodaj[v,-b0]; v=Dodaj[v,-s0]; 
     For[i=1,i<=n,i++, v=AppendTo[v,-e[[i]]]]; 
     LinearProgramming[-c,m,v] 
  ] 
 

5.2. OPTIMIZACIJA UTRO[KA MATERIJALA 
 
Optimalni utro{ak materijala je takav utro{ak materijala koji obezbe|uje 
ostvarenje odre|ene proizvodnje uz najmanji ukupni otpadak. Kod 
formiranja odgovaraju}eg matemati~kog modela po}i}emo od slede}ih 
pretpostavki: preduze}e treba da proizvede m razli~itih delova u odre|enim 
koli~inama, za proizvodnju tih delova koristi se materijal istih dimenzija. 
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Broj varijanti za obradu materijala unapred je poznat, a isto tako poznata je 
koli~ina otpadaka koja se javlja pri svakoj varijanti, kao i koli~ina pojedinih 
delova koja se dobija obradom jedinice materijala po svakoj varijanti. 
Za potrebe formiranja matemati~kog modela uvodimo slede}e oznake: 
xj - koli~ina materijala odre|ene dimenzije koja }e biti obra|ena po j-toj 
varijanti; 
aj - koli~ina otpadaka od jedinice datog materijala koji je obra|en po j-toj 
varijanti; 
aij - koli~ina delova i-te vrste koja se dobija od jedne jedinice materijala 

obra|enog po  j-toj varijanti; 
bi - ukupna koli~ina i-tog dela koju treba obezbediti za proizvodnju; 
s - raspolo`iva koli~ina datog materijala. 
Modelom }e se odrediti koli~ina materijala date dimenzije koja }e biti 
obra|ena po j-toj varijanti, ali tako da se `eljene koli~ine delova proizvedu 
uz minimalni ukupni otpadak. 

Funkcija kriterijuma modela ∑
=

=
n

j
jj xaz

1
0 ozna~ava ukupni otpadak pri 

obradi materijala po svim varijantama, pa treba na}i njenu minimalnu 
vrednost uz slede}i sistem ograni~enja: 

∑ == mibxa ijij ,...2,1,  

∑
=

≤
n

j
j sx

1
 ,        njx j ,...,2,1,0 =≥  

Formirali smo model za slu~aj kada preduze}e za proizvodnju koristi 
materijal istih dimenzija. 
 
    UtrosakMaterijala[a0_,a_,b_,s_]:= 
          Module[{m=a,v=b,n=Length[a0],s0={},i}, 
              For[i=1,i<=n,i++,s0=AppendTo[s0,-1]]; 
              m=Dodaj[m,{s0}];   v=Dodaj[v,{-s}]; 
              LinearProgramming[a0,m,v] 
          ] 
 
Pretpostavi}emo da preduze}e za proizvodnju koristi isti materijal u k raznih 
dimenzija. Svaka dimenzija materijala mo`e se obraditi prema raznim 
varijantama. Ako sa nv ozna~imo broj varijanti obrade v-tog materijala, onda 
}e ukupan broj varijanti obrade materijala svih dimenzija biti jednak N, pri 

~emu je  N=∑
=

k

v
vn

1
. 



 
 

 

166 

 

Sa oznakama i parametrima, ~ije je zna~enje isto kao i u prethodnom 
modelu, formiramo slede}i model. Treba na}i minimalnu vrednost funkcije 
kriterijuma 

             ∑
=

=
N

j
jj xaz

1
0        uz zadovoljenje slede}eg sistema ograni~enja: 

∑
=

==
N

j
ijij mibxa

1
,...,2,1, ,        ∑

=

=≤
vn

j
vj kvsx

1
,...,2,1, , 

.,...,2,1,0 Njx j =≥  

 
UtrosakMaterijalaRazni[a0_,a_,b_,s_,n_]:= 
     Module[{m=a,v=b,vn,k=Length[n],i,nula,j,l=Length[a0]}, 
             vn=Sum[n[[i]],{i,k}]; 
             nula=Table[0,{k},{l}]; 
             For[i=1,i<=k,i++, 
                 For[j=1,j<=n[[i]],j++,nula[[i,j]]=-1]]; 
             m=Dodaj[m,nula]; 
             v=Dodaj[v,-s]; 
             LinearProgramming[a0,m,v] 
      ] 
 

5.3. IZBOR SASTAVA ME[AVINE 
 
Problem svodi na odre|ivanje koli~ina pojedinih sirovina koje }e biti 
utro{ene za proizvodnju gotovog proizvoda odgovaraju}eg kvaliteta, ali tako 
da tro{kovi nabavke sirovina budu minimalni. 
U prvom slu~aju, u kome se od vi{e sirovina prozvodi jedan proizvod, 
polazimo od slede}ih pretpostavki: za dobijanje gotovog proizvoda mo`e se 
koristiti n vrsta sirovina; gotov proizvod mora da sadr`i m raznih elemenata 
u odre|enim koli~inama; treba proizvesti ukupno b jedinica gotovog 
proizvoda; poznate su nabavne cene pojedinih sirovina. 
Matemati~ki model }emo formirati kori{}enjem slede}ih simbola: 
xj -  koli~ina j-te sirovine koja }e se utro{iti za proizvodnju b jedinica 

gotovog proizvoda; 
pj - nabavna cena jedinice j-te sirovine; 
aij - koli~ina i-tog elementa u jedinici j-te sirovine; 
ai0 - propisana (minimalna ili maksimalna) koli~ina i-tog elementa u 

gotovom   proizvodu; 
b - koli~ina gotovog proizvoda koju treba proizvesti; 
sj - dozvoljena koli~ina j-te sirovine u gotovom proizvodu. 
Model se sastoji od funkcije kriterijuma 



 

 

167  

 

(min); z0=∑
=

n

j
jj xp

1

i ograni~avaju}ih faktora: 

∑
=

==
n

j
ijij miaxa

1
0 ,...,2,1, ; 

,
1

bx
n

j
j =∑

=

 .,...,2,1,0 njsx jj =≤≤  

 
Mesavina[p_,a_,a0_,b_,s_]:= 
        Module[{m=a,v=a0,n=Length[p],pom,i}, 
            pom={}; 
            For[i=1,i<=n,i++,pom=AppendTo[pom,1]]; 
            m=Dodaj[m,{pom}]; 
            m=Dodaj[m,-IdentityMatrix[n]]; 
            v=Dodaj[v,{b}];    v=Dodaj[v,-s]; 
            LinearProgramming[p,m,v] 
        ] 
MesavinaProcenti[p_,a_,a0_,s_]:=Mesavina[p,a,a0,1,s] 
 

5.4. PROBLEMI ISHRANE 
 
Problem se sastoji u slede}em: kako sa~initi program ishrane ve}eg broja 
istorodne stoke (iste vrste i iste starosne grupe) tako da izabrana hrana 
sadr`i u dovoljnoj koli~ini sve vrste neophodnih hranljivih sastojaka, a da 
izdaci za hranu budu minimalni. Savremena sto~arska proizvodnja toliko je 
napredovala da mo`e precizno formulisati brojne zahteve proizvo|a~ima 
sto~ne hrane u pogledu kvaliteta te hrane. Ti zahtevi mogu se svesti na 
slede}e: 
a) Sastavijanje obroka je specifi~no za svaku vrstu stoke, s tim {to obrok 
mora odgovarati biolo{kim potrebama organizma i mogu}nostima 
iskori{}avanja hrane. 
b) Pri sastavljanju obroka poznate su kvantitativne potrebe stoke za 
pojedinim hranljivim sastojcima. 
c) Proizvo|a~  sto~ne hrane mora poznavati funkciju pojedinih sastojaka 
hrane u organizmu stoke. To zna~i da hranljivi sastojci imaju razli~ite 
funkcije: slu`e za proizvodnju energije, za stvaranje novih telesnih materija, 
za obavljanje biolo{kih funkcija u organizmu itd. 
d) Moraju se poznavati sastavi pojedinih elemenata hrane koja }e se koristiti 
u obroku. Jedino tako je mogu}e u~initi takav izbor i kombinaciju hraniva 
koji }e obezbediti sve ove zahteve. 
Odgovaraju}i matemati~ki model }emo formirati na osnovu slede}ih 
pretpostavki. Za pripremu krmne smese mogu se koristiti n vrsta hraniva. 
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Poznate su koli~ine m vrsta hranljivih sastojaka koje dnevni obrok mora da 
sadr`i. Na kraju, poznate su i koli~ine pojedinih hranljivih sastojaka 
sadr`ane u jedinici svakog hraniva, kao i tr`i{na cena jedinice hraniva. 
Model }emo formirati kori{}enjem slede}ih simbola: 
xj - koli~ina j-tog hraniva koja }e se upotrebiti za dnevni obrok jednog grla 
stoke; 
pj - nabavna cena jedinice j-tog hraniva; 
aij - koli~ina i-tog hranljivog sastojka u jedinici j-tog hraniva; 
ai0 - propisana koli~ina i-tog hranljivog sastojka koju jedno grlo stoke mora 

da unese u organizam za jedan dan; 
qj - dozvoljena koli~ina j-tog hraniva u jednom obroku za jedno grlo stoke. 
Optimalni sastav krmne sme{e odredi}emo pomo}u slede}og modela: treba 

na}i minimalnu vrednost funkcije kriterijuma z0=∑
=

n

j
jj xp

1
koja mora 

zadovoljiti slede}i sistem ograni~enja: 

∑
=

=≥
n

i
ijij miaxa

1
0 ,...,2,1, ,   .,...,2,1,0 njqx jj =≤≤  

  Ishrana[p_,a_,a0_]:= 
       Module[{m=a,v=a0,n=Length[q]}, 
           m=Dodaj[m,-IdentityMatrix[n]];v=Dodaj[v,-q]; 
           LinearProgramming[p,m,v] 
      ] 
 

5.5. PRIMENA LINEARNOG PROGRAMIRANJA U 
POLJOPRIVREDI 

 
Pretpostavimo da poljoprivredno dobro raspola`e sa h hektara obradive 
povr{ine, da na njoj mo`e zasejati n vrsta poljoprivrednih kultura, da 
raspola`e sa m vrsta poljoprivrednih ma{ina i da se za proizvodnju koristi g 
vrsta semena, za{titnih sredstava i |ubriva. Pored toga, poznati su prose~ni 
prinosi svih poljoprivrednih kultura po jednom hektaru, te prodajna cena po 
jedinici svake kulture i direktni tro{kovi obrade jednog hektara pod 
odre|enom kulturom. Odrediti na kojoj povr{ini zasejati svaku od 
poljoprivrednih kultura da bi poljoprivrodno dobro ostvarilo maksimalan 
~ist prihod. 
Matemati~ki model }emo formirati kori{}enjem slede}ih simbola: 
xj - broj hektara na kojima }e biti zasejana j-ta poljoprivredna kultura; 
qj - prose~ni prinos j-te kulture po jednom hektaru; 
pj - prodajna cena po jedinici j-te kulture; 



 

 

169  

 

tj - direktni tro{kovi obrade jednog hektara pod j-tom kulturom; 
aij - vreme potrebno i-toj poljoprivrednoj ma{ini za obradu jednog hektara 

pod j-tom kulturom; 
ai0

k - raspolo`ivo vreme rada i-te poljoprivredne ma{ine u k-toj sezoni; 
bj

k - broj radnika koje treba anga`ovati u k-toj sezoni po jednom hektaru pod 
j-tom kulturom; 

b0
k - broj radnika sa kojima raspola`e poljoprivredno dobro za k-tu sezonu; 

svj - koli~ina v-tog materijala (semena, za{titnog sredstva, ve{ta~kog 
|ubriva) potrebna po jednom hektaru pod j-tom kulturom; 

sv0 - raspolo`iva koli~ina v-tog materijala; 
h - raspolo`iva obradiva povr{ina u hektarima; 

jh  - minimalna povr{ina pod j-tom kulturom; 

jh  - maksimalna povr{ina pod j-tom kulturom. 

Model se sastoji od funkcije kriterijuma j

n

j
jjj xtpqz )(

1
0 ∑

=

−=  koja ozna~ava 

ukupan ~ist prihod poljoprivrednog dobra, pa treba na}i njenu maksimalnu 
vrednost uz slede}e ograni~avaju}e faktore: 

∑
=

==≤
n

j

k
ijij rkmiaxa

1
0 ,...,2,1,,...,2,1,  

∑
=

=≤
n

j

k
j

k
j rkbxb

1
0 ,...,2,1,  

∑
=

=≤
n

j
vjvj gvsxs

1
0 ,...,2,1,  

∑
=

=
n

j
j hx

1

,  

.,...,2,1, njhxh jjj =≤≤  
Poljoprivreda[q_,p_,t_,a_,a0_,b_,b0_,s_,s0_,h_,hmin_,hmax_]:= 
     Module[{r=Dimensions[a0][[1]],m={},v={},i,qpt,pom, 
              n=Length[q],vn}, 
   vn=Dimensions[a0]; 
   For[i=1,i<=vn[[1]],i++, 
     For[j=1,j<=vn[[2]],j++,v=AppendTo[v,-a0[[i,j]]] 
   ] ]; 
   qpt=Table[q[[i]] p[[i]]-t[[i]],{i,n}]; 
   For[i=1,i<=r,i++,m=Dodaj[m,-a]]; 
   m=Dodaj[m,-b];  m=Dodaj[m,-s];   pom={}; 
   For[i=1,i<=n,i++,pom=AppendTo[pom,1]]; 
   m=Dodaj[m,{pom}]; m=Dodaj[m,IdentityMatrix[n]]; 
   m=Dodaj[m,-IdentityMatrix[n]]; 
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   v=Dodaj[v,-b0]; v=Dodaj[v,-s0]; v=AppendTo[v,h]; 
   v=Dodaj[v,hmin];     v=Dodaj[v,-hmax]; 
   LinearProgramming[-qpt,m,v]        
] 
 

LITERATURA 
 
[1] J. Petri}, Operaciona istra`ivanja, Nau~na knjiga, Beograd, 1989. 
[2] O. Todorovi}, Operaciona istra`ivanja, Prosveta, Ni{, 1992. 
 

6. VI[EKRITERIJUMSKA OPTIMIZACIJA 
 
Op{ta formulacija vi{ekriterijumske optimizacije (VKO) je: 
                          (max)             [f1(x),   f2(x),... , fp(x)],   p≥2, 
                           p.o.                gi(x)<=0,   i = 1, ... ,m;   
                                                 xj>=0,  j=1,... ,n, 
gde su f1(x),..., fp(x) i g1(x),..., gm(x)  realne funkcije od n promenljivih x = 
(x1, x2,..., xn). 
U ovom zadatku se tra`i resenje x koje maksimizira svih p funkcija cilja. 
Zato se zadatak VKO naziva i zadatkom vektorske optimizacije. Radi 
jednostavnosti,ovde se razmatraju samo problemi maksimizacije. Poznato je 
da se zadatak minimizacije jednostavno prevodi u zadatak maksimizacije 
mno`enjem kriterijumske funkcije sa -1. Sve nadalje izlo`ene definicije i 
metode mogu}e je prilagoditi da va`e za re{avanje zadatka minimizacije. 
Ka`emo da je nRX ⊂ skup dopustivih re{enja, ako je: 

}.,...,1,0;,...,1,0)({ njxmixgRxX ji
n =≥=≤∈=  

Svakom dopustivom re{enju Xx∈ odgovara skup vrednosti kriterijumskih 
funkcija, tj. vektor f(x)=(f1(x), f2(x) ,..., fp(x). Na taj na~in se skup dopustivih 
re{enja preslikava u kriterijumski skup, tj. S={f(x)| x∈X}. 
U daljem tekstu bi}e kori{}eni sledeci pojmovi: 
- Marginalna re{enja zadatka VKO se odre|uju optimizacijom svake od 

funkcija cilja pojedina~no nad zadatim dopustivim skupom, tj. 
re{avanjem p jednokriterijumskih zadataka:  
                              (max)                 fk(x),   k=1,...,p, 

                                      p.o.                    x∈X. 
Marginalna re{enja }emo obele`avati sa  

),...,,(
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2
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1
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n
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i svako od njih je re{enje dobijeno optimizacijom k-te funkcije cilja nad 
zadatiom dopustivim skupom X. 
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- Idealne vrednsti funkcija cilja fk* = fk(x
(k)*),  k=1,..., p predstavljaju 

vrednosti funkcija cilja za marginalna re{enja.  
- Idealne vrednosti funkcija cilja odre|uju idealnu ta~ku u kriterijumskom 

prostoru, tj. idealnu vrednost vektorske funkcije f*=(f1
*, f2

*, ...,  fp
*). 

- Ako postoji re{enje x* koje istovremeno maksimizira sve funkcije cilja, 
tj. x*={x | fk(x) = fk

*, k = 1,...,p}, onda se takvo re{enje naziva  savr{eno 
re{enje. 

U najve}em broju slu~ajeva karginalna re{enja se razlikuju i savr{eno 
re{enje ne postoji. Kada ono postoji, tada se u su{tini ne radi o problemu 
VKO. 
 

6.1. PARETO OPTIMALNOST 
 
^injenica da zadaci VKO po pravilu nemaju savr{eno re{enje upu}uje na 
preispitivanje koncepta optimalnosti i definicije optimalnog re{enja. 
Klju~nu ulogu u tome ima  koncept Pareto optimalnosti. To je pro{irenje 
poznatog koncepta optimalnosti koji se koristi u klasi~noj 
jednokriterijumskoj optimizaciji. 
Pareto optimum se defini{e na slede}i na~in: 
- Dopustivo re{enje x* predstavlja Pareto optimum zadatka VKO ako ne 

postoji neko drugo dopustivo re{enje x takvo da va`i:  
(∀k = 1,...,p)    fk(x) ≥  fk(x

*), 
pri ~emu bar jedna od nejednakosti prelazi u strogu nejednakost ">". 
Drugim re~ima, x je Pareto optimum ako bi pobolj{anje vrednosti bilo 
koje funkcije cilja prouzrokovalo pogor{anje vrednosti neke druge 
funkcije cilja (slika 1). Za Pareto oprimum koriste se slede}i sinonimi: 
efikasno, dominantno i nedominirano re{enje. 

 
slika 1 

 
Pored Pareto optimuma defini{u se slabi i strogi (jaki) Pareto optimumi. 
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Dopustivo re{enje x* je slabi Pareto optimum ako ne postoji neko drugo 
dopustivo re{enje x takvo da va`i:  

(∀k = 1,..., p)    fk(x) > fk(x
*). 

Drugim re~ima, x* je slabi Pareto optimum ako nije mogu}e istovremeno 
pobolj{ati sve funkcije cilja (slika 2). 

slika 2 
Pareto optimalno re{enje x* je strogi Pareto optimum ako postoji broj β>0 
takav da za svaki indeks k∈{1,.., p} i svako x za koje ne postoji savr{eno 
re{enje i zadovoljava uslov fk(x) > fk(x*), postoji bar jedno l∈{1,..., p}\{k} 
takvo da je f l(x) < f l(x*) i da va`i:  

β≥
−
−

)((
)()(

*

*

xfxf
xfxf

ll

kk

. 

Strogi Pareto optimum izdvaja ona Pareto re{enja ~ije promene ne 
prouzrokuju prevelike relativne promene u funkcijama cilja. 
Odnos izme|u opisanih optimuma je takav da svaki skup stro`ijih Pareto 
optimuma predstavlja podskup slabijih optimuma, tj. svaki Pareto optimum 
je istovremeno i slabi Pareto optimum, a svaki strogi Pareto optimum je i 
Pareto optimum. Odnos svih skupova dat je na slici 3. 

slika 3 
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6.2. METODE ZA RE[AVANJE ZADATAKA VKO 
 
Prema pristupu re{avanju zadatka metode VKO klasifikuju se u slede}ce tri 
grupe: 
1) A posteriori metodi u kojima se donosilac odluke informi{e o 

dominantnim (Pareto optimalnim) re{enjima matemati~kog modela, a on 
na osnovu njih donosi kona~nu odluku. 

2) A priori metodi u kojima se informacije o odnosu do prema 
kriterijumima ugra|uju u matemati~ki model ili metodu  a priori, tj. pre 
bilo kakvog re{avanja modela, a kona~na odluka se odnosi na osnovu 
tako dobijenog re{enja. 

3) Interaktivne metode u kojima donosilac odluke aktivno u~estvuje tokom 
re{avanja modela. U njima se iterativno kombinuju metode iz prethodne 
dve grupe, tj. donosilac odluke prvo daje preliminarne informacije o 
svojim preferencijama, a zatim  kada dobije re{enje, mo`e promeniti 
informacije ili re{enje. Ovaj postupak se iterativno ponavlja sve dok 
donosilac odluke bude kona~no zadovoljan dobijenim re{enjem. 

Od apriori metoda obradi}emo relaksiranu leksikografsku metodu i metodu 
ε ograni~enja i objasniti princip grupe metoda nazvanih metode rastojanja. 
Predstavnik interaktivnih metoda leste metod interaktivnog kompromisnog 
programiranja. 
 

6.2.1. Leksikografska vi{ekriterijumska optimizacija 
 
^esto se do optimalnog re{enja dolazi posle uzastopnog dono{enja odluka. 
Prvo se na|e optimalno re{enje za najva`niju funkciju cilja. Ako je 
optimalno re{enje jedinstveno, tada je problem re{en. Me|utim, ako 
optimalno re{enje nije jedinstveno, tada se na skupu svih optimalnih re{enja 
optimizuje funkcija cilja koja je druga po va`nosti. Ako je optimalno re{enje 
sada jedinstveno, problem je re{en; ako nije, optimizuje se funkcija cilja 
tre}a po va`nosti na skupu optimalnih re{enja prve i druge funkcije cilja itd. 
Dakle posmatrajmo problem minimizacije date ure|ene sekvence ciljnih 
funkcija: 
Q1(x),...,Ql(x) i skup ograni~enja oblika nejednakosti: 

F:  fi(x) ≤ 0,  i=1,...,p. 
Treba re{iti slede}i skup konveksnih uslovnih nelinearnih programa 

(min)           Qk(x),       x∈Rn 
p.o.              Qk-1(x) ≤ ak-1, 
           ...  ... 
         Q1(x) ≤ a1, 
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         x∈F,     k=1,...,l 
gde su ai, i=1,...,k-1 optimalne vrednosti predhodno postavljenih i re{enih 
problema (Li), i=1,...,k-1. 
Jedan od na~ina za implementaciju vi{ekriterijumske optimizacije dat je 
funkcijom MultiLex[]. 
 
MultiLex[q_List,constr_List]:= 
  Module[{res={},f=constr,Lis={},l=Length[q] ,k=1}, 
    Lis=Variables[q]; 
    While[k<=l, 
       rez=First[ConstrainedMax[q[[k]],f,Lis]]; 
       AppendTo[f,q[[k]]>=rez]; AppendTo[res,rez]; 
       k=k+1; 
   ] ; 
   Return[res]; 
  ]  
 
Za gore naveden problem re{enje se dobija pozivom funkcije 
MultiLex[{8x1+12x2,14x1+10x2,x1+x2}, 
        {8x1+4x2<=600,2x1+3x2<=300,4x1+3x2<=360, 5x1+10x2>=600,x1>=0,x2>=0}] 
pri ~emu se dobija re{enje: 
{1200,1220,110} 
 
Mogu se naglasiti slede}e prednosti koje proizilaze iz simboli~ke 
implementacije leksikografski vi{ekriterijumskih problema: 
(1) Mogu}nost izbora i zamene kako izabrane ciljne funkcije tako i funkcija 

koje predstavljaju zadata ograni~enja, iz liste koja predstavlja unutra{nju 
formu postavljenog problema, u listu formalnih parametara procedure 
kojom se implementira uslovni optimizacioni metod. 

(2) Jednostavna konstrukcija unutra{nje forme koja predstavlja uslovni 
program (Lk). Ovo svojstvo proizilazi iz simboli~ke manipulacije sa 
listama, kojom je omogu}eno dodavanje na po~etak ograni~enja tipa 
nejednakost Qi(x)≤ ai, 1≤ i≤ l u listu ograni~enja tipa nejednakost, koja 
je do tada formirana. 

(3) Simboli~ka obrada dozvoljava da se funkcije koriste kao objekti prvog 
reda. Izme|u ostalog, mogu da se koriste nizovi funkcija, ~iji se 
elementi kasnije mogu selektovati i primenjivati na zadatu listu 
argumenata. Ovakve strukture nisu podesne za konstrukciju u 
proceduralnim programskim jezicima. 
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6.2.2. Metod te`inskih koeficijenata 
 
Metod te`inskih koeficijenata je najstariji metod za VKO. Ovaj metod uvode 
koristi te`inske koeficijente wi za sve kriterijumske funkcije fi(x), i=1,...,n, 
pa se problem optimizacije svodi na slede}u skalarnu optimizaciju 

                                   (max )              ∑
=

n

i
ii xfw

1
)(  

                                     p.o.                gi(x)<=0,   i = 1,2, ... ,m, 
                                                           xj>=0,  j=1,... ,n. 
^esto se metod te`inskih koeficijenata koristi tako {to se zadaju vrednosti 
ovih koeficijenata. Me|utim, to uvek izaziva odre|ene te{ko}e i primedbe 
na ovakav postupak, jer se unosi subjektivan uticaj na kona~no re{enje 
preko zadatih vrednosti te`inskih koeficijenata. 
Funkcijom Compositions[n,k] mo`emo odrediti "k-dimenzionalne ta~ke", 
~iji zbir koordinata daje n. Kada tu listu podelimo brojem n, mo`emo dobiti 
ta~ke u intervalu [0,1] ~ije koordinate mogu predstavljati koeficijente wi. 
Na taj na~in smo obezbedili automatsko odre|ivanje koeficijenata wi 
potrebnih za realizaciju metoda. Ostavljena je i mogu}nost da sami 
izaberemo koeficijente wi. To se posti`e tako {to pri pozivu funkcije 
MultiW[ ], kojom se implementira metoda te`inskih koeficijenata, ~etvrtu 
koordinatu zadamo da bude 0, a petu koordinatu, koja je lista koeficijenata 
wi, zadamo kao nenultu listu, tj. zadamo koeficijente wi u obliku liste. 
Ukoliko je ~etvrta koordinata razli~ita od 0 to je znak algoritmu da sam 
generi{e koeficijente za wi. 
Sledi program kojim je implementirana metoda te`inskih koeficijenata. 
 
Ulazne veli~ine: 
q_, pr_List - ciljna funkcija i lista njenih parametara; 
PO_List - lista ograni~enja; 
kor_ - korak podele intervala [0,1]; 
w1_List - lista te`inskih koeficijenata u intervalu [0,1]. 
Lokalne promenljive: 
fun - formirana funkcija; 
rmax - maksimum funkcije pod datim ograni~enjima. 
 
MultiW[q_List,pr_List,PO_List,kor_,w1 _List]:= 
 Block[{q0=q,prom=pr,fun,k=kor,i=0,L1={},w={}}, 
   l=Length[q0]; 
   If[k==0, w=w1;k=Length[w1]-1,   w=Compositions[k,1]/k]; 
   While[i<=k,i+i+1; 
      fun=Simplify[Sum[w[[i,j]]*q0[[j]],{j,1,l}]]; 
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      rmax=ConstrainedMax[fun,PO,prom]; L1=Append[L1,rmax]; 
   ]; 
   Print[L1] 
 ] 
 
Primer. Neka su kriterijumske funkcije f1=x1+x2,  f2=2x1-x2. Zadatak je da se 
odredi re{enje koje maksimizira obe funkcije, tj.  
(max)  [f1, f2] uz ograni~enja  

-3x1+5x2 ≤ 9, 
3x1+2x2  ≤ 12, 
5x1-4x2  ≤ 9, 
x1,x2 >= 0. 

Potra`imo prvo re{enja problema ne zadavaju}i koeficijente wi. 
MultiW[{x+y,2x-y},{x,y}, {-3x+5y<=9,3x+2y<=12,5x-4y<=9,x>=0,y>=0}, 6,{}] 

{{9/2,{x->3,y->3/2}},{9/2,{x->3,y->3/2}},{9/2,{x->3,y->3/2}}, 
  {9/2,{x->3,y->3/2}},9/2,{x->3,y->3/2}},{9/2,{x->3,y->3/2}}, {5,{x->2,y->3}}}. 
 
Sada zadajemo sami vrednosti za wi. 

MultiW[{x+y,2x-y},{x,y},    {-3x+5y<=12,5x-4y<=9,x>=0,y>=0},  0,     

                     {{1,0}, {0.9,0.1}, {0.875,0.125},  {0.8,0.2},{0,1}}] 

{{5,{x->2,y->3}},{4.6,{x->2,y->3}},{4.5,{x->3,y->1.5}},{4.5,{x->3,y->1.5}}, 
   {9/2,{x->3,y->3/2}}} 
 

6.2.3. Relaksirana leksikografska metoda 
 
Ovaj metod je iterativni postupak u kome se u svakoj iteraciji re{avaju 
odgovaraju}i jednokriterijumski zadaci optimizacije. Pretpostavlja se da su 
od strane donosioca odluke dati prioriteti kriterijuma i da su u skladu sa 
njima dodeljeni indeksi kriterijumima. U relaksiranoj leksikografskoj 
metodi se po svakom od p kriterijuma re{ava jednokriterijumski zadatak 
optimizacije. Pri tome se u narednoj iteraciji ne postavlja kao ograni~enje 
zahtev da re{enje bude optimalno po kriterijumu vi{eg prioriteta, ve~ se ono 
relaksira tako da se zahteva da re{enje bude u okolini optimalnog re{enja 
dobijenog u prethodnoj iteraciji. Na taj na~in, svaki kriterijum uti~e na 
kona~no re{enje. 
donosilac odluke zadaje redosled kriterijuma po zna~ajnosti. Pored toga, 
svakom kriterijumu, uzimaju}i poslednji, donosilac odluke deljuje se 
vrednost αk, k=1,..., p-1, za koju kriterijum vi{eg prioriteta sme da odstupi 
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od svoje optimalne vrednosti. Metoda obuhvata izvr{avanje slede}ih p 
koraka: 

1.  (max)  f1(x),  p.o.  x∈X. 
Ako je re{enje ovog problema jednako f1

*, u slede}em koraku se re{ava problem 
2.  (max)  f2(x),  p.o.  x∈X;      f1(x)≥ f1

*-α1. 
Proces se analogno nastavlja. U  p-tom koraku re{ava se problem 

3.  (max) fp(x),         p.o.   x∈X;     fl(x)≥ fl
* - αl,    l = 1,...,p-1. 

Za re{enje polaznog modela se usvaja rezultat dobijen u poslednjem koraku, 
a vrednosti funkcija cilja za dobijeno re{enje se moraju posebno ra~unati. 
Re{enje dobijeno ovim metodom obezbe|uje slabi Pareto optimum, a ako je 
re{enje jedinstveno, ono je i Pareto optimalno. Ako je dopustiva oblast 
konveksna, pode{avanjem parametara αk, k=1,..., p-1, mo`e se dobiti bilo 
koje Pareto optimalno re{enje. 
 

Primer. Primenom relaksirane leksikografske metode re{i}emo slede}i 
zadatak VKO (funkcije cilja su relaksirane po prioritetu): 
                                (max)      [f1(x),  f2(x),  f3(x)]   

p.o.         2x1+x2 ≤ 6,  x1+3x2 ≤ 6,   x1, x2 ≥ 0 
ako je zadato: 

2 f1(x)=x1+4x2,               α1=1 
f2(x)=x1,                                       α2=1 
f3(x)=x1+x2. 

Slika 4 
 

Korak 1. (max)     f1(x) = x1+4x2   p.o. x∈X. 
Ovaj zadatak ima jedinstveno optimalno re{enje u ta~ki x1*=(0,2), pri ~emu 
je f1

*=8. 
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Korak 2. (max)     f2(x)=x1       p.o.    x∈X,   x1+4x2 ≥ 7. 
Dobija se re{enje:  x2*=(2.43, 1.14),   f2

*=2.43 
Korak 3. (max)     f3(x)=x1+x2   p.o.    x∈X,  x1+4x2≥ 7,  x1≥ 1.43. 
Re{enje ovog zadatka se usvaja kao kona~no. To je re{enje: x1

*=3.6; x2
*=1.2. 

Vrednosti funkcija cilja u ovoj ta~ki su:  f *=(7.2, 2.4, 3.6). 
 
Relaksirana leksikografska metoda je veoma osetljiva na izbor koeficijenata 
αk, u tolikoj meri da se "pogre{nim" izborom mogu dobiti neprihvatljiva 
re{enja. Tako u prethodnom primeru imamo slu~aj da se kona~no  resenje 
poklapa sa marginalnim re{enjem funkcije cilja koja ima najni`i prioritet, 
dok je vrednost najzna~ajnijeg kriterijuma smanjena. Kod primene ove 
metode se preporu~uje da donosilac odluke kriti~ki preispita dobijena 
re{enja, uporedi ih sa marginalnim i da po potrebi koriguje zadate 
koeficijente. 
 
Jedan od na~ina za implementaciju relaksirane leksikografske metode dat je 
funkcijom MultiRelax[ ]: 
Ulazne veli~ine: 
q - lista ciljnih funkcija; 
parcf - parametri ciljnih funkcija; 
constr  - lista ograni~enja. 
 
MultiRelax[q_,parcf_,constr_]:= 
  Module[{ls={},con=constr,rez={},i,l}, 
    l=Length[q]; 
    For[i=1,i<=l,i++, 
     ls=ConstrainedMax[q[[i]],con,Variables[q]]; 
     rez=First[ls]; 
     If[i<l, AppendTo[con,q[[i]]>=rez-parcf[[i]]]   ]; 
   ]; 
   rez=Last[ls];   Return[{q/.rez,rez}] 
 ]  
 

6.2.4. Metod ε ograni~enja 
 
U ovom metodu donosilac odluke izdvaja kriterijum fq(x) koji ima najvi{i 
prioritet i njega maksimizira, dok ostale funkcije cilja ne smeju imati 
vrednosti manje od unapred zadatih εk, k=1,...,p, k≠p. Drugim re~ima, re{ava 
se slede}i jednokriterijumski zadatak: 

(max)           fq(x) 
p.o.              gi(x)≤ 0,    i=1,...,m, 



 

 

179  

 

                      fk(x) ≥ εk,     k=1,...,p,     k ≠ p, 
                     xj  ≥ 0,  j = 1,...,n, 

~ije se re{enje usvaja kao re{enje polaznog zadatka VKO. Ako postavljeni 
zadatak nema dopustivo re{enje, potrebno je smanjiti vrednosti εk. Sli~no 
prethodnoj metodi, re{enje dobijeno ovim postupkom osetljivo je na izbor 
parametara koje daje donosilac odluke. Zato se preporu~uje da donosilac 
odluke aktivno u~estvuje u eksperimentima na modelu i da u slu~aju potrebe 
koriguje zadate koeficijente. 
 

Primer. Re{iti slede}i zadatak VKO: 
                (max)       [f1(x)=x1,        f2(x)=x2]    p.o.    0≤ xj≤ 1,   j=1,2  
metodom ε ograni~enja, ako prvi kriterijum ima najvi{i prioritet, dok drugi 
ne sme imati vrednost manju od 0.5. 
Skup dopustivih re{enja za polazni zadatak prikazan je na slici. Na po~etku 
re{avamo slede}i zadatak linearnog programiranja: 

(max)  f1(x)=x1   p.o.  0 ≤  x1 ≤ 1;  1/2≤  x2 ≤ 1, 

slika 5 
 

~ije je re{enje vi{estruko (slika 5) x1
*=1, x1

*∈[1/2,1], a vrednosti funkcija 
cilja su f1

*=1 i u zavisnosti od izbora vi{estrukog re{enja f2
*∈[1/2,1].  

 

Primer. Re{iti zadatak VKO: 
(max)         [f1(x)=x1,   f2(x)=x2]   p.o.  x1+2x2≤ 6 ;   2x1+x2≤  6,  x1, x2 ≥ 0. 

ako je donosilac odluke zadao: q=2, ε1=2. 

slika 6 
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Model transformi{emo na slede}i na~in:  
(max)   f2(x)=x2       p.o.       x1+2x2 ≤ 6 ;   2x1+x2 ≤ 6,  x1≥ 2, x2 ≥ 0. 

Re{enje ovog modela je jedinstveno (ta~ka B na slici) i Pareto optimalno: 
x1

*=2,  x2
*=2,  f1

*=2,  f2
*=2. 

Slede}om funkcijom MultiEpsilon[ ] bi}e dat jedan na~in implementacije ε 
ograni~enja. 
Ulazne veli~ine: 
q - lista ciljnih funkcija 
parcf - parametri ciljnih funkcija 
constr - lista ograni~enja. 
MultiEpsilon[q_,parcf_,constr_]:= 
   Module[{lisrez={},con=constr,rez={},i,l,j=1}, 
      l=Length[q]; 
      For[i=2,i<=l,i++, 
           AppendTo[con,q[[i]]>=parcf[[i-1]]] 
      ]; 
      lisrez=ConstrainedMax[q[[j]],con,Variables[q] ]; 
      rez=Last[lisrez];  Return[{q/.rez,rez}] 
 ]  
 

6.2.5. Metodi rastojanja 
 

Metodi rastojanja ~ine grupu za re{avanje zadataka VKO ~ija je osnovna 
ideja da se u kriterijumskom prostoru tra`i ta~ka koja je najbli`a nekoj 
unapred odre|enoj ta~ki koja se `eli dosti}i ili ka kojoj treba te`iti ako ona 
nije dopustiva. Drugim re~ima, minimizira se rastojanje izme|u `eljene 
ta~ke i dopustive oblasti  (slika 7). Razlike izme|u pojedinih metoda ove 

slika 7 
 

grupe se baziraju na algoritmu prema kome `eljena ta~ka odre|uje, na  
na~inu prema kome se rastojanje od nje "meri", da li se uvode te`inski 
koeficijenti, itd. 
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U op{tem slu~aju, donosilac odluke za svaki od p kriterijuma zadaje `eljene 
vrednosti ili odre|uje na~in kako }e se one izra~unati. Na taj na~in se u p-
dimenzionalnom kriterijumskom prostoru defini{e ta~ka fz=(f1

z,...,fp
z) koja po 

pravilu ne pripada dopustivoj oblasti S. U slu~aju da je fz∈S zadatak se 
re{ava re{avanjem sistema jedna~ina koje su definisane skupom 
ograni~enja. 
U metodu rastojanja re{ava se slede}i op{ti zadatak: 

(min)       d(f z-f(x))  p.o. x ∈ X 
gde d(*.*) ozna~ava rastojanje definisano pogodnom metrikom. 
U kontekstu merenja rastojanja u kriterijumskom prostoru ovde }emo 
ponoviti definicije metrika koje se naj~e{}e koriste u metodama rastojanja: 

l1  (pravougaona) metrika:  dl1(f z, f(x))=∑
=

−
p

k
k

z
k xff

1
)( , 

l2  (Euklidova) metrika:  dl2(f 
z,f(x))= ∑

=

−
p

k
k

z
k xff

1

2 ))(( , 

l∞  (^ebi{evljeva) metrika: dl∞ (f 
z,f(x))= )(max1 xff k

z
kpk −≤≤ . 

Kriterijumima je mogu}e dodeliti te`inske koeficijente, tako da prethodne 
formule za rastojanje izme|u `eljenog i tra`enog re{enja dobijaju oblik: 

dl1(f 
z, f(x))=∑

=

−
p

k
k

k
zk xffw

1
)(  za pravougaonu metriku, 

dl2(f 
z, f(x))= ∑

=

−
p

k
k

z
kk xffw

1

2 ))((  za Euklidovu metriku, 

dl∞(f z,f(x))= )(max1 xffw k
z

kkpk −≤≤  za ^ebi{evljevu metriku. 

Bez obzira na oblik polaznih funcija cilja, zadaci minimizacije rastojanja su 
problemi nelinearnog programiranja, za koje, u op{tem slu~aju, nije 
jednostavno prona}i optimalno re{enje. Izuzetno se u slu~aju l1 metrike i 
linearnih funkcija cilja i ograni~enja zadatak minimizacije rastojanja mo`e 
formulisati kao problem LP. 
 
Primer. Zadatak VKO 

(max)         [f1(x)=x1,  f2(x)=x2]    p.o.    0≤ xj ≤ 1,  j=1,2 
re{iti metodom rastojanja koriste}i pravougaonu metriku, ako se `ele dosti}i 
vrednosti kriterijuma:  f1 

z=2 i  f2 
z=3.  

 
 Zbog specifi~nog oblika funkcija cilja, dopustivi skup i kriterijumski skup 
}e imati isti oblik (slika 8). Mada je sa slike o~igledno da je dopustiva ta~ka 
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f*=(1,1) najbli`a `eljenoj, pokaza}emo to analiti~kim putem. Re{ava se 
slede}i zadatak: 

(min)     π(x)= | 2 — x1| + | 3 — x2|   p.o.    x1 ≤ 1,  x2 ≤ 1,  x1, x2 ≥ 0. 

 
slika 8 

 

Kada smo u re{avanju konkretnog zadatka sigurni da vrednosti 
kriterijumskih funkcija ne}e biti ve}e od zadatih `eljenih vrednosti, mo`emo 
slobodno da zanemarimo operatore apsolutne vrednosti jer je  

|fk 
z — fk(x)|=fk 

z — fk(x). 

U konkretnom primeru to zna}i da bismo re{avali zadatak (min)  [5-x1-x2] 
na datom dopustivom skupu. Re{enje ovog zadatka je x*=(1,1) i ono je 
istovremeno re{enje polaznog nelinearnog modela. Me|utim, opisani 
postupak zanemarivanja apsolutnih vrednosti u op{tem slu~aju ne bi bio 
korektan. Zato se  koristi slede}i na~in za osloba|anje od apsolutnih 
vrednosti. 
Najpre se defini{u promenljive yk=fk

z-fk(x), k=1,...,p, koje predstavljaju 
odstupanja funkcija cilja od `eljenih vrednosti. U ovom slu~aju uvode se 
smene y1=2-x1 i y2=3-x2, tako se dobija model: 

(min) F(x,y) = | y1 | + | y2 |  p.o. x1 + y1 = 2,  x2 + y2 = 3, 0≤  x1 ≤1, 0 ≤  x2 ≤ 
1. 

Treba primetiti da je F(x,y)  funkcija od y, a time i implicitno i funcija od x. 
Odstupanje yk mo`e biti pozitivno ili negativno. Kada je pozitivno, pokazuje 
za koliko je fk(x) ve}a od `eljene vrednosti fz i zato se naziva preba~aj i 
obele`ava sa  yk

+. Kada je odstupanje negativno, ono pokazuje za koliko je 
fk(x) manje od `eljene vrednosti  f z i zato se naziva podba~aj   i obele`ava 
sa yk

-. Jasno je da va`i yk=yk
+ - yk

- i yk
+ * yk

- =0, jer za jedan kriterijum ne 
mo`emo istovremeno imati i preba~aj i podba~aj. 
Prema tome, u konkretnom zadatku uvodimo slede}e smene:  
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y1=y1
- - y1

+  i  y2 =y2
- - y2

+. 
Apsolutne vrednosti mogu se napisati kao:  

| y1 |  = y1
++y1

-  i  | y2 | = y2
++ y2

-, jer je y1
+, y1

-,  y2
+, y2

- ≥ 0. 
Na ovaj na~in se polazni zadatak metode rastojanja transformi{e u slede}i 
oblik: 
(min)              F(x,y) = y1

++y1
-+y2

++y2
-   

p.o.                 x1 — y1
++ y1

- = 2,     x2 — y2
++y2

- = 3,  
                       x1, x2 ≤ 1, x1, x2, y1

+, y1
-, y2

+, y2
- ≥ 0. 

Ovo je klasi~an zadatak LP ~ije se re{enje mo`e dobiti simpleks 
algoritmom, i ono je: 

y1
+=0,  y1

- = 1,  y2
+=0,  y2

- =2,  f1
*=x1

*=1,   f2
*=x2

*=1. 
 
Primer.  Dat je zadatak VLP   
(max)           [f1(x),  f2(x),  f3(x)] 
p.o.             35 x1+7 x2 ≥ 175; 136 x1+170 x2 ≤ 2400,   20x1+3x2  ≤ 240, 
                   x1, x2 ≥ 0, 
gde su: 

f1(x) = 4 x1 + 5 x2,      f2(x) = x1 + x2,    f3(x) = 40 x1 + 6 x2. 
Re{iti problem metodom rastojanja koriste}i ravougaonu metriku, ako se 
`eli dosti}i idealna ta~ka. 

slika 9 
 
U ovom problemu donosilac odluke je odredio da su `eljene vrednosti 
kriterijumskih funkcija idealne vrednosti tih funkcija. Zato je najpre 
potrebno odrediti marginalna re{enja i odgovaraju}e idealne vrednosti 
funkcije: 
f1

*=60 za vi{estruko re{enje koje pripada du`i AB sa krajnjim ta~kama: 
x1

(1)*= 3.09 ,  x2
(1)*= 9.52  i  x1

(1)**= 11.59 ,  x2
(1)**= 2.73. 

f2
*=14.32 za:  x1

(2)*= 11.59 ,  x2
(2)*= 2.73 (ta~ka B), 

f3
*=480 za vi{estruko re{enje koje pripada du`i BC sa krajnjim ta~kama:  

x1
(3)**= 11.59,  x2

(3)**= 2.73  i   x1
(3)**=12,  x2

(3)**= 0. 
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Zadatak VKO prilago|en za re{avanje metodom rastojanja sada ima oblik: 
(min) π(x)= | f1

* - f1(x) | + | f2
* - f2(x) | + |f3

*- f3(x)|  
pri istim ograni~enjima. 
S obzirom da sve kriterijume trebamo maksimizirati, a po definiciji 
marginalnih re{enja je fk

*≥ fk(x) , mo`e se staviti da je | fk
* - fk(x) | =fk

* - fk(x), 
k=1,2,3. Tada se umesto polaznog zadatka mo`e re{avati zadatak 
minimizacije funkcije  

π(x)= 554.32 - 45 x1 -12 x2, 
pri istim ograni~enjima. Pokaza}emo kako se ovaj zadatak re{ava op{tim 
postupkom koji koristi definiciju preba~aja i podba~aja. U tom slu~aju 
matemati}ki model ima oblik : 

(min)                     F(x,y) = y1
++ y1

- +y2
+ +y2

- + y3
++ y3

- , 
p.o.                        4x1 + 5x2 — y1

+ + y1
- = 60, 

 x1 + x2 — y2
+ + y2

- = 14.32 , 
 40x1 + 6x2 — y3

++ y3
- = 480, 

 35x1 + 7x2 ≥ 175,  
 136 x1 + 170 x2 ≤ 2400 , 
 20x1 + 3x2 ≤ 240 , 
x1, x2, y1

+, y1
-, y2

+ , y2
-, y3

+, y3
- ≥ 0. 

Re{avanjem ovog zadatka dobija se jedinstveno re{enje :  
F* = 0,  x1

*= 11.59,  x2
*= 2.73. 

To {to je vrednost funkcije cilja jednaka nuli ukazuje da je dobijeno re{enje 
savr{eno jer nema ni preba~aja ni podba~aja vrednosti funkcija cilja od 
idealne ta~ke. Mo`e se primetiti da u ta~ki B sve funkcije cilja dosti`u svoju 
najve}u vrednost. 
 

Ulazne veli~ine: 
q - lista ciljnih funkcija 
constr - lista ograni~enja. 
 
ideal[q_,constr_]:= 
  Module[{lisrez={},con=constr,rez={},i,l}, 
    l=Length[q]; 
    For[i=1,i<=l,i++, 
     AppendTo[lisrez,First[ConstrainedMax[q[[i]], 
        con,Variables[q]]]]; 
    ]; 
    Return[lisrez];   ] 
 
MultiDist[q_,constr_,w1_]:= 
 Module[{w=w1,param={},con=constr,fun={},l,a={}, 
         lisrez={},yy={}}, 
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  l=Length[q]; 
  For[i=1,i<=l,i++,AppendTo[yy,q[[i]] ] ]; 
  If[w=={},fun=ideal[q,con] ,fun=w]; 
  For[i=1,i<=l,i++, 
     AppendTo[con,q[[i]]-$[2i-1]+$[2i]<=fun[[i]]]; 
     AppendTo[con,q[[i]]-$[2i-1]+$[2i]>=fun[[i]]]; 
  ]; 
  For[i=1,i<=2l,i++, AppendTo[con,$[i]>=0]  ]; 
  AppendTo[yy,Array[$,2l,1]]; 
 lisrez=ConstrainedMin[Array[$,2l,1,Plus],con,Variables[yy]]; 
  Return[Last[lisrez]]  ];   
 

6.2.6. Interaktivno kompromisno programiranje 
 
Interaktivni metodi za re{avanje zadataka VKO podrazumevaju aktivno 
u~e{}e donosioca odluke u procesu modeliranja problema, generisanja 
mogu~ih re{enja, njihove analize i kona~nog usvajanja. Razvoj pogodnih 
metoda zahteva kori{}enje odgovaraju}ih matemati~kih modela i 
poznavanje ~ovekovog pona{anja u procesu odlu~ivanja. Algoritam koji }e 
ovde biti prikazan kao predstavnik ovih metoda razvijen je na osnovu 
slede}ih ideja. 
Uo~eno je da donosilac odluke lak{e mo`e da poredi alternative ako se uz 
vrednosti kriterijuma iska`e i koliko je koje re{enje blizu svoje idealne 
vrednosti. Pri tome je pogodno da se rastojanja predstave na skali od 0 do1. 
Kako god da izra`ava svoje stavove prema konkretnim re{enjima ili 
kriterijumima, u velikom broju zadataka donosilac odluke se eksplicitno ili 
implicitno pona{a kao da kriterijumima dodeljuje te`inske koeficijente. 
Nevolja je {to donosilac odluke ne mo`e unapred da zna kakve }e posledice 
imati odre|ivanje te`ina, odnosno, ne mo`e svoje ose}aje i namere da iz 
prvog poku{aja iska`e pomo}u brojeva koji predstavljaju te`inske 
koeficijente. Zato mu treba pomo}i da iterativno do|e  do onih vrednosti 
koje mu najvi{e odgovaraju. 
Posmatrajmo zadatak VLP  

(max)           [f1(x),...,fp(x)]     p.o.    x∈X={x∈Rn, x ≥ 0,  Ax ≤ b,  b∈Rm} 
gde su f1(x),...,fp(x) linearne funkcije. 
U ovom algoritmu se umesto rastojanja od idealne ta~ke, koje je kori{}eno u 
predhodnim modelima, koristi koncept stepena bliskosti. Stepen bliskosti dk 
koji ima re{enje xk optimalnoj vrednosti po kriterijumu k je:  

dk(x)= L
k

U
k

L
kk

ff
fxf

−
−)(

,  k=1,...p, 

gde su: 
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fk(x) - vrednost kriterijumske funkcije za re{enje x, 
fk

U - maksimalna mogu}a vrednost kriterijumske funkcije fk na dopustivom 
skupu X, 
fk

L - minimalna mogu}a vrednost kriterijumske funkcije fk na dopustivom 
skupu X. 
O~igledno da dk(x) uzima vrednosti izme|u 0 i 1. Stepen bliskosti 
konkretnog re{enja pokazuje koliko je to re{enje blisko maksimalno 
mogo}oj vrednosti kriterijumske funkcije fk na dopustivom skupu X. 
Umesto originalnog problema sada se re{ava slede}i: 

(max)            d p+1(x)=∑
=

p

k
kk xdw

1
)(     p.o.     x ∈ X. 

Kriterijumska funkcija dp+1(x) ovako definisanog problema naziva se 
agregatna ili kompozitna funkcija. Ona predstavlja ukupnu bliskost izme|u 
vrednosti kriterijuma za re{enje x i idealne ta~ke. 
Oslanjaju}i se na rezultate teorije igara, razvijen je slede}i proces re{avanja 
zadataka vi{ekriterijumskog linearnog programiranja. Po~inje se re{avanjem 
2p jednostavnih problema linearnog programiranja kojima se nalaze 
maksimalne (fk

U) i minimalne (fk
L) vrednosti za svaku kriterijumsku funkciju, 

fk(x), k=1,...,p, na dopustivom skupu X. Zapamte se marginalna re{enja i 
izra~unaju njihovi stepeni bliskosti po svakom kriterijumu. Jasno je da je 
stepen bliskosti marginalnog re{enja xk* po kriterijumu k jednak jedinici dok 
je po drugim kriterijumima, po pravilu manji od jedan. U saradnji sa 
donosiocem odluke analiziraju se teku}a re{enja i po potrebi generi{u nova.  
 
Algoritam interaktivnog kompromisnog programiranja (IKP) ima slede}e 
korake: 
1. Inicijalizacija. Odrediti: 
a) fk

U, k=1,...,p, kao marginalna re{enja originalnog zadatka, tj. re{iti p 
jednokriterijumskih zadataka:  

(max)         fk           p.o. x∈X. 
Re{enja su xkU i  fk

U, tj. vektor (f1
U,...,fp

U) je idealna ta~ka. 
b)   fk

L, k=1,..., p, kao re{enja p jednokriterijumskih zadataka:  
(min)  fk   p.o.  x∈X. Re{enja su xkL i fk

L, a vektor (f1
L,..., fp

L) se naziva 
anti-idealna ta~ka. 

2. Usvojiti re{enja x jU kao po~etna re{enja xj, j=1,...,p, i odrediti stepene 
bliskosti po formuli  

dk(x
j)= L

k
U

k

L
k

j
k

ff
fxf

−
−)(

,  k=1,..., p. 
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Rezultati se mogu urediti u tabelu oblika: 
 

x f x1 x2 ... xp f U 

f1 d1
1 d1

2 ... d1
p f1

U 

f2. d2
1 d2

2 ... d2
p f2

U 

... ... ... ... ... ... 
fp dp

1 dp
2 ... dp

p fp
U 

 

gde su dk
j = dk(x

j) stepeni bliskosti re{enja xj maksimalno mogu}oj 
vrednosti fk

U kriterijuma k, k=1,...p,  j=1,...,p. 
3. Re{iti slede}i zadatak LP kojim se nalaze optimalne te`ine stepena 

bliskosti: 

(max) dp+1     p.o.     ∑
=

+≥
p

k

pj
kk ddw

1

1 , j =1,..., p. 

Re{enje ovog zadatka su te`inski koeficijenti wk dodeljeni stepenima 
bliskosti kojima bi odgovarala maksimalna vrednost kompozitne 
funkcije, odnosno ukupnog stepena bliskosti izra~unatog kao ote`ani 
zbir pojedinih stepena bliskosti. Treba primetiti da su promenljive koje 
se odre|uju u ovom zadatku wk, k=1,..., p, i da one ne zavise od x niti su 
eksplicitno sadr`ane u k  kriterijumskoj funkciji. 

4. Formirati novu kompozitnu funkciju koriste}i optimalne te`inske 
koeficijente dobijene na koraku 3 algoritma, a zatim re{iti slede}i 
zadatak linearnog programiranja da bi se dobilo novo kompromisno 
re{enje koje maksimizira kompozitnu funkciju: 

(max)    d p+1(x) =∑
=

p

k
kk xdw

1
)(  p.o.  x∈X. 

Re{enje zadatka je x p+1. 
5. Odrediti stepene bliskosti dk

p+1, k=1,..., p, idealnoj ta~ki koje odgovaraju 
re{enju xp+1. Dodati ovu kolonu tabeli koja je pripremljena u koraku 2 i 
dobiti slede}u tabelu. 

 
x f1 x1 x2 ... xp xp+1 f U 

f1 d1
1 d1

2 ... d1
p d1

p+1 f1
U 

f2. d2
1 d2

2 ... d2
p d2

p+1 f2
U 

... ... ... ... ... ... ... 
fp dp

1 dp
2 ... dp

p dp
p+1 fp

U 
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6. Zatra`iti od donosioca odluke da ka`e da li postoji re{enje koje je za 
njega bolje u odnosu na sva druga re{enja u tabeli. Ako postoji, to je  
prihvatljivo re{enje i algoritam se zavr{ava. U suprotnom donosilac 
odluke treba da ka`e koje je re{enje iz tabele za njega najmanje 
prihvatljivo. Zatim, to re{enje zameniti novim na|enim u koraku 5 i 
vratiti se na korak 3. 

 
Sledi mogu}i na~in implementacije metode interaktivnog kompromisnog 
programiranja. 
 
Ulazne veli~ine: 
lisfun - lista funkcija 
lisogr - lista ograni~enja 
Lokalne veli~ine: 
fu - maksimalna re{enja pod ograni~enjima 
fl - minimalna re{enja pod ograni~enjima 
fures - vrednosti u kojima funkcija dosti`e maksimum 
w1 - lista o~ekivanih vrednosti 
 
inkom[lisfun_,lisogr_]:= 
   Module[{lll={},ll={},l,fu={}, fl={},fures={},d1,d2,d,v=1}, 
     l=Length[lisfun]; 
     For[i=1,i<=l,i++, 
       AppendTo[fu, 
         First[ConstrainedMax[lisfun[[i]], 
              lisogr,Variables[lisfun[[i]]]]]]; 
       AppendTo[fures, 
         Last[ConstrainedMax[lisfun[[i]], 
             lisogr,Variables[lisfun[[i]]]]]]; 
       AppendTo[fl, 
         First[ConstrainedMin[lisfun[[i]], 
              lisogr,Variables[lisfun[[i]]]]]]; 
     ]; 
     d1=(lisfun[[1]]-fl[[1]])/(fu[[1]]-fl[[1]]); 
     d2=(lisfun[[2]]-fl[[2]])/(fu[[2]]-fl[[2]]); 
     While[v!=0, 
       Clear[d,q,w1,w2,x1,x2,s];ll={}; 
       q=ConstrainedMax[d, 
          {w1(d1/.fures[[2]])+w2(d2/.fures[[2]])>=d, 
          w1(d1/.fures[[1]])+w2(d2/.fures[[1]])>=d, 
          w1+w2>=1,w1+w2<=1,w1>=0,w2>=0},{w1,w2,d}]; 
       d=d1(w1/.q[[2]])+d2(w2/.q[[2]]); 
       s=ConstrainedMax[d,lisogr,Variables[d]]; 
       AppendTo[fures,s[[2]]];    AppendTo[lll,d1]; 
       AppendTo[lll,d2];    AppendTo[lll,d]; 
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       For[i=1,i<=l+1,i++, 
         AppendTo[ll,{lll[[1]]/.fures[[i]], 
                 lll[[2]]/.fures[[i]]}]]; 
         Print["Ponu|ena resenja su"];    Print[ll]; 
         Print["Ako resenja ne odgovaraju unesi 
         vrednost najlosijeg, u protivnom unesi 0"]; 
         v=Input[];    If[v!=0,fures[[v]]=fures[[3]]]; 
         fures=Delete[fures,3];      lll={}; 
       ]; 
       Print["Dobijena resenja su"];    Print[fures]; 
       Return[ll] 
   ]                                                                                                                                                
] 
 
inkom[{3x1-x2,-5x1+2x2},{2x1+3x2<=21,-
2x1+x2<=3,2x1+x2<=11,4x1+x2<=20,x1>=0,x2>=0}]] 
Ponu|ena re{enja su 
{{1,0},{0,1},{1/12, 59/62}} 
Ako re{enja ne odgovaraju unesi vrednost najlo{ijeg, u protivnom unesi nulu. 
Ponu|ena re{enja su 
{{1,0},{1/12, 59/62},{7/18, 20/31}} 
Ako re{enja ne odgovaraju unesi vrednost najlo{ijeg, u protivnom unesi nulu. 
Dobijena re{enja su 
{{1,0},{1/12,59/62},{7/18,20/31}} 
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7. AUTOMATSKO SVO\ENJE JEDNA^INA U 
PAKETU MATHEMATICA 

 

7.1. BULOVA ALGEBRA - DEFINICIJA I NOTACIJA 
 
Prvu striktno aksiomatsku definiciju Boole-ove algebre postavio je E.V. 
Huntington 1904. godine. Huntington-ova aksiomatizacija, koja je najbli`a 
originalnom Boole-ovom sistemu i koja se ~esto uzima kao definicija Boole-
ove algebre, data je slede}om definicijom: 



 
 

 

190 

 

Boole-ova algebra je ure|ena {estorka (B, ⊕, ⊗, ∅, 0,1), gde je B skup, ⊕ 
binarna operacija (obi~no se naziva unija ili disjunkcija) u skupu B, ⊗ je 
tako|e binarna operacija u B (obi~no se naziva presek ili konjunkcija), ∅ je 
unarna operacija skupa B (komplement ili negacija) a 0 i 1 su elementi skupa B 
tako da su zadovoljeni slede}i uslovi: 
(i) Operacije ⊕ i ⊗ su asocijativne: 

a ⊕ (b ⊕ c)=(a ⊕ b) ⊕ c 
a ⊗ (b ⊗ c)=(a ⊗ b) ⊗ c, ∀a, b, c∈B 

(ii) Operacije ⊕ i ⊗ su komutativne: 
a ⊕ b=b ⊕ a 
a ⊗ b=b ⊗ a, ∀a, b∈B 

(iii) Operacije ⊕ i ⊗ su distributivne u odnosu jedna na drugu: 
a ⊕ (b ⊗ c)=(a ⊕ b) ⊗ (a ⊕ c) 
a ⊗ (b ⊕ c)=(a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c), ∀a, b, c∈B 

(iv) Za ∀a∈B va`i:  
a ⊕  0=a i a ⊗ 1=a 

(v) Za ∀a∈B, ∃ a'∈B tako da va`i: 
a ⊕ a'=1 i a ⊗ a'=0 

U kontekstu Boole-ove logike, na primer, ⊕ je jednako ∧, ⊗ je ∨ i ∅ je ⎤. 
Osim toga, u Boole-ovoj logici, elementi 0 i 1 ozna~avaju kontradikciju (tj. 
p∨⎤p) i tautologiju (tj. p∧⎤p), redom. Sa ovako pripremljenim terminima i 
oznakama sada mo`emo da govorimo o jednoj od najzna~ajnijih 
pretpostavki (koja je i dokazana) u Boole-ovoj algebri - Robbins-ovoj 
pretpostavci. 
 

7.2. ROBINSOVA PRETPOSTAVKA 
 

Skoro 30 godina posle svoje prvobitne aksiomatizacije Boole-ove algebre, 
Huntington otkriva slede}e tri znatno upro{}ene aksiome koje se zasnivaju 
samo na binarnoj operaciji ⊕: 

x ⊕ y=y ⊕ x                Komutativnost 
(x ⊕ y) ⊕ z=x ⊕ (y ⊕ z)  Asocijativnost 
_
x⊕ y ⊕ 

_
x  ⊕ y=x               Huntington-ova 

jedna~ina 
Ubrzo posle toga, Herbert Robbins je pretpostavio da ako bi Huntington-ova 
jedna~ina bila zamenjena slede}om jedna~inom, koja je u svakoj Boole-ovoj 
algebri ekvivalentna Huntington-ovoj jedna~ini 

=

x⊕ y 
_
x  ⊕ 

_
y =x  Robbins-ova jedna~ina, 
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onda bi tako dobijena aksiomatizacija bila tako|e karakteristika Boole-ove 
algebre. Ovo je Robbins-ova pretpostavka. Robbins i Huntington nisu mogli da 
na|u dokaz ili kontraprimer ove pretpostavke. 
Algebre koje zadovoljavaju uslove komutativnosti, asocijativnosti i 
Robinsove jedna~ine poznate su kao Robbins-ove algebre. Nije te{ko 
pokazati da je svaka Boole-ova istovremeno i Robbins-ova algebra pa se 
prirodno name}e pitanje: da li je svaka Robbins-ova algebra tako|e i Boole-
ova? Drugim re~ima, da li se Huntington-ova jedna~ina mo`e izvesti iz 
uslova komutativnosti, asocijativnosti i Robbins-ove jedna~ine? 
 

7.3. KOMPJUTERSKI DOKAZ ROBINSOVE 
PRETPOSTAVKE 

 
Dokaz koji re{ava Robbins-ov problem prona{ao je Bill McCune, 10. 
oktobra 1996. godine. Kao pomo} koristio je program EQP. Vreme 
potrebno za takvo mehani~ko nala`enje dokaza bilo je oko 8 dana na 
RS/6000 ra~unaru uz iskori{}enje 30 megabajta memorije. Na nesre}u, 16 
linija dokaza generisanih EQP-om su veoma kompleksne i te{ko ~itljive. 
Osim toga, EQP ne daje nikakve informacije kako je svaka linija dobijena iz 
prethodnih pa je zbog toga veoma te{ko ru~no proveriti ovako mehani~ki 
generisane EQP dokaze. U slede}em izlaganju bi}e obja{njeno kako  
MATHEMATICA 3.0 mo`e biti iskori{}ena za proveru i obja{njenje ovakvog 
dokaza Robbins-ove pretpostavke. 
 

7.3.1. Razlika EQP i Mathematica 3.0 notacije 
 

Glavni problem u dokazu generisanim EQP-om je {to on koristi  
jednodimenzionalnu notaciju '{n}({x})' umesto dvodimenzionalne Boole-ove 

notacije 
_
x  za ozna~avanje operatora komplementa (ili negacije). Zbog 

ovoga je skoro nemogu}e pratiti veoma kompleksne izraze koji se 
pojavljuju u kompjuterskom dokazu Robbins-ove pretpostavke. Kako 
Mathematica 3.0 dozvoljava kori{}enje pomenute Boole-ove 
dvodimenzionalne notacije, mnogo je lak{e uz pomo} nje sagledati sam tok 
dokaza generisanog EQP-om. 
Da bi se u Mathematici 3.0 dobili simboli komplementa i disjunkcije, tj. 
pre{lo na dvodimenzionalnu notaciju, potrebno je uraditi slede}e: 
1. Komplement 
- ozna~iti }eliju u kojoj prikazujemo ovakvu notaciju; 
- iz menija Cell\Display As izabrati opciju Standard Form; 
- selektovati izraz ~iju negaciju `elimo; 
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- kombinacijom tastera Ctrl i 7 ulazimo u mod Above; 
- kucanjem donje crte (tasteri Shift i -) kona~no nadvla~imo `eljeni izraz 
- iz moda Above izlazimo pomo}u tastera sa oznakom strelice na desno. 
2. Disjunkcija 
- kao u prethodnom slu~aju, prebacimo }eliju u Standard Form 
- pritiskom na taster ESC prelazimo u specijalan mod za uno{enje simbola 
- unosimo niz karaktera "c, +" i ponovnim pritiskom na ESC dobijamo 

`eljeni simbol 
Primer razlike u notaciji EQP-a i Mathematice 3.0 

n(n(x ⊕ y) ⊕ n(y ⊕ n(x))) = y     [EQP] 

yxyyx ==⊕⊕⊕    [Mathematica 3.0] 
 

Listing programa u Mathematici 3.0 kojim se svaka od 16 linija dokaza 
Robbins-ove pretpostavke proverava i razja{njava, nalazi se u dodatku. Na 
kraju, dolazimo do kona~nog cilja ovog izlaganja: Napisati funkciju u 
Mathematici 3.0 koja za proizvoljan izraz sastavljen od kombinacije bilo 
kojeg izraza iz dokaza Robbins-ove pretpostavke kao i disjunkcije i negacije, 
vra}a upro{}en (sveden) izraz na osnovu pravila navedenih u dokazu i pri 
tom formira listu kori{}enih zamena pomo}u kojih se do{lo do tako 
upro{}enog izraza. 
 
Jedno od mogu}ih re{enja dato je u nastavku teksta. 
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7.3.2. Dodatak 
Attributes@CirclePlusD = 8Orderless, Flat<;
j@1D = x≈ y≈ y≈ x ;

j@2D = y≈ y≈ x≈ x≈ y;

j@3D = y≈ x≈ y≈ y≈ x;

j@4D = y≈ x≈ x≈ y≈ y≈ y≈ x;

j@5D = y≈ z≈ z≈ y≈ x≈ x≈y≈ y≈ y≈ x;

j@6D = y≈ x≈ y≈ y≈ y≈ x ≈y≈ x;

j@7D = y≈ x≈ x≈ y≈ y≈ y≈y≈ x≈ y≈ x;

j@8D = z≈ z≈ y≈ z≈ y≈ x ≈x≈ y≈ y≈ y≈ x;

j@9D = u≈ y≈ z≈ u≈ z≈ z≈y≈ z≈ y≈ x≈ x≈ y≈ y≈ y≈ x;

j@10D = x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x;

j@11D = y≈ x≈ x≈ x≈ y≈ x≈x≈ x≈ x≈ x;

j@12D = x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈x≈ x;

j@13D = x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x;

j@14D = y≈ x≈ x ≈ x≈ y≈ x≈x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x;

j@15D = x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x;

j@16D = x≈ x≈ x≈ x≈ x≈ x≈x≈ x;  
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uprosti@izr_D := H sl=True;
zavisnost= 8<;
p:= izr;
While@sl, For@sl=False;k= 1, k<17, k++,

If@MemberQ@p, j@kD, InfinityDÍp== j@kD,
AppendTo@zavisnost, zav@@kDDD;
sl=True;
Print@pD;
Print@"smena:", smene@@kDDD;
p= pê. smene@@kDDD

D D;
zavisnost=Union@Flatten@zavisnostDD;
If@Last@zavisnostD==Null, zavisnost=Rest@RotateRight@zavisnostDD, zavisnostD;
Print@"Koriscene su jednacine ", zavisnostD;
p L;

 
Primenom funkcije uprosti se odre|uje lista jedna~ina koje su kori{}ene u 
transformaciji izraza. 
 

Primer. U primeru je opisana primena funkcije uprosti [izr_]: 

uprosti [ ]6[])7[]12[( jjj ⊕⊕ ] 

Kori{}ene su jedna~ine {1,4,6,10} 
y 

uprosti [ ]15[jx⊕ ] 
 

Kori{}ene su jedna~ine {1,2,4,7,9,11,14,15} 

xx⊕  
uprosti [j[13] ⊕ j[16]] 

Kori{}ene su jedna~ine {1,4,12,14,15} 

xxxxxxx ⊕⊕⊕⊕⊕⊕  

uprosti [ ]2[]9[]8[ jjj ⊕⊕ ] 

Kori{}ene su jedna~ine {1,5,8} 

yxzyu ⊕⊕⊕⊕  
 

LITERATURA 
 

[1]  Mathematica in Education and Research, l.7 No.1, 1998. 
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8. LOKACIJSKI PROBLEMI 
 

8.1. UVOD 
 
Lokacijski problemi ~ine posebnu klasu zadataka optimizacije. U op{tem 
slu~aju, zadatak lokacijskog problema je odre|ivanje polo`aja (lokacije) 
nekih novih objekata u  postoje}em prostoru u kome se ve} nalaze drugi 
relevantni objekti. Novi objekti su obi~no neka vrsta centara koji pru`aju 
usluge, i nazivaju se snabdeva~i. Postoje}i objekti su korisnici usluga ili 
klijenti, i mi }emo ih zvati  korisnici. 
Mogu}e su razli~ite klasifikacije lokacijskih problema. kao kriterijumi 
klasifikacije obi~no se koriste slede}i:  
a)  broj novih objekata koje treba razmestiti: jedan ili vi{e;  
b)  karakter objekata: da li je `eljen ili ne`eljen; 
c) mogu}i polo`aj objekta: da li postoji predodre|eni diskretni skup 
potencijalnih lokacija ili se objekat mo`e postaviti u bilo koju ta~ku datog 
kontinualnog skupa; 
d) karakter prostora u koji se locira objekat: da li je u pitanju ravan, mre`a 
ili ne{to tre}e; 
e) metrika koja se koristi za ra~unanje rastojanja izme|u dve ta~ke u 
posmatranom prostoru. 
Kako na re{enje lokacijskog problema zna~ajno uti~e na~in na koji se 
ra~una rastojanje izme|u dva ta~ke u posmatranom prostoru, najpre }emo 
izlo`iti pristupe  tom zadatku. 
 

8.1.1. Metrika 
 
Metrika je na~in na koji se odre|uje rastojanje izme|u dva elementa nekog 
skupa. U lokacijskim problemima je potrebno odrediti rastojanje izme|u 
dve ta~ke u  posmatranom prostoru na osnovu poznavanja njihovih 
koordinata. U tu svrhu se koriste tzv. lp metrike gfe je p realan broj takav da 
je 1<p<∞. Ove metrike se u op{tem slu~aju defihi{u nad ta~kama prostora 
Rn (tj. skupova svih ure|enih n-torki realnih brojeva). 
Neka su u prostoru Rn zadate dve ta~ke A = (x1

A, … ,xn
A) i B = (x1

B , ... ,xn
B). 

Rastojanje izme|u ta~aka A i B u lp metrici za 1<p<∞ se ra~una po obrazcu:  

d1p(A,B)= p
n

j

pB
j

A
j xx∑

=

−
1

,  

dok je za p=∞: 
d1∞=limp→∞ d{1p}(A,B). 
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Teorijski ima beskona~no mnogo metrika tipa lp . Najzna~ajnije su i najvi{e 
se koriste u praksi slede}e: 

• l1 (pravougaona) metrika: dl1(A,B)=∑
=

−
n

j

B
j

A
j xx

1

. 

pra[a_,b_]:=Abs[a[[1]]-b[[1]]]+Abs[a[[2]]-b[[2]]]; 
 
• l2 (Euklidova) metrika:  

d12(A,B)= ∑
=

−
n

j

B
j

A
j xx

1

2)(  

eu[a_,b_]:=Sqrt[(a[[1]]-b[[1]])^2+(a[[2]]-b[[2]])^2]; 
 
• l∞ (^ebi{evljeva) metrika: 

d1∞(A,B)=max1<j<n |xj
A-xj

B| 
 

ceb[a_,b_]:=Max[Abs[a[[1]]-b[[1]]],Abs[a[[2]]-b[[2]]]]; 
 
Tuma~enje ovih metrika i razlike izme|u njih da}emo na primeru prostora 
R2 sa slike 1. U l1 metrici, rastojanje izme|u tacaka A i B jednako je zbiru 
du`ina kateta AC i BC, tj.  

dl1(A,B)=x1
B-x1

A+x2
A-x2

B. 
Ovo rastojanje se naziva i Menhetn rastojanje jer podse}a na rastojanje u 
ovoj njujor{kojv cetvrti u kojoj su ulice i avenije pod pravim uglom.  

slika 1 
 

U l2 metrici rastojanje izme|u ta~aka A i B je jednako hipotenuzi trougla 
ABC, tj. 

dl2(A,B)= 2
22

2
11 )()( BAAB xxxx −+− . 



 

 

197  

 

Ovo rastojanje se naziva Euklidsko jer se u klasi~noj Euklidskoj geometriji 
rastojanje izme|u dve ta~ke defini{e upravo na ovaj na~in. Na kraju, u l∞ 
metrici je rastojanje izme|u ta~aka A i B jednako du`oj od kateta AC i BC. U 
konkretnom slu~aju je 

dl∞(A,B)=x1
B-x1

A    
U prakti~nim primerima, obi~no se usvaja da za p r 7 va`i dlp ∼  dl∞. 
 
Za bilo koje dve ta~ke va`i da je dl1 r dl2 r dl∞, odnosno u op{tem slu~aju se 
mo`e dokazati slede}e tvr|enje: ako p,q∈R  i  p,q>1 tada je p>q <=> 
dlpbdlq. Izbor metrike lp metrike zavisi od vi{e faktora, od kojih su 
najzna~ajniji: 
1. Priroda problema: kori{}enje odre|enje metrike daje manje ili vi{e 

dobru aproksimaciju realnog rastojanja u zavisnosti od prirode prostora 
u kome se ta~ke nalaze. Na primer, ako je mogu~e kretati se 
pravolinijski izme|u dve ta~ke, ta~no rastojanje izme|u njih se dobija 
Euklidovom metrikom, ali u gradovima u kojima su ulice pod pravim 
uglom, du`ina puta najbolje }e se aproksimirati pravougaonom 
metrikom. 

2. Ra~unska slo`enost: ako je za neki model bitno da se lak{e re{i 
primenom odre|ene metrike, a preciznost dobijenog rezultata nije od 
presudnog zna~aja (tj. ako se odre|ena odstupanja mogu tolerisati), tada 
}e ta biti upotrebljenja metrika kojom se dobija re{enje na 
najjednostavniji na~in.  

Pri re{avanju lokacijskih problema va`no je naglasiti koja metrika se koristi, 
pogotovu kada se one razlikuju od Euklidove. U daljem tekstu isklju~ivo }e 
se razmatrati problemi lokacije u ravni, tj. u prostoru R2. 
 

8.2. DISKRETNI LOKACIJSKI PROBLEMI 
 
Kod diskretnih lokacijskih problema su ta~ke na koje se novi objekat mo`e 
postaviti elementi nekog kona~nog skupa. Neka je dato m ta~aka A1, ... ,Am  
u ravni. U ovim ta~kama se nalaze postoje}i objekti (korisnici) i r 
potencijalnih lokacija B1,...,Br na koje je mogu}e postaviti novi `eljeni 
objekat (snabdeva~i). Suma ote`anih (te`inskih) rastojanja od potencijalne 
lokacije snabdeva~a Bk do korisnika je data izrazom  

Wk=∑
=

m

i
kii BAdw

1
),(   

U kome su: 
wi - te`inski koeficijent i-te zadate ta~ke (npr. broj stanara neke zgrade, 
va`nost ta~ke itd.); 
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d(Ai,Bk) - rastojanje izme|u i-te zadate ta~ke i k-te potencijalne lokacije u 
odgovaraju}oj metrici.  
Re{enje problema se sastoji u tome da se odredi ona lokacija Bk

* za koju je 
suma ote`anih rastojanja minimalna, tj.  

Wk* = min 1<k<r {Wk }. 

Postavljeni zadatak se re{ava tako {to se za svaku potencijalnu lokaciju 
Bk∈{B1,...,Br } izra~unava suma ote`anih rastojanja, a za re{enje se bira ona 
ta~ka za koju je ova suma najmanja. Za merenje rastojanja se mo`e usvojiti 
bilo koja metrika, a naj~e{}e se koristi Euklidova. 
 
Primer 8.1. Date su koordinate pet postoje}ih objekata: A(1,2), B(2,5), 
C(3,4), D(6,0) i E(5,5). Mogu}e su tri lokacije za novi objekat: N1(2,3), 
N2(3,2) i N3(6,3). Te`inski koeficijenti su: wA=wD=2, wB=wC=1, a wE=3. 
Koriste}i Euklidovu metriku odrediti koordinate novog objekta. 
 
primer81[lp_,lm_,lt_]:= 
   Module[{d,i,ind=1,ras,ras2}, 
     d=Length[lm];  ras=eusumarastojanja[lm[[1]],lp,lt]; 
     For[i=2,i<=d, 
          i++, ras2=eusumarastojanja[lm[[i]],lp,lt]; 
          If[ras>ras2, ind=i; ras=ras2 ]; 
      ]; 
      Return[lm[[ind]]]; 
   ];  
 
Primer 8.2. Re{iti predhodni zadatak koriste}i ^ebi{evljevu metriku. 
 
 primer82[lp_,lm_,lt_]:= 
    Module[{d,i,ind=1,ras,ras2}, 
           d=Length[lm]; 
           ras=cebsumarastojanja[lm[[1]],lp,lt]; 
           For[i=2,i<=d,i++, 
              ras2=cebsumarastojanja[lm[[i]],lp,lt]; 
              If[ras>ras2,ind=i; ras=ras2 ]; 
              ]; 
            Return[lm[[ind]]]; 
           ]; 
primer82[{{1,2},{2,5},{3,4},{6,0},{5,5}},{{2,3},{3,2},{6,3}}, {2,1,1,2,3}] 
 {2,3} 
 
Primer 8.3. Trgovinsko preduze}e ima 5 prodavnica name{taja u jednom 
regionu. Imaju}i u vidu tro{kove dopremanja robe, rukovodstvo je odlu~ilo 
da sagradi objekat koji }e biti skladi{te robe za ove prodavnice. Koordinate 
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ovih lokacija su: S1(2,1), S2(6,5) i S3(4,7). Koordinate prodavnica su: 
P1(1,6), P2(2,7), P3(1,0), P4(6,7) i P5(6,1), a na osnovu njihovog poslovanja 
dodeljeni su im te`inski koeficijenti: 2, 3, 3, 2 i 5 respektivno. Potrebno je 
odrediti lokaciju skladi{ta tako da suma ote`anih rastojanja izme|u njega i 
svih prodavnica bude minimalna. Za merenje rastojanja izme|u objekata 
koristiti l1 metriku. 
 
primer83[lp_,lm_,lt_]:= 
  Module[{d,i,ind=1,ras,ras2}, 
    d=Length[lm]; 
    ras=prasumarastojanja[lm[[1]],lp,lt]; 
    For[i=2,i<=d,i++, 
       ras2=prasumarastojanja[lm[[i]],lp,lt]; 
       If[ras>ras2,ind=i; ras=ras2]; 
    ]; 
    Return[lm[[ind]]]; 
  ]; 
 

8.3. KONTINUALNI LOKACIJSKI PROBLEMI 
 

8.3.1. Veberov problem 
 
Neka je dato m ta~aka u ravni A1,...,Am, gde je Ai=(a1

i,a2
i), i=1,...,m. 

Potrebno je na}i ta~ku X=(x1, x2 ) za koju je suma ote`anih rastojanja do 
datih ta~aka minimalna, tj. treba re{iti slede}i problem bezuslovne 
optimizacije:  

(min)                    f(X) = ∑
=

m

i
ii Xdw

1
)( , 

gde su: 
wi - te`inski koeficijenti ta~ke A;  
di(X)=d(Ai,X) - rastojanje ta~ke Ai od lokacije X. 
Ovako postavljen problem se naziva problem tipa minisum  ili minisum 
problem. 
Naj~e{}i je slu~aj da se usvoji Euklidova metrika. Tada matemati~ki model 
ima slede}i oblik: 

(min)            f(X) = ( ) ( )∑
=

−+−
m

i

ii
i axaxw

1

2
22

2
11 . 

Ovaj zadatak bezuslovne nelinearne optimizacije u op{tem slu~aju nije 
mogu}e re{iti analiti~ki. Vajsfeldov algoritam je iterativni numeri~ki metod 
za re{avanje Veberovog problema za euklidsku metriku, i njime se dobija 
pribli`no re{enje problema.  
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8.3.2. Vajsfeldov algoritam za re{avanje Veberovog problema 
 

Dato je m ta~aka Ai=(a1
i,a2

i), njihove te`ine wi, i=1,...,m i koeficijent 
kriterijuma zuastavljanja numeri~kog postupka ε>0; potrebno je da se odredi 
optimalna lokacija (odre|ena koordinatama) nove ta~ke, koriste}i kao 
kriterijum sumu ote`anih rastojanja (minisum problem). S obzirom na to da 
ovaj algoritam jako sporo konvergira kada se optimalno re{enje poklapa sa 
jednom od zadatih ta~aka, najpre se proverava da li je neka od postoje}ih 
ta~aka optimalna lokacija za novi objekat. Tek ako se utvrdi da nije, prelazi 
se na iterativni deo algoritma. 
 
Algoritam  je odre|en slede}im koracima. 
1) izra~unati me|usobna rastojanja izme|u svih m ta~aka; 

(∀ r,l ∈{1,...,m})  d(Ar,Al)= ( ) ( )222
2

11
lrlr aaaa −+− .  

2) Proveriti da li za neku ta~ku r∈{1,...,m} va`i:  

( )
( )

( )
( ) r

m

rii ir

ir
i

m

rii ir

ir
i

r w
AAd
aaw

AAd
aawc <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= ∑∑

≠=≠=

2

,1

22

2

,1

11

,,
 

Ako je ovaj uslov ispunjen za neko r, tada prekinuti algoritam. Re{enje se 
nalazi u ta~ki Ar. U suprotnom, prelazi se na slede}i korak. 
 
3) Stavimo da je k=0 i odredimo po~etno re{enje X0=(x1

0,x2
0) po formuli:  

xj
0=

∑

∑

=

=
m

i
i

m

i

i
ji

w

aw

1

1 ,   j=1,2. 

4) Izra~unati rastojanja izme|u Xk=(x1
k,x2

k) i zadatih ta~aka: 

(∀i∈{1,...,m})  d(Xk,Ai)= ( ) ( )222
2

11
ikik axax −+− . 

5) Ra~unamo po iterativnoj formuli: 

xj
k+1=

( )

( )∑

∑

=

=
m

i i
k
i

m

i i
k

i
ji

AXd
w

AXd
aw

1

1

,

,
,     j=1,2. 

6) Ako je ∀ j∈{1,2},   |xj
k+1-xj

k|<ε    =>   KRAJ.  
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Algoritam se prekida, Xk+1 se usvaja kao "dovoljno dobro" re{enje. U 
suprotnom, uzeti  k:=k+1 i i}i na korak 4). 
euveber[lp_,lt_,e_]:= 
  Module[{d,i,r,xn,xn1,p1xn,p1xn1,p2xn1}, 
   d=Length[lp]; 
   For[i=1,i<=d,i++, 
      r=zksuma[lp,lt,i,d]; 
      If[r<=lt[[i]], Return[lp[[i]]] ]; 
   ]; 
   p1xn=Sum[lt[[i]]First[lp[[i]]],{i,d}]/Sum[lt[[i]],{i,d}]; 
   p2xn=Sum[lt[[i]]Last[lp[[i]]],{i,d}]/Sum[lt[[i]],{i,d}]; 
   xn={p1xn,p2xn}; 
   While[True, 
     p1xn1=Sum[lt[[i]]First[lp[[i]]]/eu[xn,lp[[i]]],{i,d}] 
                 /Sum[lt[[i]]/eu[xn,lp[[i]]],{i,d}]; 
     p2xn1=Sum[lt[[i]]Last[lp[[i]]]/eu[xn,lp[[i]]],{i,d}] 
                 /Sum[lt[[i]]/eu[xn,lp[[i]]],{i,d}]; 
     xn1={N[p1xn1],N[p2xn1]}; 
     If[Abs[xn[[1]]-xn1[[1]]]<e and Abs[xn[[2]]-xn1[[2]]]<e, 
              Return[xn1],  xn:=xn1]; 
 ] ]; 
 

Primer 8.5. U jednoj op{tini se nalaze ~etri naseljena mesta. Potrebno je 
sagraditi osnovnu {kolu u koju bi i{la deca iz sva ~etri naselja. Da bi se 
odredila lokacija nove {kole, u obzir se uzimaju polo`aji tih naselja i broj 
stanovnika. Lokacije mesta (koordinate zadate u kilometrima) i broj 
stanovnika (u hiljadama) je dat u slede}oj tabeli: 
 

Mesta M1 M2 M3 M4 
X 3 8 10 12 
Y 7 1 5 1 

Broj stanovnika 80 30 25 40 
 

Potrebno je odrediti mesto gradnje nove {kole, tako da ukupan put svih |aka 
od ku}e do {kole bude minimalan. Smatra se da je put od naselja do {kole 
pravolinijski i da  je rezultat dovoljno dobar ako je razlika obe koordinate 
izme|u dve uzastopne iteracije manja od 20 metara. 
 
Re{avanje Veberovog problema sa pravougaonom metrikom. 
Potrebno je re{iti slede}i problem:  

( )
( ) ( ).

)()((min)

221122
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Kako je minimum zbira u ovom slu~aju jednak zbiru minimuma, re{enje 
polaznog modela se mo`e dobiti re{avanjem slede}a dva zadatka:  

∑
=

−=
m

i

i
i axwxf

1
1111 )((min)  ,           ∑

=

−=
m

i

i
i axwxf

1
2222 )((min) . 

Na taj na~in re{avanja originalnog problema sa dve promenljive svedeno je 
na re{avanje dva nezavisna, ali po strukturi indenti~na zadatka sa po jednom 
promenljivom. Zna~i, prvo se re{ava problem za jednu koordinatu: (min) 
f1(x1), odakle se dobija x1

*, a zatim za drugu: (min)  f2(x2 ), odakle se dobija 
x2

*. Ta~ka X*=(x1
*, x2

*)  predstavlja re{enje polaznog Veberovog problema. 
Neka su, kao i u predhodnom slu~aju, zadate ta~ke Ai=(a1

i,a2
i) i te`inski 

koeficijenti tih ta~aka wi ,  i=1,...,m. 
 

Algoritam za odre|ivanje j-te koordinate sastoji se u slede}em: 
1) Sortirati koordinate ta~aka Ai, i=1,...,m u neopadaju}i niz. Nadalje }emo 

smatrati da indeks i raste po sortiranom redosledu, tj. aj
1<aj

2<...<aj
m. 

Mogu}a su ovde dva slu~aja: 

2) Ako za neko k∈{1,..., m} va`i ∑ ∑∑
= =

−

=

<<
m

i

k

i
ii

k

i
i www

1 1

1

1 2
1

,  pri ~emu je za 

k=1 leva strana nejednakosti jednaka je nuli, tada je tra`ena jedna~ina 
koordinata x-j*=aj

k. 

3) Ako je za neko k∈{1,...,m} va`i ∑ ∑
= =

<
m

i

k

i
ii ww

1 12
1

, tada je re{enje 

vi{estruko, tj. tra`ena koordinata xj
* mo`e da ima bilo koju vrednost iz 

intervala [aj
k, aj

k+1]. 
Primenjuju}i ovaj algoritam za j=1, a zatim za j=2 dobijaju se obe 
koordinate tra`ene ta~ke X*. 
 

Sledi implementacija algoritma. 
praveber[lp_,lt_]:= 
  Module[{i,j,pt,pp,d,pr={},dr={},lt1,lt2,s1,s2}, 
    d=Length[lp];lt1=lt;lt2=lt; 
    For[i=1,i<=d,i++, 
       pr=Append[pr,First[lp[[i]]]]; 
       r=Append[dr,Last[lp[[i]]]]; 
    ]; 
    For[i=1,i<=d-1,i++, 
      For[j=i+1,j<=d,j++, 
         If[pr[[i]]>pr[[j]],pp=pr[[j]]; 
            pr[[j]]=pr[[i]];    pr[[i]]=pp; 
            pt=lt1[[j]];lt1[[j]]=lt1[[i]];  lt1[[i]]=pt; 
         ]; 



 

 

203  

 

         If[dr[[i]]>dr[[j]], 
            pp=dr[[j]];dr[[j]]=dr[[i]]; 
            dr[[i]]=pp;  pt=lt2[[j]]; 
            lt2[[j]]=lt2[[i]];   lt2[[i]]=pt; 
          ]; 
       ]; 
    ]; 
    m=Sum[lt[[i]],{i,d}];    s1={lt1[[1]]};s2={lt2[[1]]}; 
    For[i=2,i<=d,i++, 
      s1=Append[s1,s1[[i-1]]+lt1[[i]]]; 
      s2=Append[s2,s2[[i-1]]+lt2[[i]]]; 
    ]; 
    For[i=1,i<=d,i++, 
     If[s1[[i]]==m/2, 
        Print["x je izme|u",pr[[i]],"i",pr[[i+1]]]   ]; 
        If[s2[[i]]==m/2, 
        Print["y je izme|u",dr[[i]],"i",dr[[i+1]]]; 
      ]; 
      If[i=!=1,If[s1[[i-1]]<m/2 and m/2<s1[[i]], 
        Print["x= ",pr[[i]]]]; 
      If[s2[[i-1]]<m/2 and m/2<s2[[i]],  
              Print["y= ",dr[[i]]]];, 
      If[m/2<s1[[1]],Print["x= ",pr[[1]]]]; 
      If[m/2<s2[[1]],Print["y= ",dr[[1]]]]; 
   ]  ]   
]; 
 
Primer 8.6. Re{iti zadatak iz predhodnog primera koriste}i pravougaonu 
metriku uz izmene da je te`ina ta~ke A4 jednaka 3. U ovom slu~aju je: 

A1(4,4),  w1=4;   A2(3,1), w2=1; A3(6,4), w3=2;   A4(6,2), w4=3. 

 
slika 2. 

 
Problem se re{ava pozivom funkcije 
 praveber[{{4,4},{3,1},{6,4},{6,2}},{4,1,2,3}] 
 x je izme|u 4 i 6 
 y=4 
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Primer 8.7. U ovom primeru re{avamo slede}i Veberov problem koriste}i 
pravougaonu metriku: 
 

lokacije L1 L2 L3 L4 L5 L6 
x 500 400 200 500 300 100 

koordinate 
y 200 300 400 500 100 200 

te`.koeficijenti 0.08 0.04 0.22 0.10 0.12 0.44 
 

Re{enje se generi{e izrazom 
 praveber[{{500,200},{400,300},{200,400},{500,500},{300,100}, 
{100,200}},{0.08,0.04,0.22,0.1,0.12,0.44}] 
 x=200 
 y=200 
 

8.4. LOKACIJSKO-ALOKACIJSKI PROBLEM 
 
Neka je dato m ta~aka Ai=(a1

i,a2
i) koje predstavljaju lokacije korisnika 

(postoje}i objekti) i njihovi te`inski koeficijenti wi, i=1,...m. Potrebno je 
odrediti lokacije za p snabdeva~a (to su novi objekti) Xk=(x1

k,x2
k), k=1,...p, 

tako da suma ote`anih rastojanjaod njih do korisnika bude minimalna 
(lokacijski problem), kao i odrediti koji sanbdeva~ }e biti prodru`en kom 
korisniku (alokacijski, tj.  asignacijski problem). 
Ovom problemu odgovara slede}i realni zadatak: u nekom naselju postoji m  
stambenih zgrada, a potrebno je rasporediti p prodavnica tako da budu {to 
bli`e  stanovnicima naselja. Osim mesta (lokacija) na kojima bi prodavnice 
trebalo sagraditi, ovaj  zadatak podrazumeva i to da je potrebno odrediti u 
kojim }e se prodavnicama snabdevati stanovnici kojih zgrada. Jedan mogu}i 
slu~aj je prikazan na slici 3. 

slika 3. 
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Matemati~ki model ovog problema ima slede}i oblik: 

( )∑∑
= =

=
m

i

p

k
kiiik XdwcXCf

1 1
),((min) , 

p.o.                 ∑
=

=
p

k
ikc

1
1 ,  cik>0,  i=1,...m,  k=1,...,p , 

gde su:   
m - broj postoje}ih objekata (korisnika); 
p - broj novih objekata (snabdeva~a); 
C=(cik)mXp - matrica u kojoj je cik∈[0,1] alokacijska promenljiva koja 
predstavlja deo potreba koje i-ti korisnik zadovoljava kod k-tog snabdeva~a; 
X = (X1, ..., Xp) — vektor u kome je Xk = (x1

k, x2
k) lokacija k-tog snabdeva~a 

koju treba odrediti; 
di(Xk) = d(Ai,Xk) - rastojanje od i-tog korisnika do k-tog snabdeva~a; 
wi - te`inski koeficijent i-tog korisnika (npr. broj stanara zgrade). 
 
Razmotri}emo dve varijante ovog problema:  
1) Kapaciteti snabdeva~a su neograni~eni, tj. proizviljan broj korisnika 

mo`e se dodeliti svakom od snabdeva~a; tada se dobija re{enje u kome 
promenljiva cik uzima vrednosti iz skupa {0,1}. 

2) kapaciteti snabdeva~a su ograni~eni; optimalne vrednosti promenljive cik 
mogu imati bilo koju realnu vrednost iz intervala [0,1]. U ovom 
slu~aju, polazni matemati~ki model je potrebno pro{iriti slede}im 

skupom  ograni~enja: ∑
=

≤
m

i
kiik Qqc

1
,  k=1,...p, 

      gde su:   
qi - potrebe korisnika u ta~ki Ai;   
Qk- kaoacitet snabdeva~a u Xk. 
 
Bez obzira da li se radi o prvoj ili drugoj varijanti, ovaj problem je analiti~ki 
te{ko re{iti. Zbog toga sa predla`e jedna heuristi~ka metoda za unapred 
zadat broj snabdeva~a p.  
 

8.4.1. Kuperov algoritam 
 
U slu~aju kada kapacitet snabdeva~a nije ograni~en, Kuperov algoritam ima 
slede}e korake:  
1) Proizvoljno izabrati p  ta~aka X1,...,Xp. 
2) Re{iti alokacijski problem, tj. svakom korisniku dodeliti najbli`eg od 

snabdeva~a lociranih u ta~kama X1,...,Xp. Ovaj postupak se svodi na 
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re{avanje p diskretnih lokacijskih problema. (Izra~unava se matrica 
rastojanja D=(di(Xk))mXp i nalazi minimum po svakoj vrsti. Tako se 
odrede elementi matrice C=(cik), cik∈{0,1}). 

3) Za svako k∈{1,...,p} re{iti Veberov problem u odnosu na sve korisnike 
vezane za snabdeva~a Xk. Tako dobijena ta~ka postaje novo Xk. Re{iti 
alokacijski problem kao u koraku 2).  

4) Ako nema promena u alociranju u odnosu na predhodnu iteraciju, 
prekinuti postupak. Poslednje dobijeno re{enje je i kona~no re{enje 
problema. U suprotnom, vratiti se na korak 3).  

 
kuper[lp_,lt_,bn_]:= 
  Module[{i,po={},a,b}, 
    For[i=1,i<=bn,i++, 
       po=Append[po,{i*100,i*200}]; 
    ]; 
    While[True, 
      a=napravi[lp,lt,po]; b=napravi[lp,lt,a[[1]]]; 
      If[a[[2]]==b[[2]],Return[b[[1]]],po=b[[1]]]; 
  ] ]; 
 

8.5. LOKACIJSKI PROBLEMI NA MRE@AMA 
 
Sli~no modelima optimizacije za re{avanje lokacijskih problema u ravni, 
formuli{u se i razli~iti modeli za re{avanje problema lokacije na mre`ama. 
U ovim modelima se koristi pojam rastojanja izme|u dva ~vora mre`e. To 
rastojanje je po definiciji du`ina najkra}eg puta izme|u posmatranih 
~vorova. Treba primetiti da je, u nesimetri~nim mre`ama, pri ra~unanju 
du`ine puta va`no koji ~vor po~etni, a koji krajnji ~vor puta. Prema tome, za 
jedan par ~vorova mogu postojati dva rastojanja. 
^vorovima se pripisuju brojevi koji se koriste kao te`inski koeficijenti pri 
ra~unanju ote`anih rastojanja. Kao kriterijum mo`e da se koristi ote`ano 
rastojanje od novog objekta do najdaljeg ~vora ili zbir ote`anih rastojanja od 
novog objekta do ~vorova mre`e. U prvom slu~aju radi se o problemima 
tipa minimax koji se u teoriji grafova nazivaju problemi odre|ivanja centra 
grafa. U drugom slu~aju u pitanju su problemi tipa minisum, odnosno 
problemi odre|ivanja medijane grafa. 
Lokacijski problemi na mre`ama mogi da se klasifikuju i prema tome da li 
je novi objekat mogu~e postaviti samo u ~vor grafa ili je to mogu~e u~initi i 
na grani grafa. Na kraju, zadaci sa mogu uop{titi za slu~ajeva kada se 
razme{ta vi{e objekata. 
Mre`ase mo`e predstavljati grafom  
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G = (N, L), N = {1, … ,n}, l = {(i,j) | i∈N,  j∈N}, 
pri ~emu se granama (i, j)∈L pridru`uju du`ine cijr0, a svakom ~voru i∈N 
te`ina wi. Rastojanje izme|u ~vorova i i j ozna~ava}emo sa d(i,j).  
 

8.5.1. Problem lokacije slu`be za hitne intervencije u ~voru 
mre`e  

 
Pretpostavimo da je za jednu slu`bu koja pru`a hitne usluge stanovni{tvu 
nekoliko naselja potrebno odabrati lokaciju i da zbog nekih razloga ta slu`ba 
treba da se nalazi u naselju. Kao kriterijum je mogu}e koristiti: 
a) Rastojanje slu`be do najdaljeg ~vora ({to mo`e da odgovara vremenu 

putovanja od mesta slu`be do mesta gde je potrabna poma}, npr. 
vatrogasna slu`ba); 

b) Rastojanje od najdaljeg ~vora do slu`be (kada klijent sam treba da do|e 
u slu`bu za pru`anje pomo}i); 

c) Rastojanje od mesta slu`be do najdaljeg ~vora i nazad (kada se putuje od 
slu`be do mesta za pomo} i nazad kao u primeru hitne pomo}i koja treba 
da ode do bolesnika i doveze ga u bolnicu). 

 
Svako rastojanje mo`e se ote`ati brojem stanovnika naselja ili 
verovatno}om da }e ba{ to naselje zatra`iti uslugu. Zadatak je na}i lokaciju 
slu`be za pomo} tako da ote`ano rastojanje bude {to je mogu}e manje.  
Ako se kao kriterijum koristi rastojanje od mesta slu`be do najdaljeg ~vora, 
tada se zadatak lokacije formuli{e na slede}i na~in: 
Odrediti ~vor i0

* takav da je  
ξ0(i0

*) = min i∈N  [max j∈N  wi d(i,j)]. 
^vor i0

* se naziva spolja{nji centar te`inskog grafa G, a vrednost ρ0=ξ0 (i0
*) 

spolja{nji radijus grafa. Jedan graf mo`e imati vi{e spolja{njih centara. 
U slu~aju da se kao kriterijum koristi rastojanje od najdaljeg ~vora do mesta 
novog objekta, tada se zadatak lokacije formuli{e na slede}i na~in: 
Odrediti ~vor it

* takav da je  
ξt(it

*) = min i∈N [max j∈N  wj d(j,i)]. 
^vor it se naziva unutra{nji centar te`inskog grafa G, a vrednost ρ t=ξt (it

*) 
unutra{nji radijus  grafa. Jedan graf mo`e imati vi{e unutra{njih centara. 
Ukoliko se ra~una ukupno rastojanje od mesta lokacije da najdaljeg ~vora i 
nazad, lokacijski problem se sastoji u slede}em: 
Odrediti ~vor iot

* takav da je  
ξot(iot

*) = min i∈N [max j∈N wj (d(j,i) + d(j,i)]. 
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^vor iot naziva se unutra{njo-spolja{nji centar te`inskog grafa G, a vrednost 
ρot=ξot (iot

*) unutra{njo-spolja{nji radijus grafa. 
Primetimo da u mre`ama za koje va`i da je cij=cji za svako (i,j)∈L va`i i 
d(i,j)=d(j,i) pa se unutra{nji, spolja{nji i unutra{njo-spolja{nji centri grafa 
poklapaju. 
Algoritam za odre|ivanje spolja{nje centra grafa ima slede}e korake: 
1) Na}i rastojanja izme|u svaka dva ~vora u mre`i i formirati matricu 

rastojanja D = d(i,j)  ~iji su elementi rastojanja izme|u ~vorava i  i j, za 
svako i,j = 1,...n. 

2) Svaku kolonu j matrice D pomno`iti te`inom ~vora wj, tj. formirati 
matricu ote`anih rastojanja D'. 

3) Na}i maksimalni element ξ0(i) za svaki red matrice D', tj. odrediti  
ξ0(i)=max j∈N  {wj d(i,j)},  i = 1,...,n. 

4) Od svih ξ0(i) odre|enih u predhodnom koraku na}i najmanje, tj.  
ξ0(i0

*) = min j∈N  ξ0(i0
*). 

Za nala`enje unutra{njeg i unutra{njo-spolja{njeg centra i polupre~nika 
grafa ovaj algoritam se neznatno modifikuje. 
 
Sledi implementacija algoritma. 
centri[m_,lt_]:= 
  Module[{mt,s,ds,i,u,du,tm,dd,tdd,us,dus}, 
     mt=mnkolona[m,lt];s=minmaxred[mt]; ds=Length[s]; 
     For[i=1,i<=ds,i++, 
       Print["Spoljasnji centar je cvor "]; Print[s[[i]]]; 
     ]; 
     u=minmaxkol[mt];  du=Length[u]; 
     For[i=1,i<=du,i++, 
       Print["Unutrasnji centar je cvor "];  Print[u[[i]]]]; 
       tm=Transpose[m]; dd=tm+m; tdd=mnkolona[dd,lt]; 
       us=minmaxred[tdd]; dus=Length[us]; 
       For[i=1,i<=dus,i++, 
            Print["Unutrasnjo-spljasnji centar je cvor "]; 
            Print[us[[i]]]; 
       ]; 
    ]; 

8.5.2. Problem lokacije skladi{ta (snabdeva~a) 
 
Pretpostavimo da od nekoliko naselja treba izabrati jedno u koje }e se 
smestiti zajedni~ko skladi{te. Iz ovog skladi{ta snabdevaju se sva naselja 
tako da su tro{kovi transporta od izabranog do nekog drugog naselja 
proporcionalni njihovom rastojanju. Ukupni tro{kovi su jednaki ote`anoj 
sumi ovih rastojanja gde se te`inski koeficijenti pripisuju naseljima, tj. 
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~vorovima grafa. I u ovom slu~aju je, zavisno od na~ina ra~unanja 
rastojanja, mogu~e postaviti slede}a tri optimizaciona zadatka. 
1. Ako se kao kriterijum koristi rastojanje od mesta skladi{ta do mesta 
potro{a~a, tada se zadatak lokacije formuli{e na slede}i na~in: 
Odrediti ~vor i0

* za koji  je: 

( ) ( )].,[min }{
*

00 ∑
∈

∈=
Nj

jNi jidwiλ  

^vor i0
* naziva se spolja{nja medijana te`inskog grafa G. 

2. U slu~aju da se kao kriterijum koristi rastojanje od potro{a~a do skladi{ta, 
tada se zadatak lokacije formuli{e na slede{i na~in: 
Odrediti ~vor it

* takav da je 

( ) ( )].,[min }{
* ∑

∈
∈=

Nj
jNitt ijdwiλ  

^vor it
* se naziva unutra{nja medijana te`inskog grafa G. 

3. Kada se ra~una ukupno rastojanje od skladi{ta do potro{a~a i nazad, 
zadatak lokacije je: 
Odrediti ~vor i0t

* takav da je: 

( ) ( ) ( )].,,[min }{
*

00 ∑
∈

∈ +=
Nj

jNitt jidijdwiλ  

^vor i0t
* se naziva unutra{njo-spolja{nja medijana te`inskog grafa G. 

 
medijana[m_,lt_]:= 
  Module[{tm,dd,tdd,dm,i,j,pom,a,k,s={},ind}, 
    tm=Transpose[m];dd=tm+m; tdd=mnkolona[dd,lt]; 
    dm=Length[tdd]; 
    For[i=1,i<=dm,i++, 
      pom={}; 
      For[j=1,j<=dm,j++, 
         pom=Append[pom,Part[tdd[[j]],i]] ]; 
         a=Sum[pom[[k]],{k,dm}]; s=Append[s,a]; 
      ]; 
      ind=1; 
      For[i=2,i<=dm,i++, If[s[[ind]]>s[[i]],ind=i]; 
    ]; 
    For[i=1,i<=dm,i++, 
          If[s[[i]]==s[[ind]], 
            Print["Medijana je cvor:"];Print[i] 
] ]  ] 
 
Zadaci odre|ivanja medijane mogu da se formuli{u i za slu~aj kada je 
dopu{teno da se skladi{te postavi u bilo koju ta~ku grafa. Pokazuje se, 
me|utim, da se ta~ka koja odgovara medijani grafa i tada nalazi u nekom od 
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~vorova. Na taj na~in se problem lokacije na mre`ama tipa minisum svode 
na diskretne lokacijske probleme. Prethodno je potrebno samo izra~unati 
rastojanje izme|u ~vorova i njihove odgovaraju}e sume. 
 

8.6. PRIMERI 
 
U slede}im primerima ilustruje se primena prethodno datih programa. 
 
1. Potrebno je organizovati sistemski pregled za pred{kolsku decu u op{tini 
koja ima 5 vrti}a (ozna~eni sa V), ~ije su lokacije odre|ene koordinatama X 
i Y. Ekipa zdravstvenog osoblja koja vr{i sistematski pregled treba da 
odabere jednu od 4 zdravstvene ustanove (ozna~ene sa Z) u kojoj }e pregled 
biti obavljen tako da ukupni tro{kovi prevoza dece (suma ote`anih 
rastojanja) budu {to manji. Kako se radi o urbanoj sredini, treba koristiti 
pravougaonu metriku. Koordinate zdravstvenih ustanova, vrti{a i broj dece 
(sa oznakama D) u njima dati su u tabelama:  
 

V V1 V2 V3 V4 V5 Z Z1 Z2 Z3 Z4 
X 15 58 40 66 80 x 32 26 70 60 
Y 40 30 8 14 44 y 40 25 30 8 
D 155 92 134 112 48      

 
Re{enje se dobija pozivom funkcije: 
primer83[{{15,40},{58,30},{40,8},{66,14},{80,44}}, 
                {{32,40},{26,25},{70,30},{60,8}},{155,92,134,112,48}] 
 Za re{enje se dobija  {32,40}. 
 
2. Odrediti lokaciju novog objekta koji treba da snabdeva korisnike koji 
stanuju u 5 postoje}ih objekata. Koordinata ovih objekata su: A(1,2), B(3,1), 
C(7,2), D(7,7), E(2,6). Na osnovu broja stanara u njima, ovim objektima su 
dodeljeni slede}i te`inski koeficijenti: 2 za A i D, 3 za B, 4 za C, a za E je 5. 
Novi objekat trebalo bi postaviti na jednoj od slede}e 3 mogu}e lokacije: 
N1(6,1), N2(5,6) ili N3(1,5), tako da suma ote`anih rastojanja od njega do 
postoje}ih objekata bude {to je mogu}e manja. Za merenje rastojanja 
koristiti l2 metriku. 
 
Pozivom  
primer81[{{1,2},{3,1},{7,2},{7,7},{2,6}},{{6,1},{5,6},{1,5}},{2,3,4,2,5}] 
dobija se re{enje je {5,6}. 
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3. Istra`iva~ka ekspedicija ispitiva}e reon u kome se nalazi 5 nalazi{ta, a u 
blizini se nalazi samo jedan izvor vode. ^lanovi ekspedicije su odlu~ili da 
postave logor na jednom mestu, a da odatle ujutru odlaze do mesta na 
kojima se vr{e iskopavanja, a uve~e se vra}aju. Za svako od nala`i{ta je 
odre|eno: koliko }e dana biti potrebno vr{iti istra`ivanja. Tako|e je 
odre|eno koliko }e puta biti potrebno za to vreme oti}i do izvora da bi se 
logor snabdeo vodom. Ovi podaci, kao i koordinate nalazi{ta i izvora (u km) 
dati su u tabeli:  
 

nalazi{te A B C D E izvor 
x 1 7 3 9 14 4 koordinate 
y 6 7 2 3 6 4 

broj odlazaka 2 6 1 7 10 18 
 

^lanovi ekspedicije treba da odrede lokaciju logora tako da se {to je mogu}e 
manje izgubi vremena na putu do nalazi{ta, ali i da izvor vode bude {to 
bli`i. Kako je mogu}e kretati se pravolinijski, za ra~unanje udaljenosti 
koristi}emo Euklidovu metriku, a za te`inske koeficijente ta~aka broj 
odlazaka do njih. Smatra se da su koordinate logora dovoljno precizne ako 
se za koeficijent zaustavljanja usvoji ε=0.25 (250m).  

 
Pozivom 
euveber[{{1,6},{7,7},{3,2},{9,3},{14,6},{4,4}},{2,6,1,7,10,18}, 0.25] 
dobijamo re{enje {6.47628, 4.60516}. 
 
4. U naselju od 6 solitera potrebno je sagraditi prodavnicu {iroke potro{nje. 
Koordinate solitera, kao i broj stanara u svakom od njih, dati su u slede}oj 
tabeli: 
 

soliter S1 S2 S3 S4 S5 S6 
x 5 20 40 20 40 70 koordinate 
y 20 30 35 10 15 20 

broj stanara 180 60 90 120 50 200 
 

a) Odrediti lokaciju prodavnice tako da jedini kriterijum bude taj da suma 
ote`anih rastojanja izme|u nje i solitera bud minimalna. Koristiti 
pravougaonu metriku, a za te`ine usvojiti broj stanara solitera. 

 
Re{enje se bobija pomo}u: 
 praveber[{{5,20},{20,30},{40,35},{20,10},{40,15},{70,20}}, 
           {180,60,90,120,50,200}] 
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 x=20 
 y=20 
 
b) Naknadno je urbanisti~kim planom utvr|eno da se prodavnica mora 
nalaziti na jednoj od slede}e tri lokacije: P1(15,15), P2(30,25), P3(50,30). 
Koriste}i isti kriterijum i metriku kao u a), utvrditi na kojoj od ove tri 
lokacije sagraditi prodavnicu. 
 
Rezultat se dobija pomo}u poziva funkcije: 
 primer83[{{5,20},{20,30},{40,35},{20,10},{40,15},{70,20}},         
{{15,15},{30,25},{50,30}},{180,60,90,120,50,200}] 
Re{enje je {30,25}. 
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9. IZRAZI GENERISANI REGULARNIM 

GRAMATIKAMA 
 

9.1. Uvod 
 
Regularne gramatike definisane su ure|enom ~etvorkom (VN, VT, S, VP), gde 
su: 
VN - neterminalni alfabet; 
VT  -terminalni alfabet, za koga va`i VT ∪ VA=∅; 
S∈VN - po~etni simbol ili aksioma, koja zadovoljava S∈VA; 
VP ⊂ VA × (VN ∪ VT)  - skup pravila izvo|enja. 
Sva pravila izvo|enja u regularnoj gramatici su oblika: 
α→β, | α | ≤ | β | , α ∈ VN , β ∈ {aB, a}, a∈VT, B∈VN. 
Jezik L je regularan ako je generisan regularnom gramatikom.  
U tekstu koji sledi, razvijen je softver za karakterizaciju regularnih 
gramatika. Tako|e, implementiran je algoritam za konstrukciju regularnih 
izraza koji mogu biti generisani ovim gramtikama. Kona~no, razvijen je 
softver koji za zadati izraz ispituje da li mo`e biti generisan datom 
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regularnom gramatikom. Ako re~ mo`e biti genrisana gramatikom, potrebno 
je da se generi{e odgovaraju}i skup transformacija koje proizvode dati izraz. 

9.2. Softver 
 

Formalni parametri VN_, VT_, AKS_ i VP_ funkcije Regular  predstavlja 
regularnu gramatiku. Kona~no, formalni parametar MaxLen  predstavlja 
maksimalnu du`inu generisanog regularnog (neterminalnog ili terminalnog) 
izraza. Proveravamo slede}i glavni kriterijum za karakterizaciju gramatike 
(VN,VT,AKS,VP) da bi bila regularna: 
1. VN ∪ VT=∅; 
2. prvi element u svakom pravilu α→β je element iz VN; 
3. za |α| = k mora da zadovoljava 

αi∈VT,  i =1,..., k-1,  αk∈VN ∪ VT. 
Za automatsku karakterizaciju regularnih gramatika koristi se slede}i kod: 
 
Regular[VN_,VT_,AKS_, VP_,MaxLen_]:= 
 Block[{p=True,d,rul,start,aux={},auxlist,ls={}, 
   firstsymbol,firstsymbol2, sl, change, i,j,h, 
     n,w,k, listrules={}, startrules={} }, 
   If[Intersection[VT,VN]=={},        (*then*) 
     For[i=1,i<=Length[VP],i++, 
      rul=VP[[i]]/.Rule->List; 
      aux=Characters[ToString[rul[[2]]]]; 
      k=Length[aux]; 
      For[j=1,j<= k,j++, 
          aux[[j]]=ToExpression[aux[[j]]] 
      ]; 
      PrependTo[aux, rul[[1]]]; 
      p=p && MemberQ[VN,First[aux]]; 
      For[j=2,j<=k-1,j++, 
         p=p && MemberQ[VT,aux[[j]]]]; 
         p=p&&(MemberQ[VN,aux[[k]]] 
                ||MemberQ[VT,aux[[k]]]) 
     ],                               (*else*) 
     p= False 
 ];  
 
U slu~aju da je p=False gramatika (VN,VT,AKS,VP) nije regularna; u 
suprotnom, ako je p=True, gramatika je regularna. Sva pravila iz liste VP u 
formi α→β, gde je α=AKS, su predstavljene listom po~etnih pravila, koja se 
mogu generisati primenom slede}eg koda: 
For[j=1,j<=Length[VP],j++, 
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  firstsymbol=ToString[(VP[[j]]/.Rule->List)[[1]]]; 
  If[firstsymbol==ToString[AKS], 
           AppendTo[startrules,VP[[j]]] 
]  ];  
 
Svi neterminalni i terminalni izrazi du`ine 1, ... ,MaxLen mogu biti 
generisani primenom slede}eg koda. Unutar ciklusa 
For[w=1,w<=Length[startrules], w++,  
koristimo sve elemente iz liste startnih pravila koja su sposobna da generi{u 
regularni izraz. 
 
For[w=1,w<=Length[startrules], w++, 
 ls=List[startrules[[w]]]; 
 For[j=0, j<=MaxLen,j++, 
  h=Length[ls];  auxlist={}; 
  For[i=1, i<=h, i++, 
    startsymbol=(ls[[i]]/.Rule->List)[[1]]; 
    start=(ls[[i]]/.Rule->List)[[2]]; 
    aux=Characters[ToString[start]]; 
    sl=Last[aux];    aux=Drop[aux,-1]; 
    listrules={}; 
    For[k=1, k<=Length[VP],k++, 
     firstsymbol2=ToString[(VP[[k]]/.Rule->List)[[1]]]; 
       If[sl==firstsymbol2,          
          AppendTo[listrules,VP[[k]]]]; 
       ]; 
       For[n=1, n<=Length[listrules], n++, 
         sl=ToExpression[sl]; 
         change= sl/.listrules[[n]]; 
        change=ToExpression[StringJoin[aux]<>ToString[change]]; 
         AppendTo[auxlist,Rule[firstsymbol,change]] 
        ]; 
     ]; 
     ls=auxlist;     k=Length[ls]; 
     For[l=1,l<=k,l++, 
         Print[(ls[[l]]/.Rule->List)[[2]]] 
     ] 
   ]; 
 ] 
 
Primer. 
In[1]:=Regular[{A,B,C},{a,b,c,e},A, 
{A->bB,B->cC,C->e},10] 
Regular grammar 
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bcC 
bce  
In[2]:=Regular[{A,B,C,D},{a,b,c,e},A, 
{A->aB,B->cD,A->bD,D->aB},15] 
Regular grammar 
acD 
acaB 
acacD 
acacaB 
acacacD 
acacacaB 
acacacacD 
acacacacaB 
acacacacacD 
acacacacacaB 
acacacacacacD 
acacacacacacaB 
acacacacacacacD 
acacacacacacacaB 
acacacacacacacacD 
acacacacacacacacaB 
baB 
bacD 
bacaB 
bacacD 
bacacaB 
bacacacD 
bacacacaB 
bacacacacD 
bacacacacaB 
bacacacacacD 
bacacacacacaB 
bacacacacacacD 
bacacacacacacaB 
bacacacacacacacD 
bacacacacacacacaB 
bacacacacacacacacD   
 
Re{i}emo jo{ jedan problem. Naime, neka je data proizvoljna re~. Utvrditi 
kada re~ mo`e biti generisana regularnom gramatikom. Ako je to mogu}e, 
formirati listu pravila koja generi{u re~. U slede}oj proceduri, koristi se 
parametar Chain  koji reprezentuje posmatranu re~. 
U cilju pronala`enja skupa pravila izvo|enja koja generi{u lanac, koristimo 
bottom-up ra{~lanjivanje koje je definisano slede}im pravilima: 
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Pravilo 1. Ako je poslednji simbol datog lanca terminalni karakter a∈VT , i 
ako postoji izvo|enje A→ a, A∈VN, zameniti simbol a  sa A. 
Pravilo 2. U suprotnom, proveriti postojanje pravila α→ bB, gde je α ∈VN, 
b∈VT, B∈VN i bB kao poslednja dva simbola u lancu. Ako je to slu~aj, 
zameniti bB u lancu sa neterminalnim simbolom α. 
 
Ako oba ova pravila nisu primenljiva, re~ ne mo`e biti generisana datom 
gramatikom regularnom gramatikom. U suprotnom, nastavljamo primenu 
pravila sve dok starti lanac ne bude transformisan u neterminal A∈VN.  Kada 
je netrminal A jednak aksiomi, onda dati lanac mo`e biti generisan datom 
gramatikom. Ina~e, lanac ponovo ne mo`e biti generisan datom 
gramatikom. 
Tokom primene Pravila 1 i Pravila 2, pamtimo redni broj primenjene 
transformacije u listu ozna~enu sa deriv. Tako|e, sve transformacije datog 
lanca su zapam}ene u listi koja predstavlja vrednost  promenljive transform. 
 
Regular1[VN_,VT_,AKS_, VP_,Chain_]:= 
 Block[{p=True,d,d2,drv,aux={},i,j,k,brl,sim="",   
    rulelist={},auxchain, transform={},auxtransform={}, 
    end=False,deriv={},rulderiv={}, 
     auxderiv={}, auxrulderiv={}}, 
   d=Length[VP]; 
   For[i=1,i<=d,i++,          (*then*) 
      drv=VP[[i]];   drv=drv/.Rule->List; 
      rulelist=AppendTo[rulelist,drv]; 
      auxchain=ToString[Chain]; 
      d=Length[rulelist]; 
      For[i=1,i<=d,i++, 
        drv=rulelist[[i]]; 
        If[ToString[drv[[2]]]==StringTake[auxchain,-1], 
        AppendTo[transform,StringDrop[auxchain,-1] 
                            <>ToString[drv[[1]]]]; 
        AppendTo[deriv,List[i]]; 
        AppendTo[rulderiv,List[Last[transform]]]; 
        If[Last[transform]==ToString[AKS], 
           end=True;  brl=Length[transform], 
           If[StringLength[Last[transform]]==1, 
             transform=Drop[transform,-1]; 
             deriv=Drop[deriv,-1]; 
             rulderiv=Drop[rulderiv,-1] 
   ] ]  ]  ]; 
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   While[(!end)&&(transform!={}), 
     d2=Length[transform]; 
     For[i=1,i<=d2,i++, 
       For[j=1,j<=d,j++, 
         drv=rulelist[[j]]; 
         If[ToString[drv[[2]]]==StringTake[transform[[i]],-2], 
           AppendTo[auxtransform,            
               StringDrop[transform[[i]],-2]   
                                <>ToString[drv[[1]]]]; 
           AppendTo[auxderiv,Prepend[deriv[[i]],j]]; 
           AppendTo[auxrulderiv, 
                       Prepend[rulderiv[[i]],    
                        Last[auxtransform]] 
           ]; 
           If[Last[auxtransform]==ToString[AKS], 
             end=True; brl=Length[auxtransform], 
             If[StringLength[Last[auxtransform]]==1, 
               auxtransform=Drop[auxtransform,-1]; 
               auxderiv=Drop[auxderiv,-1]; 
               auxrulderiv=Drop[auxrulderiv,-1] 
     ] ] ] ] ]; 
     transform=auxtransform; 
     deriv=auxderiv;  rulderiv=auxrulderiv; 
     auxtransform={};  auxderiv={};    auxrulderiv={}]; 
     If[end, 
        Print["Chain has the following derivation:"]; 
        d=Length[deriv[[brl]]]; 
        For[i=1,i<=d,i++, 
           sim=sim<>(rulderiv[[brl]])[[i]]; 
           sim=sim<>" (rule "; 
           sim=sim<>ToString[VP[[(deriv[[brl]])[[i]]]]] 
                      <>") => " 
        ]; 
        sim=sim<>auxchain, 
        Return["Chain has no derivation"] 
    ] 
 ]  
 
Primer. 
In[1]:=Regular1[{A,B,C,D},{a,b,c,e},A, 
{A->aB,B->cD,A->bD,D->aB,B->b}, acacacab] 
Chain has the following derivation: 
Out[1]=A (rule A->aB) => aB (rule B->cD) => acD 
 (rule D->aB) => acaB (rule B->cD) => acacD 
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 (rule D->aB) => acacaB (rule B->cD) => acacacD 
 (rule D->aB) => acacacaB (rule B->b) => acacacab  
 
Dobijene me|uvrednosti u promenljivima transform  i deriv: 
transform = {aaabaC} deriv = {{5}} 
transform = {aaabC} deriv = {{4,5}} 
transform = {aaaB} deriv = {{3,4,5}} 
transform = {aaS} deriv = {{2,3,4,5}} 
transform = {aS} deriv = {{1,2,3,4,5}} 
transform = {S} deriv = {{1,1,2,3,4,5}}        
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10. TJURINGOVA MA[INA U MATHEMATICA 
 

10.1. UVOD 
 
Tjuringova ma{ina M je kona~ni ure|aj ~ije se operacije vr{e na pokretnoj 
traci. Ova traka je beskona~na sa obe strane i podeljena na pojedina~ne 
}elije. U svakom trenutku }elija trake sadr`i jedan simbol iz kona~ne liste 
ulaznih simbola Σ ili blanko karaktera #. Formalno, Tjuringova ma{ina je 
definisana ure|enom petorkom (Q, q0, Σ, Γ, Δ), gde je: 
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Q neprazan kona~an skup stanja 
q0 po~etno stanje 
Σ ulazni alfabet 
Γ alfabet trake, definisan sa γ=Σ∩{#} 
# za neke blanko karaktere #∉σ 
Δ Γ×Q →Σ×Q×{L,R} je parcijalna funkcija kretanja 

 
Akcija koju M preduzima u svakom trenutku zavisi od trenutnog stanja M i 
od simbola koji je prethodno skaniran. Ova zavisnost je definisana u M-ovoj 
funkciji kretanja Δ. Ova funkcija je definisana skupom pravila T, u formi  
{qi,sj}→{qk,sl,α},gde je qi∈Γ, qk∈Σ, sj, sl∈Q i α∈{L,R}. Pravilo 
{qi,sj}→{qk,sl,α} odre|uje akciju kad je M u stanju qi i skanira simbol sj. U 
ovom slu~aju, ma{ina uzima novo stanje qk, u skaniranoj }eliji upisuje 
simbol sl i pomera traku kao {to sledi: 
- Ako je α=R, pomera glavu za ~itanje za jednu }eliju udesno, 
- a ako je α=L, pomera glavu za jednu }eliju ulevo. 
M prestaje sa radom kad je u stanju qi, skanira simbol sj tako da ne postoji 
pravilo {qi,sj}→{qk,sl,α}∈T. Vi{e o Tjuringovoj ma{ini mo`e se pro~itati u 
[2], [3], [4], [6]. Ovde }emo opisati implementaciju Tjuringove ma{ine 
u paketu MATHEMATICA 4.0. Uglavnom se koriste mogu}nosti simboli~kog 
procesiranja u MATHEMATICA. Osim simboli~kih mogu}nosti paketa koristi 
se snaga funkcionalnog programiranja kao i reprezentacija dvo-
dimenzionalnih grafi~kih slika. 
 

10.2. IMPLEMENTACIJA 
 

Sadr`aj trake predstavljen je globalnim nizom TAPE[1], TAPE[2],...  u 
kojem se popunjavaju samo oni elementi koji su potrebni u odre|enom 
prenutku.Vrednost TAPE[i] predstavlja sadr`aj i-te }elije trake. Niz TAPE 
mo`e biti definisan stringom s, i popunjen koriste}i funkciju InitTape[s]. 
Globalne promenljive MINPOS i MAXPOS ozna~avaju minimalni i 
maksimalni indeks, respektivno, izme|u popunjenih kvadrata. Sve ostale 
}elije (druga~ije nazvane empty }elije) sadr`e prazan karakter #. Tako|e, 
globalna promenljiva POS  ozna~ava indeks trenutne skenirane }elije. 
U funkciji InitTape[s] koristimo mapping funkciju Map  i potpunu 
funkciju za konstrukciju niza TAPE : 
InitTape[s_String] := ( 
    MAXPOS = 0; 
    Clear[TAPE]; 
    TAPE[_] := "#"; 
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    Map[(TAPE[++MAXPOS] = #) &, Characters[s]]; 
    MINPOS = POS = 1;         )    
 
Odmah posle inicijalizacije trake, misle}i na funkciju InitTape[s], 
minimalni indeks MINPOS kao i trenutna pozicija POS su obe jednake 1. 
Ove vrednosti mogu se modifikovati na osnovu zahteva korisnika 
eksplicitno. 
 
Primer 10.1. Traka je definisana stringom "1101"  mo`e se popuniti 
slede}im izrazom  
In[1]:= InitTape["1101"]   
Sadr`aj trake mo`e biti prikazan na slede}i na~in: 
In[2]:= ?TAPE 
     Global `TAPE 
     TAPE[1] = "1" 
     TAPE[2] = "1" 
     TAPE[3] = "0" 
     TAPE[4] = "1" 
     TAPE[_] := "#"  
 
Alfabet Σ⊆Γ , skup satnja Q i trenutno stanje kao i funkcija prelaza Δ su 
definisana slede}im pravilom 

(10.1)                         T={{qim,sjm} → {qkm,slm}, α},  m = 1,..., n}. 

Skupovi Q, Σ i Γ  su implicitno definisani sa 
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Funkcija prelaza Δ definisana je pravilima koja su sadra`ana u T: 
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Funkcija Δ je definisana funkcijom InitDelta[T], i ozna~ena je 
MATHEMATICA funkcijom DELTA. Tako|e, izra~unavanja funkcijom 
InitDelta[T] defini{emo po~etno stanje q0 , ozna~eno globalnom 
promenljivom STATE. U funkciji InitDelta[T] koristi se funkcija Scan koja 
primenjuje datu funkciju na svaki element liste T. 
InitDelta[T_] := ( 
    Clear[DELTA]; 
    DELTA[_, _] := {}; 
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    Scan[(DELTA[#[[1,1]], #[[1,2]]]= #[[2]]) &, T]; 
    STATE = T[[1,2,1]]; )      
 
Primer 10.2. Neka je skup T definisan listom pravila 
 
In[3]:=T={{A,"0"}->{A,"1",R},{A,"1"}->{A,"1",R}, 
   {A,"#"}->{B,"#",L}}} 
Posle primene funkcije InitDelta[T] dobijamo slede}e inicijalno stanje q0, 
ozna~eno sa STATE, i slede}u definiciju funkcije DELTA: 
In[4]:=InitDelta[T]; 
      STATE 
Out[4]=A   
In[5]:= ?DELTA 
      Global`DELTA 
      DELTA[A, "\#"] = {B, "\#", L} 
      DELTA[A, "0"] = {A, "1", R} 
      DELTA[A, "1"] = {A, "1", R} 
      DELTA[_, _] := {}    
Pomo}nom funkcijom TapeToList[s] konstrui{emo listu ~iji su elementi 
karakteri sadr`ani u nizu s indeksiranih promenljivih, sa po~etkom u poziciji 
MINPOS a krajem u poziciji MAXPOS. Jasno je da je formalni parametar s 
globalni niz TAPE. 
TapeToList[s_] := 
  Module[{l = {}, i}, 
    For[i=MINPOS, i<=MAXPOS, i++, AppendTo[l, s[i]]]; 
    Return[l]; 
  ]    
U svakom trenutku, svi relevantni elementi koji odre|uju skup stanja ma{ine 
M  su utvr|eni u ure|enoj petorci  

(10.2)                {STATE, MINPOS, POS, MAXPOS, TapeToList[TAPE]}  

pri ~emu: 
STATE - ozna~ava trenutno stanje;  
MINPOS i MAXPOS — startna i krajnja pozicija popunjenog dela trake, 
respektivno;  
POS - pozicija trenutno skanirane }elije i,  
TapeToList[TAPE] — predstavlja listu   

{TAPE[MINPOS],...,TAPE[MAXPOS]} 
odgovaraju}ih karaktera koji su sadr`ani u popunjenim delovima trake. 
Konstruisan je globalni niz History  koji sadr`i elemente u formi (10.2). On 
se mo`e formirati koriste}i funkcije Move i Compute. Formalni parametar 
funkcije Move  je lista  {s,x,d}, koja predstavlja desnu stranu izabranog 
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pravila {a,b}→{s,x,d} iz T. Pri tome je: s∈Q je novo stanje; x∈Σ je simbol 
koji }e biti ispisan na traci u trenutnoj poziciji POS; d∈{L,R} je simbol koji 
defini{e pomeranje glave za ~itanje. 
Saglasno funkciji Move[{s,x,d}] definisali smo listu u formi (10.2) i 
primenili na kraj liste History. 
Move[{s_, x_, d_}] := ( 
 Print["radi Move za ", {s, x, d}]; 
 TAPE[POS] = x; POS = POS + If[d === R, 1, -1]; 
 MINPOS = Min[POS, MINPOS]; MAXPOS = Max[POS, MAXPOS]; 
 STATE = s; 
 AppendTo[History,{STATE,MINPOS,POS,MAXPOS, 
        TapeToList[TAPE]}]; 
 True             
Move[{}] = False;    
 
Formalni parametri slede}e funkcije Compute su: 
T - skup pravila (10.1); t - string koji odre|uje sadr`aj trake. 
Vrednosti za formalne parametre s, x, d u svakoj }eliji funkcije Move  su 
definisane kao vrednosti funkcije DELTA: 
Compute[T_, t_] := ( 
 InitTape[t]; 
 InitDelta[T]; 
 History = {{STATE,MINPOS,POS,MAXPOS,TapeToList[TAPE]}}; 
 While[Move[DELTA[STATE, TAPE[POS]]]]    );    
 

Primer 10.3. Razmotrimo skup pravila definisanih u Primeru 10.2. 
Procedura Compute[T,"110101010"] proizvodi vrednosti globalne 
promenljive History koje su jednake 
 {{A,1,1,9,{"1","1","0","1","0","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,2,9,{"1","1","0","1","0","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,3,9,{"1","1","0","1","0","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,4,9,{"1","1","1","1","0","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,5,9,{"1","1","1","1","0","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,6,9,{"1","1","1","1","1","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,7,9,{"1","1","1","1","1","1","0","1","0"}}, 
  {A,1,8,9,{"1","1","1","1","1","1","1","1","0"}}, 
  {A,1,9,9,{"1","1","1","1","1","1","1","1","0"}}, 
{A,1,10,10,{"1","1","1","1","1","1","1","1","1","#"}}, 
{G,1,9,10,{"1","1","1","1","1","1","1","1","1","#"}}}   
 

Napisa}emo funkciju DumpHistory koja daje grafi~ku reprezentaciju liste 
History. Za tu svrhu napisane su nekoliko pomo}nih funkcija. Funkcijom 
cellc[i,j,k] konstruisana su dva jednostavna grafika. 
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Prvi grafik sadr`i ~etiri spojene linije koje konstrui{u kvadrat. To je 
u~injeno standardnom funkcijom Line: 
Line[{{i,j}, {i+1,j}, {i+1,j+1}, {i,j+1}, {i,j}}] 
Drugi grafik je definisan funkcijom Text[k,{i+0.5,j+0.5}] i predstavlja tekst 
koji odgovara {tampanom tekstu u formi k, centriran od pozicije odre|ene sa 
{i+0.5, j+0.5} i upisan u centar prvog grafi~kog objekta. 
cellc[i_, j_, k_] := { 
    Line[{{i,j}, {i+1,j}, {i+1,j+1}, {i,j+1}, {i,j}}], 
    Text[k, {i+0.5, j+0.5}]}   
 
Funkcija Headc[i,j,s] generi{e jdnostavan grafik koji predstavlja listu dva 
elementa. Prvi element jednak je ozna~en sa s i predstavlja grafi~ku naredbu 
koja odre|uje koji }e grafi~ki objekat biti prikazan, ako je mogu}e u datoj 
boji. Drugi element je ispunjeni pravougaonik, orjentisan paralelno osama, i 
odre|en parametrima i  i  j.  
Headc[i_,j_,s_RGBColor] := 
  {s, Rectangle[{i,j+1},{i+1,j+2}]}   
U funkciji line[s,mp,p,MP,tape] formalni parametri predstavljaju: 
s - trenutno stanje, 
mp, p i MP - minimalni indeks ,trenutni indeks i maksimalni indeks zauzetih 
}elija, i 
tape - lista koja odgovara globalnom nizu TAPE, a koja je generisana 
izrazom TareToList[TAPE]. 
Preciznije, funkcija line[s,mp,p,MP,tape] koristi pet parametra, koji 
defini{u aktuelno stanje ma{ine. Funkcija line[s,mp,p,MP,tape] tako|e 
generi{e listu dva grafi~ka objekta. Prvi od tih objekata generisan je 
funkcijom Headc[p,j++,Color[s]], gde je po~etna vrednost za j jednaka 
0. Drugi element je lista grafi~kih objekata cellc[i,j,k], gde  i  uzima 
vrednosti iz mp  do MP  i  tekst k  je definisan u ovom slu~aju na slede}i 
na~in:  
Ako i nije jednako indeku aktuelne }elije, onda se upisuje sadr`aj trake 
tape[[i-mp+1]] u skaniranoj }eliji; u suprotnom, upisuje listu {tape[[i-
mp+1]],s}. 
line[{s_, mp_, p_, MP_, tape_}] := 
  { Headc[p, (j++), Color[s]], 
     Table[ cellc[i,j, 
       If[i!=p, tape[[i-mp+1]],  
        {tape[[i-mp+1]],s}] ], {i, mp, MP} 
     ]}   
Rezultat funkcije Color je grafi~ka naredba RGBColor. Na primer, mo`e 
biti definisana kao slede}i niz dodeljivanja: 
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Needs["Graphics`Colors`"]; 
Color[_] := Gray; 
Color[A] = Blue; 
Color[B] = Red; 
Color[C] = Cyan; 
Color[D] = Pink; 
Color[E] = Magenta; 
Color[F] = Yellow; 
Color[G] = Green; 
Color[H] = Brown;    
Procedura DumpHistory daje tabelarnu reprezentaciju akcija Turingove 
ma{ine koje su sme{tene u listu History. U ovoj proceduri primenjujemo 
funkciju line na svaki element koji je sadr`an u listi odre|enoj povratnom 
listom History. 
DumpHistory := ( 
  j = 0; 
  Show[Graphics[line /@ Reverse[History]], 
        AspectRatio -> Automatic, 
        ImageSize -> {600,600}]      );    
 
Primer 10.4. Razmotrimo skup pravila T  kao u Primeru 10.2: 
In[5]:=T={{A,"0"}->{A,"1",R}, 
{A,"1"}->{A,"1",R},{A,"#"}->{B,"#",L}}} 
Pretpostavimo da je sadr`aj trake definisan stringom "110101010". 
Koristimo izraz Compute[T,"110101010"] i proceduru DumpHistory da 
reprezentujemo istoriju Tjuringove ma{ine: 
In[6]:= Compute[T, "110101010"]  
        DumpHistory;    
Ispunjeni deo trake kao i aktuelna stanja reprezentovana su slede}om 
tabelom: 
 

{1,A} 1 0 1 0 1 0 1 0 # 

1 {1,A} 0 1 0 1 0 1 0 # 

1 1 {0,A} 1 0 1 0 1 0 # 

1 1 1 {1,A} 0 1 0 1 0 # 

1 1 1 1 {0,A} 1 0 1 0 # 

1 1 1 1 1 {1,A} 0 1 0 # 

1 1 1 1 1 1 {0,A} 1 0 # 

1 1 1 1 1 1 1 {1,A} 0 # 

1 1 1 1 1 1 1 1 {0,A} # 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 {# ,A} 

1 1 1 1 1 1 1 1 {1,G} # 
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U ovoj tabeli, sadr`aj skaniranog kvadrata je reprezentovan sa dvo-
elementnom listom. Prvi element u takvoj reprezentaciji je sadr`aj trake, 
dok je drugi element aktuelno stanje. Napomenimo da je stanje ma{ine 
tako|e reprezentovana bojom koja je definisana funkcijom Color. Boje nisu 
predstavljene u tabeli. Tako|e, u grafi~koj reprezentaciji datoj sa 
procedurom DumpHistory  samo su obojeni kvadrati u nekom trenutku 
skanirani.  
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11. IMPLEMENTACIJA DVOFAZNOG SIMPLEKS 
METODA 

 

11.1. ODRE\IVANJE PO^ETNOG RE[ENJA 
 
Razmatramo problem linearnog programiranja 

                   (min)              cT x+d, 

              p.o.                 Ax=b,     x≥ 0,                                        (11.1.1 ) 

gde je matrica A iz prostora  Rm¥(m+n), c∈Rn+ m  i sistem Ax=b, x∈ Rn+ m , b∈Rm 
je potpunog ranga (rang(A)=m). Pretpostavljamo da je b={b1,...,bm}, d∈R i  c 
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= {c1,...,cm+ n}. Kanoni~ki oblik problema (11.1.1) mo`emo zapisati u 
tabelarnom obliku 
 

xN,1 xN,2  xN,n -1  
-a11 -a12 ... -ann b1 -xB,1 

-a21 -a22 ... -a2n b2 -xB,2 

... ... ... ... ... ... 
-am1 -am2 ... -amn bm -xB,m 

c1 c2 ... cn -d  

(11.1.2) 

 

gde je xN,1,... , xN,n skup nebazi~nih promenljivih i xB,1,......,xB,m su bazi~ne 
promenljive. Transformisani koeficijenti matrice A (posle re{avanja sistema 
po bazi~nim promenljivim) su ozna~eni sa aij, zbog jednostavnosti. Ako je 
problem linearnog programiranja dat u op{tem obliku on se prevodi u 
standardni oblik dodavanjem izravnavaju}ih promenljivih. 
Ako sve nebazi~ne promenljive  xN,1,... ,xN,n izjedna~imo sa nulom, tada je 
jedna~inama xB,1   = b1,... ,xB,m = bm odre|eno bazi~no re{enje. Ako je b1≥ 0, ... 
,bm≥0, onda dobijamo odmah bazi~no dopustivo re{enje. Ako uslov b≥0 nije 
zadovoljen, problemu linearnog programiranja (11.1.1) pridru`ujemo 
dvofazni simpleks problem, definisan sa 
                               (min)              eT w, 
                                 p.o.               Ax+w = b,                                   (11.1.3) 
                                                      x≥0, w≥0, 
gde je e = {1,...,1} ∈ Rm i w∈Rm je vektor ve{ta~kih promenljivih. Poznato je  
da ako je (x*,w*) optimalno re{enje za (11.1.3), tada potreban i dovoljan 
uslov da (11.1.1) ima dopustivo re{enje  je wi* = 0, i = 1,...,m. Me|utim, 
nedostatak ovog pristupa je uvo|enje ve{sta~kih promenljivih zbog ~ega je 
dimenzija problema (11.1.3) mnogo ve}a u odnosu na (11.1.1). Drugi 
pristup ovom problemu je opisan u [14].  Razmatra}emo taj algoritam jer 
ne zahteva uvo|enje ve{ta~kih promenljivih i kako ne pove}ava dimenziju 
problema, pogodan je za primenu u kompjuterskim programima. 
U nastavku ovog odeljka uvodimo modifikaciju dvofaznog simpleks metoda 
i prou~avamo problem odre|vanja po~etnog  bazi~nog re{enja u simpleks 
algoritmu. Da bi ubrzali proces generisanja prvog bazi~no dopustivog 
re{enja, razmatramo dva problema: 
- problem po~etnog izbora bazi~nih i nebazi~nih promenljivih i 
- problem zamene bazi~nih i nebazi~nih promenljivih u op{tem simpleks  

metodu. 
Nakon toga opisujemo simboli~ku implementaciju dvofaznog simpleks 
metoda i  modifikacije dvofaznog simpleks metoda u programskom paketu 
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MATHEMATICA. Na kraju odeljka navodimo ilustrativne numeri~ke primere 
i uporedno ispitujemo pona{anje algoritama na konkretnim primerima. 
 
 
 
 
 

11.2. SIMBOLI^KA IMPLEMENTACIJA SIMPLEKS 
METODA 

 
11.2.1. Uvod 

 
Posmatra se problem linearnog programiranja u op{tem obliku: 

(max)               Q(x)=Q(x1,... ,xn)= ∑
=

n

i 1
cixi+d,  

p.o.      :           ∑
=

n

k 1

pikxk +ri£ ∑
=

n

k 1

qikxk+si,  iŒ I1, 

                          ∑
=

n

k 1
pikxk +ri≥∑

=

n

k 1
qikxk+si,  iŒI2,                          (11.2.1) 

                          ∑
=

n

k 1
pikxk+ri== ∑

=

n

k 1
qikxk+si,  iŒI3,  

                          xj≥0,  j=1,... , n=I1«I2«I3. 
Ovakav problem se predstavlja unutra{njom reprezentacijom 

∑
=

n

i 1
cixi+d, {  ∑

=

n

k 1
pikxk +ri£ ∑

=
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k 1
qikxk+si,  iŒ I1, 

                        ∑
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k 1
pikxk +ri≥∑

=
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k 1
qikxk+si,  iŒI2,                           (11.2.2) 

                        ∑
=

n

k 1
pikxk+ri== ∑

=

n

k 1
qikxk+si,  iŒI3, } 

                         
Motivi za razvoj softvera za simboli~ku implementaciju simpleks metoda su 
slede}i: 
 A. Pobolj{ati implementacije simpleks metoda koje su napisane u 
proceduralnuim jezicima, {to je dostupno u [4]. 
 B. Pobolj{tai ta~nost implementacije simpleks metoda koja je na 
raspolaganju u funkcijama ConstrainedMin, ConstrainedMax i 
LinearProgramming. Poznato je da linearno programiranje jeste osnova za 
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mnoge probleme sadr`ane u matemati~kom programiranju. Me|utim, 
implementacija ovih metoda sa ta~no{}u 10-6 zahteva implementaciju 
simpleks metoda sa ta~no{}u koja je ve}a od 10-6, {to je nemogu}e uraditi 
pomo}u standardnih funkcija u MATHEMATICA. 
 
 S druge strane, implementacija problema linearnog programiranja (11.2.1) 
u proceduralnim programskim jezicima je dobro poznat problem. Mogu se 
sugerisati slede}e osnovne prednosti simboli~ke implementacije simpleks 
metoda [11]: 
 (1L) Mogu}nost selektovanja proizvoljne ciljne funkcije, koja nije 
definisana  potprogramom. Tako|e, mogu}e je da se defini{u ograni~enja u 
listi formalnih parametara implementatione procedure, bez suvi{ne leksi~ke 
i sintaksne analize. 
 (2L) Mogu}nost simboli~ke obrade podataka u jeziku  MATHEMATICA u 
transformaciji datih ograni~enja zadatih nejednakostima u odgovaraju}a 
ograni~enja koja su zadata jednakostima, uvo|enjem izravnavaju}ih 
promenljivih [11]. U stvari, u radu [11] je opisana primena simboli~kog 
procesiranja u transformaciji op{teg linearnog programa u odgovaraju}u 
standardnu formu. 
 (3L) Mogu}nost jednostavne eliminacije zavisnih promenljivih u datom 
linearnom sistemu, kao i mogu}nost jednostavne zamene zavisnih i 
nezavisnih promenljivih. 
 (4L) Postoje standardne funkcije u  MATHEMATICA za re{avanje sistema 
linearnih jedna~ina. 
 
Tako|e, u odnosu na odgovaraju}e ugra|ene funkcije raspolo`ive u paketu  
MATHEMATICA, napominjemo slede}u prednost: 
(5L) U prilo`enom softveru, linearno programiranje je implementirano sa 
proizvoljnom ta~no{}u.  
 

11.2.2. Implementacija 
 

Korak 1. Unutra{nja forma problema (11.2.1) sadr`i dva razli~ita dela. Prvi 
deo je proizvoljna linearna ciljna funkcija determinisana odgovaraju}im 
izrazom u  MATHEMATICA, koji je ozna~en parametrom cilj. Drugi deo je 
lista ograni~enja, koja se naziva lisogr. U odnosu na unutra{nju formu koja 
je potrebna u funkcijama ConstrainedMin i ConstrainedMax, izostavljena je 
lista promenljivih koje se kori{}ene u ciljnoj funkciji i datim ograni~enjima. 
Me|utim, ovakva unutra{nja forma je iskori{}ena samo zbog jednostavnijeg 
kori{}enja programa. Koriste}i standardne funkcije Variables i Union, 
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slede}om funkcijom IzdvojPromenljive[lis] je mogu}e izdvojiti listu 
promenljivih iz izraza koji su sadr`ani u datoj listi lis. 
IzdvojPromenljive[lis_] := 
 Module[{duz, lista={}}, 
   duz = Length[lis]; 
   Do[lista=Union[lista, Variables[lis[[i]]]],{i,duz}]; 
   Return[lista] 
 ]  
Sada se izrazom prom=IzdvojPromenljive[Append[jed,lisogr]] izdvaja lista 
upotrebljenih promenljivih u problemu (11.2.1). 
To predstavlja su{tinu Prednosti (1L). 
 
Korak 2. Proizvoljno ograni~enje tipa nejednakost mo`e se jednostavno 
transformisati u odgovaraju}e ograni~enje zadato jednako{}u, dodavanjem 
ili oduzimanjem pozitivne izravnavaju}e promenljive. Ovaj cilj se mo`e 
dosti}i u slede}im koracima. 
 
Korak 2.1. Za svako i=1,... ,m transformisati listu ograni~enja 

∑
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U tu svrhu je definisana slede}a funkcija: 
Sredi[lis_] := 
 Module[{lista={}, gl, izr}, 
   Do[gl=Head[lis[[i]]]; izr=lis[[i]]/.gl->Subtract; 
      AppendTo[lista, List[izr,gl ]], 
         {i,Length[lis]} 
   ]; 
   Return[lista] 



 
 

 

230 

 

 ]  
 
Koriste}i izraz lista =Sredi[lisogr lista datih ograni~enja transformi{e se u 
listu ~iji su elementi oblika (11.2.3). 
 
Korak 2.2. U slede}oj funkciji formalni parametar lis predstavlja neko 
ograni~enje oblika (12.2.3), dok je prom neka pozitivna izravnavaju}a 
promenljiva. Rezultat je leva strana ekvivalentnog ograni~enja tipa 
jednakost, koja je jednog od slede}ih oblika: 
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DodajPromenljivu[lis_, prom_] := 
 Module[{}, 
    Switch[lis[[2]], 
       LessEqual, Return[Plus[lis[[1]],prom]], 
       GreaterEqual, Return[Substract[lis[[1]],prom]], 
       Equal, Return[lis[[1]]] 
 ]  ]  
 
Korak 2.3. Za svako i=1,... ,m u glavnoj funkciji, transformisati i-to zadato 
ograni~enje dodavanjem ili oduzimanjem pozitivne izravnavaju}e 
promenljive $[i]. 
lista=Sredi[lisogr]; 
 Do[itajed=DodajPromenljivu[lista[[i]], $[i] ]; 
      AppendTo[sistem,Equal[itajed,0]], 
      {i,Length[lisogr]} 
];  
 
 Ovim je opisana prednost (2L). 
 
 Korak 3. Re{iti slede}i standardni linearni program: 

             (max)                   Q(x) = Q(x1,... , xn)= ∑
=

n

i 1
cixi-d,  
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             p.o.:                 ∑
=

n

k 1
aikxk - bi-$[i] == 0, iŒI1 

                                     ∑
=

n

k 1
aikxk - bi+$[i] == 0,  i∈I2 

                                     ∑
=

n

k 1
aikxk - bi == 0,  iŒI3.  

Po~etni izbor bazi~nih i nebazi~nih promenljivih re{en je upotrebom 
funkcije Solve iz  MATHEMATICA. Neka je xN,1,... ,xN,n lista nebazi~nih 
promenljivih i xB,1,...,xB,m lista bazi~nih promenljivih. Zbog su{tine funkcije 
Solve, proizvoljno i-to ograni~enje u generisanoj simpleks tabeli nije oblika 

∑ aijxN,j-bi=-xB,i, koji se koristi u algoritmima koji su opisani u [11], 

[14],  ve} oblika ∑ (-aijxN,j + bi) = xB,i,  i =1,... , m. Ova modifikacija 

zahteva da se inkorporira nekoliko modifikacija u klasi~nim algoritmima 
maksimizacije, koji su opisani u [11], [14]. 
 
 Korak S1. U slu~aju b1,... ,bm ≥ 0, odgovaraju}e re{enje se naziva bazi~no 
dopustivo re{enje (basic feasible solution), i potrebno je izvr{iti korake 
S1A-S1D. Ina~e, izvr{iti Korak S2. 
 

Korak S1A. Ako je c1,... ,cn £ 0, tada je bazi~no re{enje istovremeno i 
optimalno. Rezultat je lista {Q(x), {x1, ... ,xn}} u kojoj je x=(x1,... ,xn) i 
xN,1=0,... ,xN,n=0, xB,1=b1,... ,xB,m=bm. Ina~e pre}i na slede}i korak. 
 

Korak S1B. Izaberi maksimalno cj>0. (Selekcija prvog cj re{ava problem 
cikliranja). 
 

Korak S1C. Ako je a1j,... ,amj ≥ 0, tada STOP. Maksimum je +∞ . 
 
Korak S1D. Izra~unati  

mi<=<=1
min { ij

i
a
b
− , aij<0} =

pj

p

a

b

−  

i zameniti bazi~nu i nebazi~nu promenljivu xN,j<->xB,p. 
 

Korak S2. Selektovati poslednji bi<0. 
 

Korak S3. Ako je ai1,... ,ain£0 tada prekinuti algoritam. Linearni program ne 
mo`e biti re{en. 
 

Korak S4. Izra~unati 
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ik>
min { ij

i
a
b
− , aij<0}«{ kj

k
a
b
− } = pj

p

a

b

−  

i zameniti bazi~nu i nebazi~nu promenljivu xj<->xp. 
 

Korak S5. Ako je b1,... ,bm≥0 pre}i na Korak S1, ina~e pre}i na Korak S2. 
 

Implementacija koraka Korak S1-S4 opisana je kako sledi. 
 
Korak 3.1. Napomenimo da su u glavnoj funkciji izvr{ene slede}e 
inicijalizacije: 
prom=IzdvojPromenljive[Append[jed,cilj]]; 
res1=Solve[sistem];  r=Length[First[res1]]; 
zavprom=Take[prom,r];  nezprom=Complement[prom,zavprom];  
  
Funkcija Solve demonstrira svojstvo (4L) simboli~ke implementacije. U 
toku implementacije koraka S1A-S1D koriste se slede}i formalni parametri: 
sistem_: lista datih ograni~enja; 
zavprom_, nezprom_: lista bazi~nih i nebazi~ promenljivih, respektivno; 
fja_: ciljna funkcija. 
 
Korak 3.2. Implementacija Koraka S1. 
Slede}om funkcijom se izdvajaju slobodni ~lanovi sadr`ani u datom izrazu 
izr. 
SlClan[izr_] := 
 Module[{clan = izr, prom}, 
   prom = IzdvojPromenljive[izr]; 
   Do[clan=clan/. prom[[i]]->0, {i,Length[prom]}]; 
   Return[clan] 
 ]  
Funkcija Solve daje re{enje u matri~noj formi {{x1->v1}}, ... {{xn->vn}}. 
Funkcijom SrediResenje ova lista se transformi{e u pogodniji oblik  
{{x1, v1}}, ... {{xn, vn}}. 
 SrediResenje[lisprav_]:= 
   Module[{duz,tab={}}, 
       duz=Length[lisprav]; 
       Do[AppendTo[tab, lisprav[[i]]/.Rule->List], 
           {i,duz}]; 
       Return[tab] 
  ]  
 

 Sada se implementacija Koraka S1 mo`e opisati na slede}i na~in. 
(* Implementacija Koraka S1A *) 
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     res=First[Solve[sistem,zavprom]]; (* Prednost 4L*) 
     vrf=fja/.res; 
     Do[c=Coefficient[vrf,nezprom[[i]]]; 
        If[c>0,AppendTo[coef,List[nezprom[[i]],c]]], 
          {i,Length[nezprom]} 
     ]; (* coef={{xN,i,ci}| ci>0, i=1,...,n} *) 
     If[coef=={},       (*then*) 
         (* c1,... ,cn£0  *) 
       Do[vrf=vrf/.nezprom[[i]]->0, {i,Length[nezprom]}]; 
       Do[ Do[res[[j]]=res[[j]]/.nezprom[[i]]->0, 
              {i,Length[nezprom]}  (* xN,i=0,i=1,...,n *) 
           ],            {j,Length[res]} 
       ]; (* Generise res={xB,i->bi,i=1,...,m}  *) 
       Do[AppendTo[res,Rule[nezprom[[i]],0]], 
           {i,Length[nezprom]} 
       ]; 
       (* res={xB,i->bi,i=1,... ,m,xN,i->0, i=1,... ,n}*) 
       del=Position[res,$[_]->_]; res=Delete[res,del]; 
         (* Brisanje slack varijabli $[i],iŒI1«I2 *) 
       Return[ List[vrf, Sort[res], False] 
             (* Vrati rezultat i False *) 
       ],      (*else*) 
(* Implementacija Koraka S1B *) 
       max=coef[[1,2]]; poz=1; 
       For[i=2, i<=Length[coef], i++, 
           If[coef[[i,2]]>max, max=coef[[i,2]]; poz=i]; 
       ];  (* max=max{cj>0, j=1,...,n} *) 
       zp=coef[[poz,1]];   (* zp=x_{N,max} *) 
(* Implementacija Koraka S1C *) 
       prav=SrediResenje[res]; param={}; 
       (* Na|i aij<0, 1£i£m *) 
       Do[ c=Coefficient[prav[[i,2]],zp];  (* c=aij *) 
           b=SlClan[prav[[i,2]]];         (* b=bi*) 
           If[c<0 && b!=0, 
               AppendTo[param,List[prav[[i,1]],b,-c]] 
           ],            {i,Length[prav]} 
       ];  (* param={{xB,i,bi,-aij}| aij<0} *) 
       If[param=={},       (*then*) 
           (* a1j,... ,amj≥0 *) 
         Return[ List[+Infinity, False] 
         ],                  (*else*) 
(* Implementacija Koraka S1D *) 
         np=param[[1,1]]; 
         minkol=param[[1,2]]/param[[1,3]]; 
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         Do[kol=param[[i,2]]/param[[i,3]]; 
            If[kol<minkol,minkol=kol;np=param[[i,1]]], 
                {i,2,Length[param]} 
         ]; 
         Return[List[ReplacePart[zavprom,zp, 
               First[First[Position[zavprom,np]]] 
                     ],     True 
       ] ]      ]  
 
Korak 4. Koraci S2-S4 su implementirani kako sledi. Koriste}i standardnu 
funkciju Solve mogu}e je da se re{i dati sistem linearnih jena~ina (ozna~en 
sa sistem) u odnosu na bazi~ne promenljive zavprom: 
tab=First[Solve[sistem,zavprom]]; 
U glavnoj funkciji koristi se lista tab=SrediResenje[tab]; 
Ovim je opisana prednost (3L). 
  
(* Implementacija Koraka S2 *) 
tab=SrediResenje[First[Solve[sistem,zavprom]]]; 
duz=Length[tab];  indb=0; 
Do[If[SlClan[tab[[i,2]]]<0, indb=i;np=tab[[i,1]]], 
       {i,1,duz} 
]; 
If[indb==0,    (* Basicno resenje postoji *) 
 Return[List[sistem,zavprom,nezprom,False]], 
 (* Basi~no resenje ne postoji *) 
 zp=0; 
 Do[If[Coefficient[tab[[indb,2]],nezprom[[i]] ]>0, 
    zp=nezprom[[i]]],       {i,1,Length[nezprom]} 
 ]; 
(* Implementacija Koraka S3 *) 
 If[zp==0,Return[List["Program nije resiv",0]], 
(* Implementacija Koraka S4 *) 
 If[indb==duz,            (*then*) 
   np=tab[[duz,1]],       (*else*) 
   np=tab[[indb,1]]; 
   mn=SlClan[tab[[indb,2]]]/-Coefficient[tab[[indb,2]],zp]; 
   Do[v=SlClan[tab[[i,2]]]/-Coefficient[tab[[i,2]],zp]; 
      If[v<mn, mn=v; np=tab[[i,1]]],       {i,indb,duz} 
]     ] ]  ]; } 
 
Zamena np=xj<->xp=zp u Korak 4 mo`e se implementirati na slede}i na~in: 
  newzavprom=Union[Complement[zavprom,npl],List[zp]]; 
  newnezprom=Union[Complement[nezprom,zpl],List[np]]; 
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Ovim je opisan jedan deo prednosti (3L). 
Ciklus simpleks metoda je implementiran u glavnoj funkciji: 
 
SimpleksMax[cilj_,lisogr_]:= 
Module[{lista,prom,r,sistem={},jed={},itajed,radi, 
        zavprom,nezprom,inic,res1,bit=0}, 
   lista=Sredi[lisogr]; 
   Do[itajed=DodajPromenljivu[lista[[i]], \[i] ]; 
       AppendTo[sistem,Equal[itajed,0]]; 
       AppendTo[jed,itajed], 
          {i,Length[lisogr]} 
   ]; 
   prom=IzdvojPromenljive[Append[jed,cilj]]; 
   res1=Solve[sistem]; 
   If[res1=={},Return["Proverite ogranicenja!"] ]; 
   res1=First[res1];  r=Length[res1];  zavprom={}; 
   Do[AppendTo[zavprom,res1[[i,1]]],{i,r}]; 
      (* zavprom=Take[prom,r]; *) 
   nezprom=Complement[prom,zavprom]; 
   Print["zavprom= ",zavprom,"nezprom= ",nezprom]; 
   radi=True; inic=List[sistem,zavprom,nezprom,radi]; 
   While[radi==True, 
       inic=PreSim[inic[[1]],inic[[2]],inic[[3]] ]; 
       radi=Last[inic]; 
       bit++; Print["Broj iteracijaPreSim = ",bit]; 
   ]; 
   If[radi==False, 
     zavprom=inic[[2]]; nezprom=inic[[3]];radi=True; 
     While[radi==True, 
        inic=SimMax[sistem,zavprom,nezprom,cilj]; 
        radi=Last[inic];  bit++;  
        If[radi, 
           zavprom=inic[[1]]; 
           nezprom=Complement[prom,zavprom] 
   ]]   ]; 
   Return[Drop[inic,-1]] 
] 
  
Sledi opis prednosti (5L). Poznato je da  MATHEMATICA radi sa 
proizvoljnom ta~no{}u jedino sa celim brojevima. Prema tome, prirodan 
na~in da se dostigne proizvoljna preciznost je slede}i algoritam. 
 
Korak A. Transformisati koeficiene zadatih ograni~enja i u ciljnoj funkciji u 
cele brojeve, mno`e}i svaki od njih brojem 10p, gde je p maksimalni broj 
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decimalnih cifara koje su upotrebljene u ciljnoj funkciji i ograni~enjima. 
lista decimalnih cifara mo`e se konstruisati pomo}u funkcije RealDigits u  
MATHEMATICA. 
Korak B. Primeniti gore opisane funkcije na transformisanim ograni~enjima 
i ciljnoj funkciji. 
Korak C. Podeliti dobijenu ekstremnu vrednost ciljne funkcije i optimalne 
vrednosti upotrebljenih promenljivih sa 10p. 
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12. IMPLEMENTACIJA  UNARNIH PAR-

FUNKCIJA  U MATHEMATICA 
 

12.1. UVOD 
 
Implementacioni detalji za semigrupe unarnih funkcija su prou~ene u [6]. 
Unarne funkcije operi{u nad parom <a,b>  i imaju parove kao rezultate. Iz 
tog razloga, unarne funkcije se tako|e zovu  unarne parfunkcije. U [6] i 
[7] je razmatrana algebra sa binarnim operacijama <,>, dve unarne 
operacije L, R i sa slede}e tri aksiome: 

A1: L(<a,b>)= a; 
A2: R(<a,b>)= b; 
A3: <L(x),R(x)> = x. 

Par funkcija je funkcija ove algebre u samu sebe, koja mo`e biti definisana 
upotrebom <,>, L i R.  U [6] je dokazano da semigrupa zadovoljava ta~no 
69 dobijenih jednakosti, predstavljenih u [6] i [7], je izomorfna semigrupi 
par funkcija. U [6] je kori{}en jezik MAPLE za implementaciju unarne par 
funkcije i u automatskoj verifikaciji jednakosti koje su potrebne za 
opisivanje semigrupa. 
Opisa}emo odgovaraju}e tipove podataka i programski jezik za 
implementaciju unarne parfunkcije. Glavna ideja je razviti odgovaraju}i 
model za semigrupu unarne parfunkcije. Za implementaciju je izabran 
programski jezik MATHEMATICA, a za odgovaraju}e tipove podataka se 
koriste liste. Liste, kao ~esto kori{}ene i veoma prikladne objekte u 
MATHEMATICA, su analogne parovima. Parovi su implementirani kao liste u 
odgovaraju}oj formi A3. Na{ model funkcije anglebracket[a,b], koja 
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predstavlja par <a,b>, je pro{irenje ugra|ene MATHEMATICA funkcije 
List[a,b], koja se razmatra kao <L[a],R[a]>  i transformi}e u a. 
Funkcije L[x] i R[x] su sli~ne ugra|enim funkcijama First[x] i 
First[Rest[x]] iz MATHEMATICA. Kako su parfunkcije definisane samo 
kao parovi <,>  za funkcije L i R, funkcije anglebracket[a,b], L[a] i 
R[a] pronalaze semigrupe unarne parfunkcije. U tom slu~aju, mi 
pokazujemo da je MATHEMATICA odgovaraju}a za pronala~enje unarne 
parfunkcije. Tako|e, MATHEMATICA je prihvatljiva i zbog simboli~kog 
izra~unavanja. Razvijeno je i nekoliko funkcija za verifikaciju 69 jednakosti 
koje generi{u semigrupu unarnih parfunkcija. Ove jednakosti su 
predstavljene u [6] and [7]. Ovi rezultati su publikovani u [5]. 
 

12.2. IMPLEMENTACIJA PAR-FUNKCIJA 
 
Parovi u formi <x,y> su implementirani pomo}u listi, najfleksibilnijih i 
najja~ih objekata u MATHEMATICA. Preciznije, posmatrani par <x,y> je 
implementiran kao lista {x,y}, koja ima odgovaraju}a svojstva, izlo`ena 
Aksiomom A3. Jo{ preciznije, moramo uklju~iti simplificaciju pravila, koja 
par <L[a],R[a]> prevode u a. 

⎩
⎨
⎧

≠≠
==

>=<
][][},,{

],[],[,
,

aRyiliaLxyx
aRyaLxa

yx  

Proizvoljan par <x,y> je impletiran funkcijom anglebracket[x,y]. Namena 
funkcije  anglebracket[x,y] je da izgradi listu {x,y}, ili ako su uslovi Aksiome 
A3 ispunjeni, da izvr{i odgovaraju}e simplifikacije. Prema tome, ova 
funkcija je definisana kao slede}a modifikacija standardne funkcije  
List[x,y]: 

anglebracket[x,y] = 
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][],,[
],[],[,

aRyiliaLxyxList
aRyaLxa

 

=
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][},,{
],[],[,

aRyiliaLxyx
aRyaLxa

 

                       
Odgovaraju}a funkcija je definisana na slede}i na~in: 
 
anglebracket[x_,y_]:= 
  If[Head[x]===L && Head[y]===R && First[x]===First[y], 
      First[x], 
      List[x,y] 
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  ]  
 
Posmatrajmo, na primer, slede}i dijalog sa interpretatorom kojim se ilustruje 
funkcija  anglebracket: 
In[1]:= anglebracket[a,b] 
Out[1]= {a,b} 
In[2]:= anglebracket[anglebracket[a,b],c] 
Out[2]= {{a,b},c} 
In[3]:= anglebracket[L[x],L[x]] 
Out[3]= x 
In[4]:= anglebracket[L[x],L[x]] 
Out[4]= {L[x],L[x]}  
Kada se liste koriste u modelovanju parova, tada funkci L[x] i L[x] mogu 
biti implementirane kao modifikacije standardnih funkcija First[x] i 
First[Rest[x]]. Funkcija L[x] je definisana kao slede}a modifikacija 
standardne funkcije First: 

L[x]= 
⎩
⎨
⎧

≠
===
},{],[

],,[},{,][
baxxL

baListbaxaxFirst
 

Preciznije, ako je argument x lista, tada je vrednost L[x] jednaka  First[x]; 
ina~e, rezultat je symboli~ki izraz L[x]. Odgovaraju}a funkcija u 
MATHEMATICA je: 
 
L[x_]:= First[x]/; Head[x]===List  
 
Ekvivalent funkcije R[x] u MATHEMATICA je definisan slede}om 
modifikacijom funkcije  First[Rest[x]]=Part[x,2]:  

L[x]= 
⎩
⎨
⎧

≠
===

},{],[
],,[},{]],[[Re

baxxL
baListbaxxstFirstb

 

Odgovaraju}a funkcija je   
 

R[x_]:= First[Rest[x]]/; Head[x]===List  
 

Sledi verifikacija aksioma A1-A3. Aksiome A1 i A2 mogu biti verifikovane 
koriste}i definicije funkcija  L[x], R[x] i  anglebracket[x,y]: 

L[<x,y>] = L[anglebracket[x,y]]  

 = 
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][}],,[{
],[],[],[

aRyiliaLxyxFirst
aRyaLxaL
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 = 
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][,
],[],[,
aRyiliaLxx

aRyaLxx
   = x.  

 
R[<x,y>]= R[anglebracket[x,y]]  

 = 
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][}]],,[{[Re
],[],[],[

aRyiliaLxyxstFirst
aRyaLxaR

 

 

 = 
⎩
⎨
⎧

≠≠
==

][][,
],[],[,
aRyiliaLxy

aRyaLxy
 = y.  

 
Aksioma A3 sledi iz definicije funkcije anglebracket[x,y], i predstavlja 
uop{tenje slede}e ~injenice, koja proizilazi iz definicija funkcija First i Rest: 
za svaku listu x je x=List[First[x],First[rest[x]]]. Argument Waldovih 
funkcija L(x) i R(x) jesu promenljive ~ija se imena zadaju malim slovima ili 
parovi takvih varijabli, koji su konstruisani operatorom <,>. Prema tome, 
argumenti funkcija L[x] i L[x], koje su napisane u MATHEMATICA, jesu 
promenljive ~ija su imena zadata malim slovima ili dvo-elementne liste 
takvih promenljivih, koje su definisane pomo}u funkcije List[]. Prema 
tome, prirodno je da se posmatraju dva slu~aja u toku verifikacije Aksiome 
A3. U prvom slu~aju, x predstavlja proizvoljnu promenljivu zadatu malim 
slovom. Tada mo`emo pisati x=a, gde je a nepoznata promenljiva. 
Dobijamo slede}e: 

<L(x),R(x)> = anglebracket[L[a],R[a]] = a = x, 

{to predstavlja verifikacju Aksiome A3 za ovaj slu~aj. 
  
U drugom slu~aju se pretpostavlja da x predstavlja proizvoljnu listu oblika  
x={a,b}, gde su a i b nepoznate promenljive ili parovi promenljivih zadatih 
malim slovima. 
Aksioma A3 se mo`e verifikovati i u tom slu~aju:  

<L(x),R(x)>= anglebracket[L[x], L[x]]=  
anglebracket[a, b] = {a,b} = x. 

 

Parfunkcije I,S,B,M,D,U,C,E,A i Q su defiisane slede}im funkcijama. S 
obzirom da imena C,D,E imaju posebno zna~enje u MATHEMATICA (vidi 
[8],[9]), moraju se ukloniti svi atributi vezani za imena C,D i E izrazom 

Unprotect[C,D,E]  

Tako|e, s obzirom da se atributi kompleksne jedinice 1−=I  ne mogu biti 
promenjeni, koristimo ime i za funkciju I.  
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  i[x_]:=x 
 S[x_]:= anglebracket[ L[x],L[x] ] 
 B[x_]:= anglebracket[ anglebracket[ L[x], L[L[x]] ], 
                        R[L[x]]     ] 
 M[x_]:= anglebracket[ L[L[x]], L[x] ] 
 D[x_]:= anglebracket[ x,x ] 
 U[x_]:= anglebracket[ 
             anglebracket[ R[L[x]], L[L[x]] ], 
             L[x] 
          ] 
 C[x_]:= anglebracket[ 
            anglebracket[ 
                anglebracket[ L[L[x]], L[R[L[x]]] ], 
                R[R[L[x]]] 
            ], 
            L[x] 
          ] 
 E[x_]:= anglebracket[ 
            anglebracket[ L[x], L[x] ], 
            L[x]   ] 
 
 A[x_]:= anglebracket[ L[L[x]], 
              anglebracket[ R[L[x]], L[x] ] 
          ] 
 Q[x_]:= anglebracket[ 
              anglebracket[ 
                  L[L[L[x]]], 
                  anglebracket[ R[L[L[x]]], R[L[x]] ] 
              ], 
              L[x] 
          ]  
 
Ove funkcije su ilustrovane u slede}em dijalogu: 
In[1]:= S[a] 
Out[1]={R[a],L[a]} 
In[2]:= S[{a,b}] 
Out[2]={b,a} 
In[3]:= B[a] 
Out[3]={{L[a],L[R[a]]},R[R[a]]}} 
In[4]:= B[{a,{b,c}}] 
Out[4]={{a,b},c} 
In[5]:= M[a] 
Out[5]={L[L[a]],R[a]} 
In[6]:= M[{{a,b},c}] 
Out[6]={a,c} 
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In[7]:= D[a] 
Out[7]={a,a} 
In[8]:= U[a] 
Out[8]={{{R[L[a]],L[L[a]]},{R[a]} 
In[9]:= U[{{a,b},c}] 
Out[9]={{b,a},c} 
In[10]:= C[a] 
Out[10]={{{L[L[a]],L[R[L[a]]]},R[R[R[L[a]]]]},R[a]} 
In[11]:= C[{{a,{b,c}},d}] 
Out[11]={{{a,b},c},d} 
In[12]:= E[a] 
Out[12]={{L[a],L[a]},{R[a]}} 
In[13]:= E[{a,b}] 
Out[13]={{a,a},b} 
In[14]:= A[a] 
Out[14]={L[L[a]], {R[L[a]],R[a]}} 
In[15]:= A[{{a,b},c}] 
Out[15]={a,{b,c}} 
In[16]:= Q[a] 
Out[16]={{L[L[L[a]]], {R[L[L[a]]],R[L[a]]}},R[a]} 
In[17]:= Q[{{{a,b},c},d}] 
Out[17]={{a,{b,c}},d}  
 

12.3. VERIFIKACIJA RELACIJA SEMIGRUPE 
 
U ovoj sekciji se prou~avaju funkcije koje mogu da se koriste u strukturnoj 
analizi semigrupe. Potrebno je da se re{i problem slede}eg tipa: Data je 
semigrupa S i lista osobina P, {ta se mo`e re}i u vezi ispunjenja osobina P u 
S? Lista od 69 jedna~ina koji pu potpunosti opisuju semigrupu unarnih 
parfunkcija date je u [6] i [7]. Ovde su date dve  funkcije,  myapply i 
eqtest, za verifikaciju ovih jedna~ina. Umesto funkcije  word2comp, koja 
gradi string koji sadr`i imena parfunkcija iz kompozicije, koristi se funkcija 
myapply[x_]. Formalni parametar x predstavlja sekvencu imena unarnih 
parfunkcija. Rezultat ove funkcije je lista koja je generisana uzastopnim 
primenama ovih parfunkccija na nepoznatoj promenljivoj, koja je ozna~ena 
sa arg. 
 
myapply[x_]:=Module[{str,d,i,res=arg}, 
   str=ToString[x];  d=StringLength[str]; 
   Do[res=Apply[ToExpression[StringTake[str,{-i,-i}]], 
                 List[res] 
          ], 
          {i,1,d} 
   ]; 
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   Return[res] 
 ]  
Koriste}i funkciju myapply[x], definisana je funkcija eqtest[x_,y_] koja se 
koristi za verifikaciju individualnih jedna~ina iz [6] i [7]. Formalni 
parametri x i y ozna~avaju levu i desnu stranu odabrane jedna~ine, 
respektivno. 

eqtest[x_,y_]:=If[myapply[x]===myapply[y],True,False] 

Funkcija eqtest je ilustrovana slede}im izrazima: 
In[1]:=eqtest[i,SS] 
Out[1]=True 
In[2]:=eqtest[R,LS] 
Out[2]=True 
In[3]:=eqtest[M,SLBS] 
Out[3]=True 
In[4]:=eqtest[E,BSLBD] 
Out[4]=True 
In[5]:=eqtest[T,BSBSLBBSBLBSBLBD] 
Out[5]=True 
In[6]:=eqtest[C,BSBLBLBSBBBSBBSBSLBBLD] 
Out[6]=True  
Skup jedna~ina mo`e biti verifikovan ako se njihove individualne 
verifikacije (pomo}u funkcije eqtest) postave u listu, i primeni listable 
funkcija And na ovu listu. Na primer, jedna~ine koje su individualno u 
izrazima In[1]-In[6] mogu biti verifikovane istovremeno: 
 
In[7]:=And[eqtest[i,SS],eqtest[R,LS],eqtest[M,SLBS], 
eqtest[E,BSLBD], eqtest[T,BSBSLBBSBLBSBLBD], 
eqtest[C,BSBLBLBSBBBSBBSBSLBBLD] 
Out[7]=True  
 

12.4. ZAKLJU^AK 
 
Pokazano je da semigrupa unarnih parfunkcja iz [6] i [7] mo`e biti 
zasnovana koriste}i slede}e pojmove iz MATHEMATICA: 
- liste kao standardni tipovi  podataka, 
- bazi~ne funkcije  List, First i  Rest, 
- veoma mo}ni aparat za simboli~ko procesiranje, i 
- jednostavna manipulacija stringovima. 
Pokazano je da semigrupa unarnih parfunkcija mo`e biti implementirana 
koriste}i nekoliko prirodnih generalizacija standardnih tipova podataka i 
standardnih funkcija iz MATHEMATICA [5].  
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