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Predgovor

Motivacija za izradu ove knjige je odsustvo slicne literature, kako na srp-
skom jeziku, tako i u svetskim razmerama. Glavni cilj ove knjige jeste sim-
bolicka implementacija osnovnih metoda nelinearnog programiranja. U nave-
denoj literaturi se moZe naci implementacija optimizacionth metoda koji
su opisani u ovoj knjizi. Medutim, ti programi su pisani u proceduralnim
programskim jezicima, najvise u jezicima FORTRAN ¢ C. U ovoj knjizi je
pokazana efikasnost implementacije tih metoda pomodéu neproceduralnih pro-
gramskih jezika MATHEMATICA ¢ LISP. Ideja da se minimum i+ maksimum
ciljne funkcije izracunavaju u funkcionalnim programskim jezicima zaista je
prirodna. Takode, u funkcionalnim programskim jezicima odsustvuje imple-
mentacija vecine metoda matematickog programiranja.

Prva glava je uvodnog karaktera i sadrzi neophodne pojmove, definicije i
poznate stavove. Druga glava sadrzi implementaciju glavnih metoda bezuslov-
ne optimizacije, kako negradijentnih, tako i gradijentnih metoda. Takode,
u drugoj glavi je opisana i implementacija osnovnih metoda globalne opti-
mizacije. U trecoj glavi opisana je implementacija metoda uslovne nelin-
earne optimizacije i visekriterijumske leksikografske optimizacije. U Cetvrto]
glavi je opisana primena metoda gradijentne optimizacije prvog i drugog reda
u izracunavanju najmanje-kvadratnog reSenja i najmanje-kvadratnog resenja
meinimalne norme.

Izrada programa koji su mavedeni u knjizi zahtevala je mmnogo napora i
vremena. U tome smo imali pomoé velikog broja saradnika kojima se ovom
prilikom zahvaljujemo. Veliki broj programa u LISPu napisao je mr Sve-
tozar Rancic, asistent Prirodno-matematickog fakulteta uw Nisu, koji je mag-
istrirao iz ove oblasti [40]. Takode, mr Milan Tasié, asistent Tehnoloskog
fakulteta u Leskovcu, napisao je i testirao veéi broj programa. Neki od ovih
programa mogu se naci i u njegovoj magistarskoj tezi [63]. Dr Miroslav
Ristié, asistent Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu, izradio je neke pro-
grame 1 razradio njihovu graficku ilustraciju. U ovoj knjizi ugradeni su i
neki plodovi visesatnih konsultacija sa dr Nebojsom Stojkovicem, asistentom
Ekonomskog fakulteta uw Nisu. U pisanju programa u implementaciji sim-
pleks metoda linearnog programiranja veliki doprinos dali su Ivan Stankovié
i Marko MiloSevié, asistenti pripravnici Prirodno-matematickog faokulteta
w Nisu. U izradi cetvrte glave posebnu zahvalnost dugujemo dr Draganu
Dordevi¢u, docentu Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu, koji je pomo-
gao da se navedeni rezultati, prvobitno formulisani za kompleksne matrice,
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prosire na Hilbertove prostore. Takode smo zahvalni i dr Zoranu Budimcu,
profesoru Prirodno-matematickog fakulteta v Novom Sadu, na korisnim sug-
estijama u vezi implementacije metoda na programskom jeziku LISP.

Ova knjiga moze biti korisna svima onima koji se bave matematickim
programiranjem, a posebno studentima redovnih i poslediplomskih studija na
prirodno-matematickim, tehnickim i drugim fakultetima na kojima se izucava
ova problematika. Knjiga sadrzi i niz novih rezultata dobijenih u poslednje
vreme u radovima [48-59]. Nadamo se da ée ova knjiga pomoéi mnogima
koji Zele da se naucno bave ovom problematikom, kao i onima koji resavaju
probleme optimizacije realnih sistema.

Profesort Vera Vujéié-Kovacevié i Ljubisa Kocic¢, u svojstvu recenzenata,
pomogli su svojim sugestijama u poboljsanju kvaliteta knjige. Koristimo ovu
priliku da im se najsrdacnije zahvalimo za trud koji su uloZili.

Nis, avgust 2002. godine Autori
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I GLAVA
Uvod

Ova glava sadrzi uvodna razmatranja u dva razli¢ita smisla. U prvom
poglavlju je ukratko opisan neophodan matematicki aparat za razumevanje
sustine opisanih i implementiranih metoda. Takode, prvo poglavlje sadrzi
globalne aspekte o sustini optimizacionog zadatka, podelama i osobinama
metoda optimizacije. Drugo poglavlje predstavlja uvod za jedan sasvim
novi pristup u implementaciji metoda optimizacije - pristup baziran na
funkcionalnom stilu programiranja.

1. MATEMATICKA PRIPREMA

1.1. Matematicki model
U procesima upravljanja postoje tri osnovna pojma [34]:

1. funkcija cilja ili kriterijum upravljanja;

2. skup ogranicenja;

3. matematicki model.

Razmotri¢éemo ukratko svaki od ovih pojmova.

1. Osnovni preduslov svakog upravljackog zadatka jeste postojanje de-
finisanog cilja. U opsStem sluc¢aju jedan problem se moze sastojati iz viSe
razli¢itih celina. ReSavanje takvog programa u celini naziva se ostvarivanje
globalnog cilja. Vreme, kvalitet, troskovi ili efikasnost jesu najceséi cilje-
vi. U veéini slucajeva postavljeni ciljevi na prvi pogled izgledaju paradok-
salno. Preciznije, obi¢no izmedu postavljenih ciljeva postoje suprotnosti,
protivurec¢ni zahtevi i ogranicenja, pa se udovoljavanje globalnom cilju svodi
na reSavanje tih protivure¢nosti. Drugim re¢ima, ako se moze naéi prakti¢no
reSenje tih protivurecnih uslova, tada je moguce i ostvarenje postavljenog
cilja. Potrebno je da globalni cilj ostavi odredenu slobodu ciljevima nizih
hijerarhijskih nivoa. Glavni cilj bi trebalo da odredi opste pravce, a ne i da
reguliSe najsitnije detalje.
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Kod definisanja funkcije cilja najcesée se polazi od verbalnog opisa cilja
a zatim se postepeno prelazi na analiticko formulisanje, sve dok se ne do-
bije njen potpun matematicki oblik. Nije uvek lako naé¢i matematicki oblik
funkcije, narocito kada su u pitanju slozeni upravljacki zadaci.

U matematickom obliku funkcija cilja se izrazava nekom funkcijom Q(x),
gde je x = (x1,... ,x,) n-dimenzionalni vektor. U ovom sluc¢aju, Q(x) je
funkcija vise promenljivih, za koju potrebno odrediti ekstremnu vrednost.
U nekim slu¢ajevima, umesto funkcije Q(x) koristi se funkcional, $to je u
praksi redi slucaj.

Funkcija cilja se minimizira ako su njome izrazeni troskovi, utroSak ma-
terijala, vreme izvrSenja zadatka, gubitak u proizvodnji, vreme transporta,
utroSak goriva, itd. Ako funkcija cilja odrazava dobit, pouzdanost, dohodak,
itd, ona se maksimizira.

2. Skup ogranic¢enja, oznacen sa L, utvrduje se za svaki upravljacki
zadatak posebno. Skup ogranicenja je sistem od m jednacina i (ili) ne-
jednacina od promenljivih zq,...,z, (koje se koriste i u funkciji cilja).
Generalno, skup ogranicenja predstavlja skup hiper povrsina i (ili) hiper
ravni n-dimenzionalnog prostora, kojima je ograni¢en domen (oznacen sa
D). Iz domena D se bira onaj vektor x koji inicira ekstremnu vrednost
ciljne funkcije Q(x). Sve moguée vrednosti za x iz domena D nazivaju se
dopustivim planom, a onaj vektor x koji obezbeduje da funkcija Q(x) ima
ekstremnu vrednost naziva se optimalnim planom.

Pored skupa ogranicenja L postoji i prirodni skup ogranicenja koji se
sastoji u tome da komponente vektora x moraju biti nenegativne veli¢ine tj.
x; > 0,7=1,... ,n. U sistemu ograni¢enja mogu nastupiti sledeéi slucajevi:
(a) Sistem L moze biti protivurecan, $to znac¢i da ne postoji dopustiv plan
x koji zadovoljava sva ogranicenja.

(b) Sistem L nije protivurecan, ali je oblast D neograni¢ena. Tada pos-
toji moguénost odredivanja optimalnog plana x samo ako je funkcija Q(x)
ograni¢ena u neograni¢enoj oblasti D.

(c) Sistem L nije protivurecan i oblast D je ogranicena. Tada se optimalni
plan moze odrediti u svim slu¢ajevima, sem ako je funkcija Q(x) neograni-
¢ena u ogranicenoj oblasti D.

3. Pravilna postavka zadatka je slozen zadatak, i samo u retkim sluca-
jevima se zadatak moze postaviti u prvom pokusaju. Cesto se vrSe izmene
i dopune pa ¢ak i forma i priroda modela. OlakSavajué¢a okolnost je Sto za
odreden broj zadataka ili za neke njihove delove postoje gotovi modeli tako
da se kod novih zadataka moze koristiti modifikacija takvih gotovih modela.
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Postoje dva postupka za nalazanje reSenja matematickih modela:

(a) Analiticko resenje.

(b) Numericko resenje (primenom pribliznih numerickih metoda).

Numericko resavanje se mnogo viSe primenjuje u praksi.

Konstrukcija matematickog modela M za neki proces upravljanja sastoji
se u definiciji funkcije cilja Q(x), skupa ogranicenja L kao i prikupljanje i
sredivanje potrebnih polaznih podataka. Kaze se da trojka (Q, L, M) karak-
teriSe odredeni upravljacki zadatak.

Primena matematickih metoda u procesu primene odluka i njegovih iz-
vrSenja moze se podeliti u tri faze: U prvoj fazi se konstruise matematicki
model problema. U drugoj fazi se vrsi izbor algoritma za implementaciju
matematickog modela, izrada programa za racunar i njegovo testiranje. U
okviru druge faze matematicki model se usavrsava, a ako nedostaju potrebni
podaci vraé¢a se prvoj fazi na doradu i proveru da li su predlozene promene
saglasne sa suStinom zadatka. U trecoj fazi se ispituje opravdanost ili neo-
pravdanost predlozenog resenja. Neopravdanost moze da nastupi npr. ako
neki na izgled sporedni, a u suStini bitni faktori nisu uzeti u obzir. Ako u
trecoj fazi postoje primedbe one se vra¢aju na otklanjanje prvoj i drugoj fazi.
U svim ovim fazama rad se odvija po grupama koje sacinjavaju struc¢njaci
razli¢itih profila.

Odluke koje se donose na razli¢itim nivoima upravljanja mogu se klasi-
fikovati na razli¢ite nacine. Jedna od klasifikacija odluka je sledeca:

(a) Ako pri upotrebi odredenog algoritma dobijamo potpuno odredeni rezul-
tat, sa verovatnocom koja je jednaka jedinici, kazemo da je odluka deter-
ministicka.

(b) Ako su pri postavci zadatka neki parametri slu¢ajne veli¢ine sa poznatom
raspodelom, tada i rezultat koji se dobija ima odredenu verovatnocu svoje
verodostojnosti. Takva upravljacka odluka naziva se probabilistickom.

(¢) Ako na donosenje odluke uti¢u velicine koje zavise od okruzenja ili od
protivnika koji ugrozavaju donosioce odluka, takve odluke se nazivaju
strategijskim.

(d) Ako se odluke zasnivaju na resavanju zadataka ¢iji su parametri priblizno
procenjene veli¢ine ili su to slucajne veli¢ine sa nepoznatom raspodelom,
tada se takve odluke nazivaju statistickim.

Nekada su u mnogim nau¢nim disciplinama, kakve su na primer ekonomija
ili biologija, eksperimenti bili nedopustivi. Medutim, primenom odgovara-
juéih matematickih modela koji definisu problem i razvojem metoda opti-
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mizacije, stvara se mogucénost primene eksperimenata i u ovim oblastima.
Tako se analizom matematickog modela mogu pratiti uticaji promene bilo
kog parametra na krajnji rezultat i traziti optimalno reSenje. Na taj nacin se
eksperiment u praksi svodi na eksperiment na modelu. Slozenost i priroda
matematickog modela ima veliki uticaj na smanjenje (povecanje) dimenzije
zadatka. Pod dimenzijom zadatka se podrazumeva ukupan broj jedna¢ina i
(ili) nejednacina u skupu L i broj nepoznatih.

1.2. Formulacija optimizacionog zadatka

Optimizacija je postupak nalazenja najboljeg reSenja nekog problema u

odredenom smislu i pri odredenim uslovima [60].

Neophodne pretpostavke za ostvarenje zadatka optimizacije su:

1) Objekat optimizacije. Moze biti proizvoljni proces, aparat, ljudska delat-
nost itd.

2) Kriterijum optimalnosti, koji se drugacije naziva efikasnost ili funkcija
ctlja. Funkcija cilja moze biti, na primer, tehnicki rashod, dobit ili
Cistoca materijala. Najbolja vrednost kriterijuma optimalnosti naziva se
ekstremum ili optimum.

3) Upravljivost objektom optimizacije. Za izvrSenje procesa optimizacije pot-
rebno je da objekat optimizacije bude upravljiv, odnosno da ima izvestan
stepen slobode. Da bi se osiguralo upravljanje objektom optimizacije
neophodno je da on ima upravljacke parametre, koji mogu da se menjaju
nezavisno jedan od drugih. Time se moze definisati skup razli¢itih stanja
objekta optimizacije, iz koga se odabira optimalno stanje.

4) Metod optimizacije. Za zadati upravljacki objekat i formulisani cilj, iz-
razen kroz kriterijum optimalnosti, neophodno je da se izabere metod za
izracunavanje optimuma. Nije moguée da se preporuci jedan univerzalni
metod za reSavanje svih optimizacionih zadataka. Izbor konkretnog meto-
da se vrsi na osnovu postavljenih ciljeva kao i prirode objekta optimizacije.

Jedna od najvaznijih pretpostavki za reSavanje optimizacionog zadatka je
formulacija cilja, §to se bazira na subjektivnoj pretpostavci. Pravilno for-
mulisanje cilja neophodno je za pravilno reSavanje optimizacionog zadatka.
U praksi se proces optimizacije izvrSava na osnovu uproséenog matematickog
modela procesa. Na osnovu tog modela formira se ciljna funkcija.

Svaki upravljiv objekat se karakteriSe parametrima, i to: ulaznim x =
(x1,...,xy) 1izlaznim y = (y1,... ,Ym). Matematicki model ovog objekta
povezuje njegove parametre sistemom funkcija sledeéeg oblika:

(1.2.1) yi = f;(x), j=1,...,m.
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Kriterijum optimalnosti upravljivog objekta ili sistema je funkcija ulaznih
i izlaznih parametara: @ = Q(x,y). Medutim iz (1.2.1) sledi da ciljna
funkcija @) zavisi samo od upravljackih parametara

Q=0Q(x) =Q(z1,... ,zn).

U primenama je skup upravljackih parametara r;, ¢ =1,... ,n ogranicen,
tj. upravljacki parametri se menjaju unutar dozvoljenog prostora D, up-
ravljackih parametara. Na taj nacin, upravljacki parametri ispunjavaju
uslove:

(1.2.2) xmin; < x; < xmazx;, 1=1,...,n

(1.2.3) xeD,.

Zadatak optimizacije definiSe se na slede¢i nacin: trazi se maksimum ciljne
funkcije Q(x) = Q(x1,... ,x,), pod uslovom x € D,.

Ponekad se upravljackim parametrima mogu nametnuti uslovi definisani
drugim funkcijama:

(1.2.4) oi(T1,. .. o) =0, l=1,... ,m <mn,

(125) ¢j(1’1,... ,Jjn) S ’l/)oj, ]: 1, ,Mo.

Uslovi (1.2.4) se nazivaju funkcionalna ogranic¢enja tipa jednakosti, dok se
uslovi (1.2.5) nazivaju funkcionalna ograni¢enja tipa nejednakosti, ili ogra-
nic¢enja zadata oblastima.

Ciljna funkcija koja u dozvoljenoj oblasti upravljackih parametara ima
samo jedan ekstremum naziva se jednoekstremalna ili unimodalna, a u sup-
rotnom se naziva mnogoekstremalna odnosno multimodalna.

U slu¢aju mnogoekstremalnih ciljnih funkcija, globalni ekstremum je naj-
bolja vrednost ciljne funkcije izmedu svih lokalnih ekstremuma. Ciljna fun-
kcija moze da bude linearna ili nelinearna, zavisno od toga da li je zavisnost
Q(x) = Q(x1,... ,x,) linearna ili nelinearna.

Zadatak matematickog programiranja se sastoji u odredivanju vektora

x* = (z7,...,2}) koji predstavlja resenje sledeéeg zadatka:

Minimizirati Q(x)
(1.2.6) P.O. gi(x) >0, i=1,...,m,
hi(x) =0, j=1,....p.
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Ako je ciljna funkcija @ linearna i kao su linearne i funkcije {g;, ¢ =
1,...,m} i{h;, j =1,...,p}, sadrzane u ogranicenjima, tada zadatak
(1.2.6) predstavlja zadatak linearnog programiranja. Ako je bar jedna od
tih funkcija nelinearna, tada se dobijeni problem naziva zadatak nelinearnog
programiranja. Ako uslovi u (1.2.6) odsustvuju radi se o bezuslovnoj opti-
mizaciji, a inace se reSava problem uslovne optimizacije.

Algoritam za nalazenje maksimuma moze da se iskoristi za nalazenje mi-
nimuma:

min Q(x) = — max(—Q(x)).

Vazi 1 obrnuto:

max Q(x) = —min(—Q(x)).

1.2.1 LINEARNO PROGRAMIRANJE

Linearno programiranje je jedna od najjednostavnijih metoda za odre-
divanje optimalnog reSenja u raznim zadacima optimizacije. Takvi zadaci
se javljaju u razli¢itim granama privrede, u ekonomiji, proizvodnji, obrazo-
vanju, istrazivanju itd.

Kao §to je ve¢ napomenuto, za zadatke linearnog programiranja karakter-
isti¢na je linearna funkcija cilja Q(x) i skup linearnih ograni¢enja L. Funkcija
Q(x) predstavlja linearnu kombinaciju nepoznatih a L je sistem linearnih
jednacina i (ili) nejednac¢ina. Problem se svodi na nalazenje minimuma ili
maksimuma linearne funkcije Q(x) pri odredenim linearnim ograni¢enjima.
Broj nepoznatih i ogranicenja moze da bude veoma razlicit.

U zadacima linearnog programiranja postoje tri kategorije faktora koji
ucestvuju pri odredivanju optimalnog resenja [34]:

(a) ulazni faktori;

(b) izlazni faktori;

(c) strukturalni faktori.

Ulazni faktori su zadati uslovima privredivanja, proizvodnje, potrebama
i troskovima.

Izlazni faktori karakterisu rezultat delatnosti.

Strukturalni faktori karakterisu proces rada, tehnologiju, resurse, itd.

Linearno programiranje je metod odredivanja takve kombinacije uzajam-
no povezanih faktora, koja od niza moguéih kombinacija predstavlja najpo-

voljniju tj. trazi se takva kombinacija koja ¢e pored uslova L zadovoljiti i
kriterijum optimalnosti ciljne funkcije.
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Formulacija zadatka linearnog programiranja. [8], [23], [34], [63],
[65]. Neka je A = (a;j)mxn matrica sa vrstama V1,...,V,, i neka su b € R™
i c € R™ dati vektori. Matematicka formulacija zadatka linearnog programi-
ranja u opstem obliku sastoji se u sledeéem: Odrediti komponente n-dimen-
zionalnog vektora x iz oblasti D za koje funkcija cilja Q(x) dostize mak-
simalnu (minimalnu) vrednost. Pri tome je vektor x = (z1,... ,z,) zadat
svojim koordinatama, oblast D je zadata sistemom linearnih jednacina i (ili)
nejednacina

Vix=10b;, icl,
Vix>b;, i€l

V;;TX < bia (XS I37
x>0, ke,

(1.2.7)

gde je

L+L+I3={1,... m}, [ NIL=0, [ NI3=0, LNI3=0, 7 C{1,...,n}
Funkcija cilja Q(x) predstavlja linearnu kombinaciju nepoznatih zy:

(1.2.8) Q(x)=Q(x1,...,o,) =121 + -+ oy = c'x

U slucaju I; = {1,... ,m}, J = {1,... ,n}, ogranicenja (1.2.7) i (1.2.8)
svode se na tzv. standardni oblik linearnog programiranja:

Maksimizirati ¢’ x,
(1.2.9) P.O. Ax =1,
x>0

Analogno, u slucaju I = {1,... ,m}, J ={1,... ,n}, ogranicenja (1.2.7)
i (1.2.8) svode se simetric¢ni oblik linearnog programiranja:

Maksimizirati ¢’x,
(1.2.10) P.O. Ax >,
x>0

Problem zadat u opstem obliku uvek se moze transformisati u eqvivalentan
problem u standardnom i simetri¢nom obliku. Iz opsteg oblika (1.2.7)-(1.2.8)
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dobija se standardni oblik (1.2.9) dodavanjem, odnosno oduzimanjem tzv.
izravnavajuéih promenljivih s; > 0, i € IoUI3. Nejednagine oblika V.'x > b;,
i € I svode se na ekvivalentne jednacine V.'x — s; = 0, i € I5. Analogno,
nejednacine oblika VI'x < b;, i € I3 svode se na jednacine V.I'x + s; = 0,
1€ I3.

Takode, problem zadat u opstem obliku (1.2.7)-(1.2.8) moze se prevesti
u simetrican oblik. Ogranicenja tipa jednakost V;x = b; zamenjuju se ne-
jedna¢inama V;'x > b;, odnosno —V.I'x < —b;, i € I;. Takode, mnozedi
proizvoljno ograni¢enje oblika V.Ix < b; sa —1 dobija se ekvivalentno ogra-
ni¢enje u obliku —V,'x > —b;.

Na osnovu recenog zakljucuje se da se linearni program moze zadati ravno-
pravno u opStem, standardnom ili simetri¢cnom obliku.
Skup jednacina (1.2.9) se najcesée piSe u razvijenom obliku na sledeéi nacin:

1171 + a12T2 + - - + a1 Ty = by,

Am1T1 + a2+ + A Tp = by,

mkzo, k:zl,...,n.

Tada je konacna oblast D konveksna i ograni¢ena skupom hiper ravni
oblika:

n
(1211)  Pj=> apzr—b; =0, j=1,....,mm+1,... . m+n.
k=1

Ako je skup ogranic¢enja L zadat nelinearnim vezama kaze se da je oblast
D ogranic¢ena hiper povrsima. U nekim slucajevima oblast D moze biti i
neogranicena.

Posmatrajmo jednacine (1.2.11) inekaje j=1,... ,r, (m<r<m+n). Bilo
kojih n jednacina iz skupa (1.2.11) odreduje u n-dimenzionalnom prostoru
koordinate jednog vrha poliedra.

Ako pretpostavimo da hiper ravan Q(x) = Q(z1,...,x,) = ¢ nije para-
lelna ni sa jednom od hiper ravni P; i ako je oblast D ogranicena, onda
funkcija cilja Q(z1,...,x,) dostize maksimum (minimum) u jednom od
vrhova poliedra. Ako je hiper ravan Q(z1, ... ,z,) = ¢ paralelna bar sa jed-
nom hiper ravni P;, tada problem moze imati beskonacno mnogo resenja. U
tom slucaju, funkcija cilja Q(x) dostize maksimum (minimum) u odredenoj
hiper ravni P;.
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Cesto se funkcija Q(x) takvog oblika naziva linearnom formom promen-
ljivih x = (21,... ,2,) koje zadovoljavaju uslove (1.2.7) i (1.2.8). Sistem
nejednacina i (ili) jednacina (1.2.7) naziva se skupom ogranicenja L.

Matrica

aiq ai2 . A1n
A=
am1  Gm2 Qmn
koja je sastavljena od koeficijenata skupa ogranicenja,naziva se matrica og-
ranicenja.
Vektor
a1k

A =
Amk
¢ije su komponente koeficijenti iz skupa ograni¢enja L uz promenljivu zg,

naziva se k-tim wvektorom skupa L.
Vektor

by
B =| :
bm,
sa koeficijentima koji predstavljaju slobodne ¢lanove iz skupa ogranicenja,
naziva se vektor ogranicenja.

Odredivanje vektora x = (z1,...,%,) koji zadovoljavaju uslove (1.2.7)
naziva se odredivanje plana zadatka. Vrednosti zi,...,z, iz plana nazi-
vaju se komponentama tog plana. Plan x* = (z7,... ,z}) koji obezbeduje

ekstremnu vrednost funkcije cilja Q(x), naziva se optimalni plan ili resenje
zadatka linearnog programiranja.

Za optimalni plan x* je ispunjeno Q(x*) > Q(x) (u odnosu na bilo koji
drugi plan x € D), u slu¢aju da je trazen maksimum. U sluc¢aju da se radi o
trazenju minimuma onda mora biti zadovoljen uslov Q(x*) < Q(x). Zadaci
koji imaju bar jedan optimalni plan x* pripadaju klasi resivih problema.

Oznac¢imo kolone matrice A sa Ki,...,K,. Ocigledno da se ne uma-
njuje opstost razmatranja ako se pretpostavi da medu ogranic¢enjima nema
suvisnih. To znaéi da je u slu¢aju m < n ispunjen uslov rang(A) = m. Prema
tome, postoji bar jedan skup od m linearno nezavisnih kolona matrice A.
Svaki maksimalan skup linearno nezavisnih kolona matrice A naziva se baza
matrice A. Dve baze su susedne ako se razlikuju u jednoj koloni. Neka
su B = {j1,... ,Jm} indeksi baziénih kolona matrice A i neka je Ap =
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{Kj,,...,Kj, } bazitni minor matrice A. Promenljive z;, j € B nazivaju
se baziéne, a preostale nebaziéne u odnosu na izabrane bazi¢ne kolone. U
odnosu na izabrane bazi¢ne kolone, bazi¢no resenje se dobija kada se sve
nebazi¢ne promenljive izjednace sa nulom i sistem Ax = b resi po bazi¢nim
promenljivim. Svako bazi¢no resenje ¢ije su komponente nenegativne naziva
se bazicno dopustivo resenje, dok se baza Ap nazica dopustivom bazom.
Ako je broj ogranicenja (1.2.7) veliki, tada postoji veliki broj varijanti
koje dolaze u obzir kao resenje. Zbog toga je potrebno formirati Semu za
nalazenje optimalnog plana koji bi se dobio bez ispitivanja svih moguéih
varijanti i izvodenja odgovarajucéih racunskih operacija kojih moze biti vise

od
n\ 2
n!z(—) 2nm,
e

gde je n broj nepoznatih iz funkcije cilja Q(x) [34].
Postoje razli¢iti metodi za reSavanje zadataka linearnog programiranja.
Jedna od njih je Dantzig-ov metod, koji je poznat pod nazivom simpleks

metod [8], [23], [34], [63], [65].

Simpleks metod linearnog programiranja je do sada implementiran pr-
venstveno u proceduralnim programskim jezicima. U [45] je opisana im-
plementacija simpleks metoda u programskom jeziku C. NajceSce su imple-
mentacije metoda linearnog programiranja u programskom jeziku FORTRAN
[22], [30]. U radu [54] opisana je simbolicka implementacija simpleks metoda
u programskom paketu MATHEMATICA. U ovoj knjizi je od primarnog interesa
implementacija nelinearnog programiranja. Simbolicka implementacija sim-
pleks metoda linearnog programiranja opisana je u poglavlju 3.5 treée glave.

U poslednjih dvadesetak godina razvijene su neke modifikacije simpleks
metoda. Takode, sve su popularniji tzv. unutrasnji metodi u reSavanju
problema linearnog programiranja [8], [20].

1.2.2. NELINEARNO PROGRAMIRANJE

Svaki upravljacki zadatak u kome je funkcija cilja Q(x) i (ili) skup og-
ranicenja L definisan nelinearnim jednac¢inama i (ili) nejednac¢inama, pred-
stavlja zadatak nelinearnog programiranja. Optimalno reSenje nelinearnog
optimizacionog problema izracunava se nekom od raspolozivih metoda, koja
je najadekvatnija za nalazenje konkretnog resenja.

Za razliku od zadataka linearnog programiranja, zadaci nelinearnog pro-

gramiranja se ne mogu resavati primenom nekog univerzalnog metoda (kao
Sto je to simpleks metod za zadatke linearnog programiranja). Za zadatke
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nelinearnog programiranja je za svaki konkretan slucaj, u zavisnosti od nje-
govog matematickog modela, dimenzija i karaktera nelinearnosti, potreban
nov metod ili prilagodavanje nekog od postoje¢ih metoda. U velikom broju
sluc¢ajeva ¢ak i ne postoji prikladni metod na osnovu kojeg se moze naci op-
timalno reSenje formulisanog zadatka nelinearnog programiranja, Sto znaci
da postoji jos uvek veliki broj neresivih ili tesko resivih zadataka nelinearnog
programiranja.

Postoji vise metoda optimizacije pomoc¢u kojih se mogu resavati neki za-
daci nelinearnog programiranja. Svi ti metodi su specijalizovani za razli¢ite
tipove zadataka nelinearnog programiranja, koji se formalno razlikuju po
obliku matematickog modela, tj. po obliku i dimenzijama funkcije cilja i
skupa ogranicenja. Tako, na primer, postoje specijalni metodi za linearna
ograni¢enja i nelinearnu funkciju cilja, za funkcije cilja zadate kvadratnom
formom, za celobrojne vrednosti promenljivih, itd. Otuda poti¢u i neki
posebni nazivi za takve specificne zadatke nelinearnog programiranja, kao
§to su: kvadratno programiranje, celobrojno programiranje, itd.

Zadaci nelinearnog programiranja prekrivaju znatno Sire podrucje uprav-
ljackih zadataka i raznovrsniji su od zadataka koji se svode na primenu lin-
earnog programiranja. Mnogi od njih jos uvek nisu resivi jer ne postoje razvi-
jeni algoritmi ¢ija bi primena dala odredene efekte. Primenljivost odredenih
algoritama procenjuje se na osnovu broja ra¢unskih operacija koje treba
obaviti u procesu nalazenja reSenja. Neki algoritmi u odredenim zadacima
nelinearnog programiranja, ¢ak i uz primenu savremenih ra¢unara, nisu uvek
primenljivi.

Opsta formulacija zadatka nelinearnog programiranja moze se iskazati
na sledeéi nacin: Naéi n-dimenzionalni vektor x = (z1,...,z,) kojim je
omoguceno da funkcija cilja Q(x) dobija maksimalnu (minimalnu) vrednost,
a da pri tome budu zadovoljena ogranic¢enja

(1.2.12)

gde su F(x), G(x) i H(x) vektori ¢ije su komponente definisane slede¢im
funkcijama, redom:

fl(x)"" afh(x)’ gl(X),... agkz(x)’ hl(x)"" ahks(x)'

Ogranicenje (1.2.12) se u razvijenom obliku mogu predstaviti na sledeéi
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nacin:
filx1,...,zn) >0, i=1,... k
(1.2.13) gi(z1,...,x,) <0, i=1,... ko
hi(x1,...,z,) =0, i=1,... ks, ki+tko+ks=m,
x; >0, j=1...,n.

Uobi¢ajeno je da se jednacine u izrazima (1.2.13) nazivaju uslovima, a

nejednacine ogranic¢enjima. I jednacine i nejednacine se jednim imenom
nazivaju skup ogranicenja, i oznacavaju sa L. Indeksi m i n medusobno
su nezavisni, tj. m mozZe biti manje, jednako ili veée od n.
Funkcije Q(x) i fi(x1,...,2pn), 1=1,... k1, gi(x1,...,2pn), 1=1,... ko,
hi(x1,... ,xy), i=1,... k3 u opStem slucaju su nelinearne funkcije, pa
otuda naziv nelinearno programiranje. Posebni slucajevi zadataka nelin-
earnog programiranja javljaju se kada funkcije sadrzane u @, F', G i H nisu
istovremeno nelinearne funkcije, tj. kada je samo () nelinearna funkcija, ili
je neka od funkcija iz F', G, H nelinearna. Na toj osnovi, vezujuéi se za ob-
lik funkcija Q(x), F'(x), G(x), H(x), vrsi se formalna klasifikacija zadataka
nelinearnog programiranja.

Navedene su se neke od tih klasifikacija, koje u prvi plan isticu resive
zadatke nelinearnog programiranja i njihovu opstu formulaciju [34], [73].

a) Nelinearno programiranje sa linearnim skupom ograni¢enja.

U ovoj klasi zadataka nelinearnog programiranja skup ogranicenja zadaje
se funkcijama g;, ¢ = 1,...,m koje su linearne, tj.

n
gi(X):Zaijijbi, Z:L ,m,
i=1

b) nelinearno programiranje sa separabilnom funkcijom cilja.

U ovoj klasi zadataka nelinearnog programiranja funkcija cilja je defin-
isana zbirom n funkcija od kojih svaka zavisi samo od jedne promenljive, tj.
Q(x) je oblika

Qx) = ij(ﬁﬂj)-
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c) Kvadratno programiranje.

Ovu klasu zadataka nelinearnog programiranja karakterise funkcija cilja
zadata u obliku kvadratne forme

Q(X) = Z Z cijxixj-

i=1 j=1

Specijalnu podklasu zadataka kvadratnog programiranja ¢ine zadaci kod
kojih je skup ogranicenja linearan. Zadaci ove vrste, kod kojih je funkcija
cilja zadata kvadratnom formom, a skup ogranic¢enja linearnim jednac¢inama
i (ili) nejednacinama, spadaju u grupu relativno lako resivih zadataka.

d) Celobrojno programiranje.

Zadaci nelinearnog programiranja koji pored uslova (1.2.13) moraju zado-
voljavati i posebne uslove, koji se sastoje u tome da sve promenljive mogu
uzimati samo celobrojne vrednosti, ¢ine klasu zadataka koja se naziva celo-
brojno programirange.

Kao specijalan slucaj ove klase zadataka u praksi se ¢esto javljaju zadaci
kod kojih promenljive mogu uzimati samo dve vrednosti: nula i jedan. To
su zadaci koji se izuc¢avaju u okviru posebnog naziva: 0-1 programiranje.

Do sada su, pored ostalog $to je napomenuto, razvijeni efikasni algo-
ritmi za maksimizaciju (minimizaciju) konkavne (konveksne) funkcije Q(x)
u konkavnoj (konveksnoj) oblasti (D), koja je odredena skupom ogranic¢enja

gi(x) >0,i=1,... ,m, gde su g;(x) takode konkavne (konveksne) funkcije.
Maksimizacija (minimizacija) funkcije cilja Q(x), pri skupu ograni¢enja
gi(x) <0,i=1,...,m, pretpostavlja egzistenciju pocetnog plana
X(O) = (xg0)7 s 7x£10))7
za koji je zadovoljen skup ogranicenja g;(x) > 0,i=1,... ,m.

Metodi koji su razvijeni za reSavanje ovih zadataka omogucéuju nalazenje
samo lokalnih ekstremuma.

Imajuéi u vidu ukazane napomene, potrebno je istaé¢i da u praksi postoji
nekoliko tipi¢nih zadataka nelinearnog programiranja, kao Sto su: zadaci
raspodele ogranic¢enih resursa, neki transportni zadaci, zadaci vezani za up-
ravljanje zalihama, itd.
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1.3. Metodi optimizacije i njihove osobine

Zadaci optimizacije se mogu klasifikovati na osnovu veéeg broja razli¢itih
kriterijuma [60].

1. U zadacima staticke optimizacije objekat se posmatra u nepromenlji-
vom jedinstvenom stanju. U zadacima dinamicke optimizacije ciljna funkcija

zavisi od parametara koji su dati u funkciji vremena, odnosno, objekat op-
timizacije se smatra promenljivim u vremenu i prostoru.

Kao sto je ranije napomenuto, staticka optimizacija moze biti linearna
i melinearna optimizacija. U ovoj knjizi se prvenstveno izucavaju metodi
nelinearne optimizacije.

2. Zavisno od upravljackih parametara, zadaci optimizacije dele se na:
— Zadaci za jednodimenzionalnu optimizaciju (n = 1).

— Zadaci za visedimenzionalnu optimizaciju. U slucaju n € {4,5} parame-
tara, govori se o zadacima malih dimenzija, dok se u sluéaju 5 < n < 20
radi o zadacima srednjih dimenzija. Optimizacioni problemi sa n > 20
upravljackih parametara odreduju zadatke velikih dimenzija.

— Zadaci sa zadatom pocetnom tackom ili sa nepoznatom pocetnom tackom.

3. U zavisnosti od ciljne funkcije, metodi optimizacije se dele na:

— Metodi jednokriterijumske optimizacije, u kojima se optimizira jedna cil-
jna funkcija.

— Metodi visekriterijumske optimizacije, u kojima se optimizira vise ciljnih
funkcija.

— Metodi za diferencijabilne i nediferencijabilne funkcije. Za nediferencija-
bilne funkcije razvijeni su metodi koji ne koriste izvode ciljne funkcije (tzv.
negradijentni metodi). Za diferencijabilne ciljne funkcije mogu se koristiti
tzv. gradijentni metodi, u kojima se bitno koriste parcijalni izvodi ciljne
funkcije.

— Zadata ili nepoznata tacnost lokalizacije ekstremuma.

— Metodi za jednoekstremalnu i viseekstremalnu ciljnu funkciju.

— Metodi za eksperimentalno odredenu ili analiticki zadatu ciljnu funkciju.
4. U zavisnosti od zadatih ogranicenja, optimizacioni metodi se mogu

podeliti na slede¢i nacin:

— Optimizacija bez ogranicenja.

— Optimizacija sa ograni¢enjima koja su zadata linearnim jednakostima i
(ili) nejednakostima.
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— Optimizacija sa funkcionalnim ogranicenjima.

Metodi optimizacije se mogu podeliti na sledeéi naéin.

a) Analiticki metodi se zasnivaju na analizi izvoda ciljne funkcije pomoéu
matematicke analize. U ovim metodima se ekstremna vrednost funkcije Q(x)
odreduje pomoéu izracunavanja takvih vektora x za koje je Q'(x) = 0. Za
velike nelinearne probleme, analiticki metodi postaju nezadovoljavajudi, te
nisu od posebnog znacaja.

b) Numericki (iterativni) metodi se zasnivaju na definisanju numerickih
iteracija za pribliznu aproksimaciju reSenja. Ovakvi metodi su najpogodniji
za programiranje. Dele se u dve grupe:

— gradijentni metodi, koji koriste izvod ciljne funkcije;
— negradijentni metodi, koji ne koriste izvod ciljne funkcije.

Numericki metodi su od najveéeg znacaja, i oni ¢e biti opisani u ovoj
knjizi.

¢) Graficki metodi koriste graficko predstavljanje ciljne funkcije i ograni-
¢enja. Ekstremum ciljne funkcije se dobija iz grafa funkcije pretrazivanjem.
Ovi metodi se mogu primeniti samo na ciljne funkcije od jednog ili dva

upravljacka parametra. Medutim, graficki metodi se odlikuju velikom pre-
glednoséu.

d) Eksperimentalni metodi prognoziraju ekstremum na osnovu izvrSene
serije eksperimenata. Ovi metodi ne koriste matematicki model procesa.
Eksperimentalni metodi se koriste samo u slu¢aju kada se matematicki model
objekta pokaze neadekvatan.

Osnovne osobine koje bi algoritam optimizacije trebalo da zadovolji jesu:

— Konvergencija (dobijanje numerickog resenja za konacan broj koraka).
Pod konvergencijom metoda se podrazumeva njegova moguénost da ge-
nerise numericko reSenje koje se razlikuje od pocetnog za ne vise od zadate
tacnosti ciljne funkcije i (ili) upravljackih parametara.

— Brza konvergencija (dobijanje resenja za $to kra¢e vreme i sa $to manjim
brojem izra¢unavanja vrednosti ciljne funkcije).

— Sto manja alokacija memorije racunara.
— Ispunjenje svih ograni¢enja nametnutih zadatkom.

— Univerzalnost. Pozeljno je da algoritam bude primenljiv na sto vec¢u klasu
zadataka. Univerzalni metod za reSavanje svih tipova optimizacionih za-
dataka ne postoji.
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Ne moze se preporuciti ni jedinstveni kriterijum za prekid numerickih
metoda optimizacije. Jedan od kriterijuma koristi razliku vrednosti uprav-
ljackog parametra u dve uzastopne iteracije:

(k+1) _ 5 (k)
[ [
PR

Ovaj kriterijum moze da prouzrokuje prevremeni prekid algoritma ako je
ciljna funkcija veoma osetljiva na ekstremum. U tom slu¢aju je norma
[x*+1D) — x(®)|| mali broj, dok se Q(z**1)) znatno razlikuje od Q(z*)).
Cesto se koristi kriterijum koji koristi vrednosti ciljne funkcije u dve uza-
stopne itercije:
Qx"* ) — Q(xM)
Q(xk)
Medutim, ovaj kriterijum moze da prekine algoritam “daleko” od optimalne
tacke u slucaju kada je ciljna funkcija slabo osetljiva na ekstremum. U tom
slucaju je velicina ||x*+1) —x®) || mnogo veéa od razlike Q(xF+1)) —Q(x*))

< eo.

Veoma je rasprostranjen kriterijum za ocenu tacnosti lokalizacije ekstre-
muma koji se zasniva na zadatim minimalnim koracima hmin;, i=1,... ,n
kojima se menjaju upravljacki parametri. U ovom slucaju, algoritam se
prekida kada je ispunjen uslov

hi <hmin;, i=1,...,n.

Ako ciljna funkcija ima veliku osetljivost na ekstremum, dobijeno resenje
moze da bude nezadovoljavajuce.

Da bi se izbegao nedostatak prethodnih kriterijuma, uvodi se dvostruki
kriterijum:

< €3,

W 4 0@
(131)  (hi < hming, i=1,...,m) i (1 _ u)

2Q

gde su QM 1 Q@ dve najblize vrednosti ciljne funkcije njenoj optimalnoj
vrednosti Q*. Kada se prvi od ova dva kriterijuma ispuni, proverava se drugi
kriterijum. Ako je i drugi kriterijum ispunjen, optimizacija se prekida. Ako
je prvi kriterijum ispunjen a drugi nije, proces optimizacije se nastavlja sve
do ispunjenja drugog kriterijuma. Medutim, kriterijum (1.3.1) nije pouz-
dan u slucaju Q* =~ 0. U tom slu¢aju se preporucuje sledeca kombinacija
kriterijuma:

A+l |,

(1.3.2) (h; < hming;, i=1,...,n) 5

)
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gde je
Ay =Q —QW, Ap=Q" —QW.
Kao jedan od kriterijuma za prekid pretrazivanja moze se uzeti i

— h; . .
hi = — < hmin;, i=1,...,n,
xr;

gde je xr* = {axr],... ,ar}} tekuca aproksimacija optimalne tacke x*.

1.4. Uslovi za postojanje ekstremuma

Na pocetku je navedeno nekoliko osnovnih pojmova.

Oznacimo sa @ : R™ — R ciljnu funkciju definisanu na prostoru Eukli-
dovih n-torki. Vektor-gradijent VQ(x) u n-dimenzionalnom prostoru ima n
komponenti, koje su jednake parcijalnim izvodima po svakom upravljackom
parametru u tacki x*), tj.

o (k)
(1.4.1) VQ(x®) = gradQ(x™) = {M} .
Ox; i=1,....n
Zbog jednostavnijeg oznacavanja usvaja se oznaka Q*) = Q(X(k)), tako da
se gradijent u tacki x(*) oznacava na sledeé¢i nacin:

o0 k) o0 k)
(1.4.1a) VQ(x<k>):{ ;il e ;i }

Hesseova matrica je kvadratna matrica parcijalnih izvoda drugog reda
funkcije Q(x) u tacki x(*):

82Q(k’) 32Q(k)
89012 e 81‘181‘71
(1.4.2) V2Q(z™) = H(x®) = :
82Q) 52Q*)
O0xy, 0z 81‘712

Gradijentni metodi prvog reda koriste osnovna svojstva gradijenta. Na-
jvaznije svojstvo gradijentnog vektora VQ(x) ciljne funkcije jeste da je on u
svakoj tacki x(®) = (:ng), .. ,x%k)) prostora normalan na povrs sa konstant-
nom vrednoséu Q(x) (to je linija u sluc¢aju dva upravljacka parametra), i
prolazi kroz zadatu tacku. Drugim re¢ima, gradijentni vektor u svakoj tacki
x(¥) je vektor koji ima smer najbrzeg rasta funkcije Q(x) pocev od tacke x(*).
Znaci, ako se korak nacini u smeru gradijenta funcije Q(x), sigurno ¢e biti u
pravcu najveéeg povecanja vrednosti funkcije Q(x), tj. prema maksimumu,
dok ¢e obrnuti korak sigurno biti prema minimumu.
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Definicija 1.4.1. Funkcija Q(x) je konveksna ako je

Q(Ax+ (1= N)y) <AQ(x)+ (1 - 2)Q(y)

za sve vektore x, y € R™ i za sve realne brojeve 0 < A < 1. Funkcija Q(x)
je konkavna ako je funkcija —Q(x) konveksna.

Definicija 1.4.2. Skup M je konveksan ako zajedno sa svakim parom ta-
caka koje pripadaju M sadrzi i pravolinijski segment koji spaja te dve tacke,
tj. ako vazi

xeM, yeM, 0<A<1=Xx+(1-ANyeM

za sve vektore x, y € R" i za sve realne brojeve 0 < A < 1.

S obzirom da je za svake dve tacke x, y € M
[X7y] = {)‘X+ (1 - )‘)y D AE [07 1]}

Ova definicija konveksnog skupa moze se iskazati na drugaciji nacin: skup M
je konveksan ako je ili prazan ili ako za svaka dva svoja elementa x,y € M,
skup M sadrzi ceo interval [x,y].

U slucaju x = y interval [x,y]| se svodi na jednoelementni skup {x}.
Dakle, jednoelementni skupovi su konveksni skupovi. Takode, ¢itav prostor
R™ je konveksan skup.

Propozicija 1.4.1. Presek bilo koje kolekcije konveksnih skupova je kon-
veksan skup. Unija konveksnih skupova ne mora da bude konveksan skup.

Definicija 1.4.3. Ciljna funkcija je neprekidna ako je u svakoj tacki njene
oblasti definisanosti ispunjen uslov

limOQ(x+AX) =Q(x).

Ax—

Definicija 1.4.4. Tacka x(9) je tacka lokalnog maksimuma (minimuma) ako
postoji okolina te tacke U(x(?)), tako da za svaki vektor x € U(x(?)) vazi

nejednakost Q(x) < Q(x©) (Q(x) > Q(x()).

Sledeca teorema daje potrebne uslove za ekstremnu tacku nelinearnog
bezuslovnog problema

(1.4.3) Minimizirati Q(x), xe€R"
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Teorema 1.4.1. Neka je x(©) tacka ekstremuma funkcije Q(x) i neka u tacki
x(0) postoje parcijalni izvodi funkcije Q. Tada je gradijent ciljne funkcije u
tacki x© jednak nuli:

(0)
VQ(X(O)) = grad@ <X(O)) = {%} =0,
‘ =1 n

4. ,
~ (9Q(x)

Komentar 1.4.1. Prema Teoremi 1.4.1, slededi uslovi su neophodni da tacka
x* bude tacka lokalnog maksimuma nelinearnog programa (1.4.3):

(1.4.4) Q(x) je diferencijabilna u tacki xx.
i
(1.4.5) VQ(x*) =0.

Dovoljni uslovi da tacka x* bude optimalna za program (1.4.3) jesu uslovi
(1.4.4), (1.4.5) i sledeéi uslov:

(1.4.6) V2Q(x*) > 0,

koji oznacava da je Hesseova matrica u tacki x* pozitivno definitna.
Dovoljni uslovi da tacka x* bude tacka lokalnog minimuma za problem
(1.4.3) jesu uslovi (1.4.4), (1.4.5) i uslov

(1.4.7) V2Q(x*) < 0,

tj. Hesseova matrica u tacki x* je negativno definitna.

Definicija 1.4.5. Tacka x* je izolovana tacka optimuma alo je, u nekoj
okolini te tacke, ona jedina tacka optimuma.

Ako je x* tacka lokalnog minimuma ili lokalnog maksimuma funcije Q(x),
tada je VQ(x*) = 0. Drugim rec¢ima, ako je x* lokalni optimum funkcije @,
tada je x* njena stacionarna tacka. Obrnuto tvrdenje ne vazi: ako je x*
stacionarna tcka funkcije @, tada x* ne mora da bude lokalni minimum te
funkcije [34].
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Teorema 1.4.2. [34] Neka je Q(x) dvaput neprekidno diferencijabilna fun-
kcija. Ako je u nekoj tacki x* ispunjeno VQ(x*) = 0 i ako je Hesseova
matrica V2Q(x*) pozitivno definitna, tada funkcija Q ima lokalni minimum
u tacki x*.

Ako je VQ(x*) = 0 i ako je V2Q(x*) negativno definitna, tada je tacka
x* lokalni maksimum funkcije Q).

Teorema 1.4.3. [34] Neka je Q(x) dvaput neprekidno diferencijabilna fun-
kcija. Ako je x* lokalni minimum funkcije Q(x), tada je VQ(x*) = 0 1
Hesseova matrica V2Q(x*) je pozitivno semidefinitna. Ako je x* lokalni
maksimum funkcije Q(x), tada je VQ(x*) = 0 i Hesseova matrica VZQ(x*)
negativno semidefinitna.

1.5. Konveksni konus i konveksni poliedar

Sa X,,, Y, oznacavaju se linearni prostori dimenzije n nad poljem realnih
brojeva. Elemente linearnog prostora X, oznacavamo sa a, b, v.

Definicija 1.5.1. Neka su v,d € X,, zadati elementi. Skup v = {v +1td:
t > 0} C X,, naziva se poluprava sa pocetkom u v i smerom koji je odreden sa
d. Poluprava je ocigledno konveksan skup. Unija neke familije polupravih
sa pocetkom u istom elementu v € X, naziva se konus sa vrhom u v, i
oznacava sa C(v). Konus u opstem slucaju nije konveksan skup.

Presek proizvoljne kolekcije konveksnih konusa sa vrhom u v jeste kon-
veksni konus sa vrhom u v.

Propozicija 1.5.1. Neka je Y C X,, podprostor prostora X,,, i neka je Y’
dimenzije m. Tada je skup a+Y, a € X,, linearna mnogostrukost dimenzije
m.

U optimizaciji se najces¢e koriste konveksni skupovi koji nastaju kao
presek poluprostora. Poluprostori i hiperravni su ¢esto koriSéeni pojmovi.
Kako je pojam funkcionala usko povezan sa pojmom hiperravni, to povlaci
da se zajedno sa prostorom X,, posmatra njegov dualni prostor linearnih
funkcionala X'. Elemente dualnog prostora oznacavamo sa a*, b*. Vred-
nost funkcionala y* na elementu x € X,, oznacava se sa y*(x).

Neka je H* linearni funkcional i ¢ realni broj. Od interesa su skupovi
H={xeX,: H(x) =c}.

U cilju jednostavnijeg izrazavanja, kaze se da je skup H definisan jedna¢inom
H*(x) = c.
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Propozicija 1.5.2. Neka je H* # 0* linearni funkcional na prostoru X, i
neka je ¢ realan broj. Skup H koji je definisan jednacinom H*(x) = ¢ jeste
linearna mnogostrukost dimenzije n — 1.

Propozicija 1.5.3. Neka je H hiperravan prostora X,. Tada postoji lin-
earni funkcional H* na X,, i realan broj ¢ takvi da je hiperravan H definisan
jednacinom H*(x) = c.

Uz pojam hiperravni tesno je povezan pojam poluprostora. Neka je H
hiperravan u X,, koja je odredena funkcionalom H* i realnim brojem c. Tada
se mogu posmatrati skupovi

H " ={xeX,: H(x)>¢c}, H ={x€X,: H*(x)<c}.

Jednostavnije se kaze da su poluprostori H' i H~ odredeni nejednac¢inama
H*(x) > ¢ i H*(x) < ¢, respektivno.

Poznato je da su skupovi HT i H~ konveksni. Dalje, oc¢igledno je H =
HT*NH~iX,=H"UH". Kaze se da su H' i H~ poluprostori odredeni
pomodcu hiperravni H.

Definicija 1.5.2. Neka su Hy,..., H,, hiperravni prostora X,, i neka su

H,...,H, odgovarajuc¢i poluprostori. Neprazan skup oblika
m

(1.5.1) K=|JH
i=1

naziva se konveksni poliedar.

Napomenimo da konveksnost skupa K sledi iz konveksnosti poluprostora

H{,... ,H,.
Svakoj hiperravni H; moze se pridruziti funkcional H i realan broj b;,
i =1,...,m. Izaberimo bazu {e;}, j=1,... ,n C X, i definiS§imo realne

brojeve a;; = H}(e;). Tada je

(152) H; == {X = (561,... ,$n) € Xn : Zaijxj S bl} .
i=1

Skup nejadnacina (1.5.2) moze se skraceno napisati u matri¢cnom obliku
Ax < b, gde je A matrica sa koeficijentima a;;, a b vektor sa koordinatama
bi,i=1,... m,5=1,... ,n.
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Definicija 1.5.3. Pretpostavimo da je konveksni poliedar K definisan jed-
nacinom (1.5.1). Element v € K naziva se vrh konveksnog poliedra K ako

postoji bar n hiperravni H; ... , H; medu hiperravnima Hy, ..., H,,, tako
da vazi
n
VvV = ﬂ Hlk
k=1

U definiciji vrha poliedra kaze se da je on definisan presekom bar n hiper-
ravni (a ne presekom tacno n hiperravni). U opstem slucaju, vrh se moze
nalaziti u preseku vise od n hiperravni.

Propozicija 1.5.4. Ako konveksni poliedar K poseduje vrh v, tada je rang
sistema (1.5.2) jednak n.
Svaki vrh v € K je odreden kao jedinstveno resenje podsistema

n
Zailjxj:bil, lzl,...,n
7j=1

n
ranga n, i tada se vrh v € K moze napisati u obliku v =) xje;, tj. vrh v
j=1
mma koordinate x+,... ,x,.
1z propozicije 1.5.3 se moze zakljuciti da konveksni poliedar ima konac¢no
mnogo vrhova.

2. SIMBOLICKA OPTIMIZACIJA

Ovo poglavlje je zamisljeno kao motivacija i osnova za primenu funkci-
onalnog stila programiranja u implementaciji optimizacionih metoda.

2.1. Globalno o simbolickoj implementaciji

U literaturi su poznati programi za implementaciju numerickih metoda
optimizacije, koji su napisani u proceduralnim programskim jezicima, na-
jvise u FORTRANu [13], [16], [22], [30], [37], [60], [70] kao i u jeziku C [24],
[36], [71]. U radovima [41], [48-53] izucavana je primena funkcionalnog
programskog jezika LISP u implementaciji optimizacionih metoda. U tim
radovima je pokazano da proceduralni programski jezici nisu sasvim pogodni
za implementaciju optimizacionih metoda, i da koriséenje funkcionalnog stila
programiranja povlac¢i odredene prednosti. U radu [52] izucavana je pri-
mena programskog paketa MATHEMATICA u implementaciji razli¢itih varijanti
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metoda kaznenih funkcija za uslovnu optimizaciju. U radu [55] uvedena je
modifikacija Hooke-Jeevesovog metoda optimizacije i njegova simboli¢ka im-
plementacija u paketu MATHEMATICA. U radu [54] izucava se implementacija
simpleks metoda linearnog programiranja u MATHEMATICA. U ovoj knjizi ova
problematika ée biti izucavana detaljnije, na mnogo ve¢em broju metoda i
na vetem nivou apstrakcije.

S druge strane, u programskom paketu MATHEMATICA [68], [69] dostupno
je nekoliko funkcija za numericku optimizaciju. Standardna funkcija Find-
Minimum izracunava lokalni minimum zadate funkcije pocev od zadate tac-
ke, i slede¢i put najstrmijeg opadanja (steepest descent) te funkcije. Funkcija
FindMinimum se moze koristiti na jedan od slede¢ih nacina:

FindMinimum[f, {x, xo}] izracunati lokalni minimum funkcije f, po-
lazedi od tacke x = xg;

FindMinimum[f, {x, %0}, {y, yo}, -..] izracunati lokalni mini-
mum funkcije f nekoliko promenljivih;

FindMinimum[f, {x, {xo,x1}}] izracunati lokalni minimum koriste¢i
xo 1 1 za prve dve vrednosti promenljive x (ovaj oblik se mora koristiti ako
se ne mogu izracunati simbolicki izvodi funkcije f);

FindMinimum[f,{x, xstart,xmin,xmax}] izracunati lokalni minimum
polazeéi od startne tacke xstart, i zaustavljajuéi pretrazivanje kada x bilo
kad izade iz oblasti [xmin, xmax].

Zaklju¢ujemo da u funkciji FindMinimum ciljna funkcija moze da se se-
lektuje kao prvi parametar. Preostali parametri jesu promenljive koje su
upotrebljene u analitickom izrazu ciljne funkcije kao i njihove pocetne vred-
nosti. Prilikom implementacije optimizacionih metoda, u ovoj knjizi se
koristi nesto izmenjena reprezentacija ciljne funkcije. Preciznije, prvi ar-
gument takve unutrasnje forme je analiticki izraz ciljne funkcije, a drugi
argument predstavlja listu promenljivih koje su iskoriSéene u analitickom
izrazu ciljne funkcije. Eventualne pocetne vrednosti promenljivih sadrzane
su u tre¢em argumentu. Pojedini metodi optimizacije ne zahtevaju pozna-
vanje pocetne tacke. U tom slucaju, treé¢i argument nije neophodan. Zatim
sledi promenljiv broj argumenata, saglasno metodu optimizacije. Saglasno
prethodno napomenutom, u numerickoj bezuslovnoj optimizaciji u MATH-
EMATICA, moZe se koristiti jedino metod najstrmijeg pada! Vel je ranije
napomenuto da ne postoji univerzalni metod za bezuslovnu optimizaciju,
§to znad¢i da funkcija FindMinimum ne moza da se adekvatno upotrebi za
sve slucajeve. Osim toga, poseban je problem optimizacija nediferencijabil-
nih funkcija. Na kraju, samo se u izuzetnim sluc¢ajevima funkcijom Find-
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Minimum moze izracunati globalni minimum ciljne funkcije, sto opravdava
implementaciju metoda za globalnu optimizaciju.

Za uslovnu (linearnu i globalnu) optimizaciju u programskom paketu
MATHEMATICA na raspolaganju su funkcije LinearProgramming, Constrained-
Min i ConstrainedMaz [68], [69)].

Standardna funkcija LinearProgramming koristi se za reSavanje zadataka
linearnog programiranja. U ovoj funkciji je potrebno da se jednostavno
navede vektor koji predstavlja koeficijente ciljne funkcije kao i matrica koja
sadrzi koeficijente zadatih linearnih ogranicenja.

U izrazu LinearProgramming[c, m, b] argumenti funkcije su vektori b
i ¢ kao i matrica m. Ovom funkcijom se izracunava vektor x koji minimizira
ciljnu funkciju c.x prema ograni¢enjima m.x > b i x > 0. Napomenimo da
izraz a.b u programskom jeziku MATHEMATICA predstavlja skalarni proizvod
vektora a i b.

Funkcije ConstrainedMin i ConstrainedMax dozvoljavaju da se specifi-
cira linearna ciljna funkcija koja se minimizira ili maksimizira, kao i skup
linearnih ogranicenja zadatih nejednakostima i (ili) jednakostima. Uvek se
pretpostavlja da promenljive mogu da imaju jedino nenegativne vrednosti.
Preciznije, moze se rec¢i da je u MATHEMATICA implementirano jedino linearno
programiranje.

ConstrainedMin[f, {inequalities}, {x, y, ...}]  nalazenje glo-
balnog minimuma za f, u regionu koji je specificiran sa inequalities;

ConstrainedMax[f, {inequalities}, {x, y, ...}]  nalazenje glo-
balnog maksimuma za f, u regionu koji je specificiran sa inequalities.

Maksimalna preciznost ovih funkcija je 6 cifara.

Sve ove funkcije koje su ugradene u paketu MATHEMATICA predstavljaju
jedan nekompletan sistem u odnosu na veliki broj metoda optimizacije koji
su poznati.

Glavna namera ove knjige je da se opiSe implementacija metoda ne-
linearnog programiranja, koriste¢i moguénosti simbolickog procesiranja u
funkcionalnim programskim jezicima, pre svega MATHEMATICA, a zatim i u
jeziku LISP. Detalji u vezi programskog jezika MATHEMATICA mogu se naci u
[21], [68], [69] a u vezi programskog jezika LISP mogu se nadi u [12], [14], [44],
[61], [67].

MATHEMATICA je jedan od najuniverzalnijih programskih paketa, koji je
nasao primenu skoro u svim matematickim disciplinama. Medutim, s ob-
zirom na razvijenu numeriku i velike moguénosti u simbolickoj obradi po-
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dataka, ¢ini se da MATHEMATICA nije u dovoljnoj meri iskoris¢ena u imple-
mentaciji metoda matematickog programiranja.

Takode, iako je LISP razvijen primarno kao alat za podrsku u razvoju
aplikacija u oblasti vestacke inteligencije, on je popularan i za programere
koji nisu direktno vezani za oblast vestacke inteligencije. Kao dijalekat LISPa,
SCHEME [47] je jedan od najsvestranijih programskih jezika dostupnih danas,
koristan za razli¢ite programske projekte, kako za simbolicko tako i za nu-
meric¢ko procesiranje.

Algoritmi u kojima se primenjuju tehnike simbolicke manipulacije po-
dacima u implementaciji optimizacionih metoda, koji su opisani u ovoj kn-
jizi, jesu osnova za primenu proizvoljnog funkcionalnog programskog jezika
ili proizvoljne tehnike funkcionalnog programiranja, u simbolickoj imple-
mentaciji optimizacionih metoda.

Ova knjiga je, koliko je autorima poznato, prvi pokusaj da se ujedine
moguénosti simbolickog i numerickog procesiranja u implementaciji opti-
mizacionih metoda.

Primarna namera u ovoj knjizi je da se poboljsa implementacija optimiza-
cionih metoda, koja je do sada bazirana na proceduralnim programskim
jezicima. Takode, knjiga je motivisana i odsustvom standardnih funkcija
u MATHEMATICA kojima se podrzavaju metodi nelinearnog programiranja.
Poboljsanja su pre svega izvedena primenom moguénosti simbolickog proce-
siranja u funkcionalnim programskim jezicima MATHEMATICA i PC SCHEME.
Naravno, sli¢ni principi bi vazili i za primenu drugih funkcionalnih program-
skih jezika. Medutim, ovde su preferirani programski jezici MATHEMATICA
i PC SCHEME, zbog njihovih moguénosti u simbolickom procesiranju kao i u
numerickoj obradi podataka. Glavna je namera da se pokaze kako adekvatan
programski jezik za implementaciju metoda nelinearne optimizacije nije FOR-
TRAN niti C, ve¢ jezik primenljiv podednako i u simbolickom procesiranju kao
i u numerickim izracunavanjima.

Dosadasnja je praksa da se programi kojima se implementiraju metodi
za reSavanje optimizacionih problema piSu u proceduralnim programskim
jezicima, najc¢eS¢e u FORTRANu. Ciljne funkcije se kod ovakvog pristupa re-
alizuju pomocéu potprograma. Potprogrami kojima se zadaju ciljne funkcije
moraju biti pra¢eni odgovarajué¢im potprogramima kojima se izra¢unavaju
njihovi parcijalni izvodi. Ovo predstavlja ograni¢enje i €ini na taj nacin
razvijene programe zatvorenim za nove ciljne funkcije. Primena ovako im-
plementairanih metoda na novu ciljnu funkciju zahteva intervenciju u kodu.
Izgradnja software-a, u proceduralnim programskim jezicima, kojim bi se
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omogucila upotreba proizvoljne funkcije i proizvoljnih ogranicenja, zahteva
implementaciju relativno slozenije leksicke i sintaksne analiza.

U narednim poglavljima se izucava ¢itav niz prednosti koje se dobijaju
primenom simbolickog procesiranja u implementaciji optimizacionih metoda.
To je jedan od razloga zbog kojih se namece potreba za postojanjem fleksi-
bilnog software-a koji bi bio namenjen ovoj uskospecijalizovanoj problem-
atici, a ciljna grupa korisnici za koje nije neophodno dobro poznavanje
programiranja. ReSenje je u postojanju programa koji ne bi zavisio od
konkretnog problema koji treba resiti, ve¢ od tipa, tj. klase kojoj problem
pripada s obzirom na metodologiju njegovog resavanja. Dakle, potrebno je
da se napise program u kome implementirani metod moze da reSava sve prob-
leme iz klase kojoj je namenjen, i to na §to jednostavniji nacin. U ovoj knjizi
ucinjen je pokusaj reSavanja ove problematike kroz uvodenje funkcionalnih
jezika u ovu oblast, tj. konkretno MATHEMATICAe i LISPa, kao predstavnika
ove grupe programskih jezika. U svakom poglavlju, koje je posveéeno odgo-
varajuc¢oj klasi problema, date su prednosti ovakvog pristupa u odnosu na
proceduralne programske jezike. Takode su dati primeri u kojima se resavaju
konkretni problemia koriS¢enjem razvijenog software-a.

Kao nedostatak ovakvog pristupa se moze navesti interpretatorska struk-
tura programskih jezika MATHEMATICA i LISP, Sto uti¢e na brzinu izvrSenja
definisanih funkcija. Takode, jedan od nedostataka simbolicke implementa-
cije jeste veéi utroSsak memorije u odnosu na klasican numericki pristup.

Treba istaéi da je oblast nelinearnog programiranja veoma Siroka i samo
delimi¢no pokrivena od strane matematickih programskih alata. Algorit-
mima i programima koji su razvijeni u ovoj knjizi, opisano stanje je u do-
broj meri korigovano. Sve prednosti napisanih programa u funkcionalnim
programskim jezicima u odnosu na programe dostupne u proceduralnim pro-
gramskim jezicima zasnovane su na simbolickom procesiranju i prirodnoj i
jednostavnoj manipulaciji funkcijama kao tipu podataka prve vrste.

2.2. PRIMENA FUNKCIONALA

U literaturi je poznat problem repetitivne primene funkcije kao argu-
menta u funkcionalnim programskim jezicima. U vezi ove problematike,
¢italac se upucuje na rad [56]. Interesantna je analiza ovakve repetitivne
primene funkcija, u sluc¢aju kada je funkcija u ulozi argumenta upravo neka
od funkcija kojom se implementiraju metodi optimizacije.

Mapping funkcije u SCHEME, kakve su map, apply i for—each mogu biti
primenjene na sve definisane funkcije za implementaciju metoda numericke
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optimizacije. Neka < fc> oznacava bilo koju od funkcija kojom se im-
plementiraju neki od metoda optimizacije, i neka <args> oznacava listu
argumenata koja je potrebna za tu funkciju. Tada se moze pisati

(apply <fc> '(<args>)).

Ovakvim izrazom se funkcija fc primenjuje na svaki element iz liste argu-
menata args, a dobijeni rezultati se objedinjuju u listu.

Na primer, neka <fc¢> oznacava funkciju presek, kojom se implementira
metod zlatnog preseka. Tada se moze pisati

(apply presek

(= (x 2 (xx xxx)) (*x3x)) (X))
’(-1.0 1.0 0.01)

)

Funkcija map moze biti primenjena na funkciju <fc> na sledeéi naé¢in:

Korak 1. Definisati novu funkciju <fen>, pomocu izraza
(define (<fen> q) (<fe> <largs>)),

gde je g prvi element u <largs>, dok ostatak liste <largs>
sadrzi neke fiksirane vrednosti za druge parametre optimizacione
procedure fc.

Korak 2. Primeniti funkcional map na <fcn> kao i na nekoliko unutrasnjih
formi ciljne funkcije, koje su date u listi:

(map <fen> '(<function> ---)).

U ovom izrazu (< function> ---) oznacava listu ¢iji su elementi
oznaceni sa <function> i predstavljaju unutrasnje reprezentacije
selektovanih funkcija.

Primer 2.2.1. Sukscesivne primene funkcije presek mogu se postiéi na
slede¢i nacin [48]:

(define (presekmin q) (presek q -1.0 1.0 0.01))

(map presekmin ’ (((expt x 2)(x)) ((log (abs y))(y))))

Rezultat ovih izraza je lista koja sadrzi vrednosti dobijene posle uzastopne
primene metoda zlatnog preseka na funkcije 22 i In(|x|), koristeéi u oba
slucaja a = —1.0, b = 1.0, dmin = 0.01.
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Na isti nacina se mogu koristiti element maperi iz MATHEMATICA, na
primer Map (za jednoargumentne funkcije) i MapThread (za multiargu-
mentne funkcije).

Map[f, {a, b, ... }] primenjuje funkciju f na svaki element u listi,
dajuéi za rezultat {fla], f[b],...}. Funkcija Map se moze primeniti na
proizvoljne izraze, ne samo na liste, jer se liste u MATHEMATICA tretiraju
kao posebni izrazi ¢ija je glava funkcija List. Koristeéi head[z, y, ...| kao
prototip izraza u MATHEMATICA, moze se pisati

Map(f, head[z,y, ...]] = head[f[z], fly], ..].

Na primer, neka je sa fc oznacena bilo koja optimizaciona procedura, koja
za rezultat daje ekstremnu vrednost. Takode, neka su sa x, y,... oznacene
unutrasnje forme funkcija koje se optimiziraju. Tada izraz oblika

Map[fc, Plus[x,y,...]]

proizvodi rezultat fe(xz) + fe(y)---. Preciznije, rezultat je zbir izracunatih
ekstremnih vrednosti.

Ako je rezultat funkcije fc lista koja sadrzi ekstremnu tacku i ekstremnu
vrednost ciljne funkcije, tada se vrednost fc(z) + fe(y) -+ moze izra¢unati
izrazom

Map[Plus, Mapl[fc, First[x,y,...]11].
Sledi opis funkcije MapThread.

MapThread[f, {{a1, a2,...}, {b1, ba,... },...}] proizvodi rezul-
tujuéu listu {fla1, b1,...], flaz, ba,...], ...}

Izraz Thread [f [args]] je ekvivalentan izrazu MapThread[f ,args|.ee
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Problematika razmatrana u ovoj glavi se odnosi na nalazenje tacke lo-
kalnog optimuma date ciljne funkcije pri ¢emu nisu zadata ograni¢enja. Po
poglavljima su navedene implementacije najvaznijih klasa metoda za opti-
mizaciju funkcija. U poglavlju 1.2 izucava se implementacija negradijentnih
metoda optimizacije za funkcije jedne promenljive. U poglavlju 1.3 opisana je
implementacija metoda viSsedimenzionalne negradijentne optimizacije. Pred-
met poglavlje 2.4 jeste implementacija metoda optimizacije koje koriste samo
prve parcijalne izvode ciljne funkcije, a u poglavlju 2.5 je opisana imple-
mentacija metoda koje koriste drugi izvod diferencijabilne ciljne funkcije
ili neku njegovu aproksimaciju. U poglavlju 2.6 se izucavaju metodi tzv.
promenljive metrike.

Optimizacija funkcija jedne promenljive je vazna koliko zbog njih samih,
toliko i zbog toga §to veliki broj problema optimizacije funkcija n promen-
ljivih sadrzi korake u kojima se reSava problem optimizacije sa samo jednom
promenljivom. U nekim metodima viSedimenzionalne optimizacije potrebna
je optimizacija po jednoj od promenljivih, dok se kod nekih metoda u ulozi
upravljackog parametra javlja neka druga veli¢ina, kao na primer duzina ko-
raka optimizacije kod gradijentnih metoda. U problemima jednodimenzione
optimizacije moze biti zadata jedna polazna tacka i dozvoljena oba smera
pretrazivanja, ili jedna polazna tacka i smer pretrazivanja, ili granice inter-
vala u okviru koga treba nac¢i optimalnu vrednost funkcije. Za svaku od
pomenutih varijanti problema implementirano je nekoliko efikasnih metoda
koji ili koriste izvode ciljne funkcije ili su formulisani tako da ne koriste
izvode ciljne funkcije.

Metodi bezuslovne optimizacije funkcija koje zavise od n promenljivih
koje ne koriste izvode ciljne funkcije u principu nisu brze metode, ali su
nasle primenu u optimizaciji nediferencijabilnih funkcija, pa ¢ak i funkcija
koje nisu neprekidne u celoj svojoj oblasti definisanosti.

Metodi bezuslovne optimizacije koji su bazirani na prvim parcijalnim
izvodima ciljne funkcije nazivaju se gradijentni metodi prvog reda. Kod
gradijentnih metoda prvog reda, polazeéi od startne tacke, ciljna funkcija
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se minimizira u smeru suprotnom od gradijenta ili se na osnovu gradijenata
iz poslednje dve aproksimacije optimalne tacke formira smer pretrazivanja.

Koriséenje drugog izvoda ciljne funkcije dovodi do brzih metoda. New-
tonov metod je klasi¢ni predstavnik ovakvih metoda. U ovom metodu je za
svaku aproksimaciju optimalne tacke potrebno izra¢unati inverznu Hesseovu
matricu. Poznata je “hirovitost” ovog metoda, a jedan od nacina da se ona
smanji je u modifikaciji gde se uvodi jednodimenziono pretrazivanje. Osim
toga, implementirani su i metodi kod kojih se inverzna Hesseova matrica
aproksimira odgovaraju¢im matricama.

1. NEGRADIJENTNI METODI

1.1. Prednosti simbolicke implementacije
negradijentnih metoda

Ovim metodima se izracunava ekstremna vrednost ciljne funckije bez
koriséenja njenih izvoda. DrugaCije se oni nazivaju metodi direktnog pre-
traZivanja. Zasnivaju se na uporedivanju izracunatih vrednosti ciljne funkci-
je, pri cemu je za svako poboljSanje vrednosti funkcije cilja neophodno poz-
navanje vrednosti funkcije u prethodnom koraku (ili prethodnim koracima).

Glavne prednosti koje proizilaze iz primene simbolicke obrade podataka
u metodima jednodimenzionalne optimizacije su:

(1U) Ciljna funkcija, koja nije definisana potprogramom, moze da bude
plasirana u listu parametara bilo koje funkcije kojom se implementira neki od
metoda optimizacije. U proceduralnim programskim jezicima, ciljna funk-
cija koja nije definisana potprogramom moze se koristiti kao parametar samo
uz prethodno obezbeden, relativno slozeni, proces leksicke i sintaksne anal-
ize. Ova osobina proizilazi iz moguénosti transformacije date ciljne funkcije
u pogodnu unutrasnju reprezentaciju. Ovakva unutrasnja forma se moze
koristiti u listi formalnih parametara.

(2U) Takode, objektivna funkcija moze da se konstruise u procesu op-
timizacije iz zadatih podataka, a potom da bude primenjena. Na primer,
ciljna funkcija jednog argumenta moze biti konstruisana pri simboli¢koj im-
plementaciji nekog od metoda visedimenzionalne optimizacije (kako negradi-
jentnog, tako i gradijentnog).

(3U) Za proizvoljnu jednoargumentnu funkciju f(x) moze se jednostavno
formirati nova funkcija F'(«), koja je definisana sa

F(a) =Q(z) = f(z,a), r,a € R,
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gde je a zadati parametar. Preciznije, u ovom slucaju se zamenjuju uloge
argumenta i parametra. Pri tome je bitna pretpostavka da funkcija f nije
definisana potporogramom, ve¢ da je zadata kao formalni parametar, ili da
je konstruisana iz zadatih podataka.

Glavne prednosti simbolicke implementacije viSedimenzionalnih metoda
pretrazivanja jesu:

(1M) Moguénost da se ciljna funkcija zada u listi parametara, a ne pot-
programom (uopstenje od (1U)).

(2M) Moze se efikasno manipulisati sa listom argumenata ciljne funkcije.

(8M) Takode, sledeéi problem je nepogodan za implementaciju u proce-
duralnim programskim jezicima: Transformisati proizvoljnu funkciju od n

argumenata f(x1,...,2,) unovu funkciju, koja zavisi od jednog argumenta
0 0 0
F(xy) = f(:vg ),...xé_)l,xk,x,(c_il,... ,x%o)),
gde su CCEU) (i=1,...,n, i # k) zadati realni brojevi.

Na pocetku su opisane prednosti (1U) i (1M). U programima koji su
napisani u proceduralnim programskim jezicima, bez leksicke i sintaksne
analize, mogu da se koriste jedino ciljne funkcije koje su definisane u potpro-
gramima (tzv. test funkcije) [2], [13], [36], [37], [60]. Takode, u gradijentnim
metodima, moraju se definisati potprogrami kojima se izra¢unavaju parci-
jalni izvodi ciljne funkcije.

Primer 1.1.1. Funkcija f(x,y,2) = (x — 1)+ (y — 1)® + (2 — 1)? zadata je
pomoc¢u potprograma [36]

float func(x)

float x[];

{ int i; float £=0.0;
for(i=1; i<=3; i++) f+=(x[i]-1.0)*(x[i]-1.0);
return f;

}

Parcijalni izvodi df[1], df[2] i df[3] ove funkcije odredeni su slede¢im pot-
programom [36]

void dfunc(x,df)
float x[], df[];
{ int i;
for(i=1; i<=3; i++) df[i]+=2.0%(x[i]-1.0);
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}

Ako se ciljna funkcija promeni, korisnik mora da promeni sve ove pot-
programe. Isti principi su koriséeni i u programskom jeziku FORTRAN [13],

[37).

U programskim jezicima FORTRAN ili C, moguée je koristiti ciljnu funkciju
u listi formalnih parametara, jedino uz prethodnu leksicku i sintaksnu analizu
unetog izraza.

S druge strane ovaj problem se jednostavno moze re$iti u funkcionalnim
programskim jezicima. Unutrasnju formu ciljne funkcije ¢ine analiticki izraz
ciljne funkcije i lista njenih argumenata. Neka je g- formalni parametar koji
predstavlja ciljnu funkciju u paketu MATHEMATICA, dok formalni parametar
var_ predstavlja listu argumenata funkcije Q. Ako je 20 lista koja pred-
stavlja datu tacku, tada se vrednost q0 = ¢[z0] moze izracunati na sledeéi
nacin:

q0=q;

Do[q0=q0/.var[[i]]1— >x0[[i]], {i,Length[var]}];

U jednodimenzionalnom slu¢aju, za zadati realan broj 0 moze se pisati:
q0=q; q0=q0/.var[[1]]— >x0;

U funkcijama kojima se implementiraju optimizacioni metodi u LISPu,
realna ciljna funkcija Q(x1,...x,) = Q(x) je predstavljena dvoelementnom
listom oblika

Q) (@) )
Prvi element te liste jeste selektovana LISPovska aritmeticka funkcija, dok je
drugi argument lista njenih argumenata.

Ovakva unutrasnja reprezentacija, oznacena sa ¢, date ciljne funkcije,
moze da se transformiSe u odgovarajuéi lambda-izraz:

(set! fun (eval (list ’lambda (cadr q) (car q)))).

Ovakva lambda funkcija se moze primeniti na zadatu listu argumenata v:

(apply fun v)

u LISPu je

1
Primer 1.1.2. Unutrasnja forma funkcije f(z) = 223 — Oi(x)
a

sledeca lista:

((= (x 2 (expt x 3)) (/ (Qog x) (*x 4 a))) (x))
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Odgovarajuc¢a unutrasnja forma u paketu MATHEMATICA je:
2%x~3-Log[x]/(4xa),{x} .

U ovom primeru se podrazumeva da je a zadati parametar. Medutim,
funkcija f se moze definisati i kao funkcija parametra a, pri ¢emu promenljiva
x preuzima ulogu parametra. To se moze jednostavno uciniti promenom liste
argumenata funkcije:

((= (x 2 (expt x 3)) (/ (log x) (*x 4 a))) (a))
ili
2*x"3-Log[x]/(4*a),{a} .

Ovim je opisana prednost (3U). Prednost (2U) ée biti koriséena kasnije
kod implementacije negradijentnih metoda visedimenzionalne optimizacije
(u vezi (83M)) ili kod implementacije gradijentnih metoda optimizacije (u
vezi sa (3G)). Prednost (3G) simbolicke implementacije bi¢e opisana kas-
nije.

1.2. Jednodimenzionalna negradijentna optimizacija

Zadata je ciljna funkcija @@ = Q(x) koja zavisi od jednog parametra x.
Problem je naéi lokalni maksimum (minimum) te funkcije, uz uslov nametnut
upravljackom parametru: a < x < b. Potrebno je naéi takvu vrednost
upravljackog parametra x* za koju ciljna funkcija ima optimalnu vrednost
unutar dozvoljene oblasti:

Q") = Qmax > Q(z), a<z<b a<z"<h

U matematickoj analizi, poznato je da se optimalna vrednost * moze naci
kao resenje jednacine Q'(z) = 0. Medutim, za slozene matematicke modele
i slozene transcendentne zavisnosti, analiticko reSenje ove jednacine je cesto
puta tesko nadi, ili je pak to nemoguce, pa je stoga neophodno koristiti neke
numericke metode kojima se ono priblizno odreduje. Osim toga, moze se
dogoditi da resenje jednacine Q’(z) = 0 ne bude tacka ekstremuma. Sve to
opravdava koris¢enje razli¢itih metoda optimizacije, u kojima se ekstremna
vrednost ne odreduje kao resenje jednacine Q'(x) = 0.

U ovoj glavi je opisana implementacija nekoliko metoda jednodimenzio-
nalne optimizacije u programskim jezicima MATHEMATICA i LISP. O metodima
jednodimenzionalne optimizacije moze se, na primer, naéi u [2], [13], [15],
[34], [35], [60], [73]. Ovi metodi su korisni zato $to se u mnogim metodima za
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reSavanje problema optimizacije sa n promenljivih, javljaju koraci u kojima
treba resiti problem optimizacije sa samo jednom promenljivom. Ovde su
prvo obradeni metodi kod kojih je poznat interval u kojem se nalazi opti-
malno reSenje, a koji uporeduju vrednosti funkcije i na taj nac¢in ocenjuju
interval u kojem se nalazi optimalno redenje. Sto se vise vrednosti uporeduje,
to ¢e interval biti manji i ta¢nost lokalizacije ekstremuma bolja. Zanimljivo je
da kod ovih metoda duzina intervala zavisi samo od broja uporedivanja, a ne
i od same funkcije. Metodi uporedivanja vrednosti funkcije ne zahtevaju da
funkcija bude diferencijabilna; Stavise, funkcija moze biti i prekidna. Vazno
je da funkcija bude unimodalna. Kazemo da je funkcija (jedne promenljive)
f unimodalna na intervalu I ako f ima minimum u nekoj tacki x* intervala
1 i ako za svake dve tacke x1 i zo intervala I, koje ispunjavaju uslov x1 < g
vazi:
z1 <wp <" povlaci  f(z1) > f(22),

¥ <z <mg povladi f(z2) > f(x1).

U daljem tekstu, obradeni su takvi metodi jednodimenzionalne optimizacije
kod kojih je poznata polazna tacka, na osnovu koje se odreduje interval I
koji sadrzi tacku optimuma.

Metodi jednodimenzionalne negradijentne optimizacije mogu biti podel-
jeni u tri grupe.

A. Razli¢iti metodi skaniranja. Metodi skaniranja se zasnivaju na ispiti-
vanju ciljne funkcije u razli¢itim tackama oblasti [a, b], sve dok se ne dostigne
dovoljno mali interval A, u kome je lokalizovan ekstremum. U ovu grupu
metoda spadaju:

1. skeniranje sa konstantnim korakom;
2. skeniranje sa promenljivim korakom:;
3. Jednodimezioni simpleks metod;

4. Metod dihotomije;

5. Metod zlatnog preseka

B. Interpolacioni metodi. U slucaju kada pocetni interval [a,b] nije za-
dat, ekstremum moze da se pretrazuje interpolacionim i ekstrapolacionim
metodima. Osnovna ideja ovih metoda jeste definisanje polinomne aproksi-
macije drugog ili veéeg stepena tacnosti kojom se aproksimira ciljna funkcija.
Ova aproksimacija se formira na osnovu nekoliko izra¢unatih vrednosti ciljne
funkcije, kao 1 na osnovu tekuéeg maksimuma ngg)lx aproksimativnog poli-
noma.
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Ako su za ciljnu funkciju Q(x) izracunate vrednosti Qu, Qm, Qp, koje
odgovaraju parametrima z(®, (™) £(®) respektivno, funkcija Q(z) moze
se aproksimirati algebarskim polinomom drugog stepena

Q(w) = by + bl(w — 1'(“)) + bll(x _ x(“))(m _ 1.(m)).
Koeficijenti by, by i by se izracunavaju po formulama

o _ Qm_Qa _ D

bo = Qa, bl—mv bll_m’
gde je

N Qb_Qa Qm_Qa

D= 2®) — p@)  pm) — pla)”

Ekstremne vrednosti ciljne funkcije Q(z) se procenjuju pomocu Q'(m) =0,

odakle sleduje
1 b
* o k) T (p(a) (m)y _ 71
SR A 2(:6 + z'™) TR
Interpolacioni metodi, kako za jednodimenzionalo, tako i za viSedimen-
zionalno pretrazivanje ekstremuma razlikuju se prema nacinu generisanja
tacaka koje su neophodne za polinomnu aproksimaciju. U ovu grupu metoda
spadaju:
1. Metod Davies-Swann-Campey (DSC);

2. Powelov jednodimenzionalni metod.

C. Metodi aproksimacije polinomom. Ovi metodi se sastoje u sledecem:
Da bi se odredila tacka optimuma z* funkcije ), ona se najpre aproksimira
polinomom p(x) na intervalu [a, b] koji sadrzi tacku z*. Zatim se odreduje
tacka optimuma zm polinoma p(z). Za pribliznu vrednost tacke x* moze se
uzeti tacka xm. Sada se interval [a,b] smanjuje, funkcija @ se aproksimira
novim polinomom i postupak se nastavlja sve dok se ne dostigne zeljena
tacnost. Za aproksimativne polinome obi¢no se uzimaju polinomi drugog i
treéeg reda. U tom smislu se moze govoriti o metodu parabole ili tzv. kubnom
metodu.

Iz ove grupe metoda izuc¢avacemo samo metod parabole.

1.2.1. SKENIRANJE SA KONSTANTNIM KORAKOM

U ovom metodu uzastopno se ispituje ciljna funkcija, poc¢ev od neke vred-
nosti a do vrednosti b upravljatkog parametra, sa fiksiranim korakom, koji
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se naziva korak skaniranja i oznacava sa A. Od dobijenih rezultata uzima
se najbolji. Na taj nacin je ektremna vrednost lokalizovana sa tacnoséu
Amin = £A. Tacnost lokalizacije ektrema je veca ako se smanjuje korak A.

Algoritam metoda skaniranja sa konstantnim korakom moze se opisati na
sledec¢i nacin:
Korak 1. Uneti vrednosti za granice optimizacije a, b i korak skaniranja A.

Korak 2. Staviti Qmax = @(a), u sluéaju maksimuma, odnosno Qui, =
Q(a), u slu¢aju minimuma.

Korak 3. Staviti X,,, = a, X = a.
Korak 4. X = X + A.

Korak 5. Ako je X > b za izlaz iz algoritma uzeti Qmax (0dnosno Qmuin) i
vrednost parametra X, za koji je optimalna vrednost dostignuta;
inace, predi na slede¢i korak.

Korak 6. Izracunati Q1 = Q(X). Ako je Q1 > Qmax, u slu¢aju maksimuma
staviti Qmax = @1, X;m = X. U slucaju minimuma, kada je
ispunjen uslov Q1 < Quin, staviti Quin = @1, X;n = X. Zatim
preéi na Korak 4.

Pogodnosti ovog metoda su: (a) laka algoritmizacija; (b) sa malim ko-
rakom A moze se pronaci globalni ekstrem.

Nedostatak metoda je veliki broj izrac¢unavanja vrednosti ciljne funkcije.

Metod se moze implementirati koristeéi jedino prednost (1U) simbolickog
pristupa.
skk[q-,pr-,a_,b_,del ] :=
Block[{xm=x=a, q0, gm, izb, Lista={} },
izb = Input["1l za minimum, 2 za maksimum:"];
q0=q; qO0=q/.pr[[1]1]1->x; qm=N[q0];
Lista=Append[Lista,a,q0];
x=x+del;
While[N[x]<=D,
q0=q/.pr[[1]1]1->x;
If[(izb==1 && N[q0]l<N[gml) ||
(izb==2 && N[q0]>N[gm]),
xm=x; qm=N[q0]; Lista=Append[Lista,{xm,qm}];
15
x=x+del
1;
{xm,qgm, Lista}
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]
Program se poziva sa skk|q, pr, a, b, del], pri cemu je:
q: ciljna funkcija;
pr: lista koja sadrzi parametar ciljne funkcije;
a, b: granice oblasti skaniranja;
del: korak skaniranja.

Argumenti g 1 pr predstavljaju tzv. unutrasnju formu ciljne funkcije.

Rezultati testiranja programa.
In[1]:=skk[N[Sin[x+3]],{x},-2,2,0.1]  (*minimum*)

Out[1]={1.7, -0.999923, {{-0.8, 0.808496}, {-0.7, 0.745705}, {-0.6, 0.675463},
{-0.5, 0.598472}, {-0.4, 0.515501}, {-0.3, 0.42738}, {-0.2, 0.334988},
{-0.1, 0.239249}, {6.38378 1016 , 0.14112}, {0.1, 0.0415807}, {0.2, -0.0583741},
{0.3, -0.157746}, {0.4, -0.255541}, {0.5, -0.350783}, {0.6, -0.44252},
{0.7, -0.529836}, {0.8, -0.611858}, {0.9, -0.687766}, {1., -0.756802},
{1.1, -0.818277}, {1.2, -0.871576}, {1.3, -0.916166}, {1.4, -0.951602},
{1.5,-0.97753}, {1.6, -0.993691}, {1.7, -0.999923}} }
In[2]:= skk[N[Sin[x-1]]+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]],{x},-1,1,0.2]  (*maksimum®*)
Out[2]={-1., 0.504916, {{-1., 0.504916}}}
In[3]:= skk[N[Sin[x-1]]4+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]],{x},-1,1,0.2]  (*minimum™*)
Out[3]={-0.2, -0.888221, {{-1., 0.504916},{-0.8, -0.115198}, {-0.6, -0.544206},
{-0.4, -0.796135},{-0.2, -0.888221}}}

Implementacija u LISPu moze se opisati na slede¢i nacin. Ulazni parametri
imaju ranije definisani smisao. Rezultat je lista koja sadrzi ekstremnu tacku
ma u intervalu [a, b] i odgovarajuéu ekstremnu vrednost mf.

(define (fixst q a b del izb)
(let ((mf 1) (£ 1) (vr 1) (x 1) (mx 1))
; Transformisati formu ¢ u lambda-izraz f
(set! f (eval (list ’lambda (cadr q) (car g))))
; Naéi tacku ekstrema i ekstremnu vrednost
(set! mf (apply f a)) (set! mx a)
(do ((x (+ a del) (+ x del)))
((> x b) (newline) (list mx mf))
(set! wvr (apply f x))
(cond ( (or (and (< vr mf) (equal izb ’m))
(and (> vr mf) (equal izb ’x)))
(set! mf vr) (set! mx x)

) ) ) ) )
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1.2.2. SKENIRANJE SA PROMENLJIVIM KORAKOM

Ovaj algoritam u izvesnoj meri otklanja nedostatak skaniranja sa kon-
stantnim korakom. Za prvo skeniranje se uzima relativno veliki konstantni

korak AM i grubo se lokalizuje tacka ekstremuma x%). Zatim se izdvaja

podoblast x%) + AWM i u njoj se izvrsi skeniranje sa manjim korakom A(2),
Korak se smanjuje, sve dok se ne postigne zadata tacnost A i, Sto se postize
ispunjenjem uslova AR < A za neko k > 1.

Prednost ovog algoritma, u odnosu na konstantno skeniranje, jeste manji
broj izracunavanja vrednosti cijlne funkcije, dok je njegov nedostatak veca
verovatnoc¢a da se u slucaju ciljne funkcije sa velikim brojem ekstremuma
propusti globalni ekstremum zbog relativno velikog pocetnog koraka skani-
ranja.

spklq-,pr_,a_,b_,del_,delmin ] :=
Block[{delta=del, x,xm, qO0,qm, dg=a,gg=b,izb, Lista={} },
izb = Input["l za mimimum, 2 za maksimum:"];
While[N[delta]>=N[delmin],
xm=x=N[dg]; qm=q/.pr[[1]]1->dg;
Lista=Append[Lista,{xm,qm}];
x = N[x+deltal;
While[x<=N[gg],
q0=q/.pr[[1]1]1->x;
If [(izb==1&&N[qO0I<N[gm]) ||
(izb==2&&N[q0]>N [qm]),
gm=N[q0] ; xm=N[x];
Lista=Append[Lista,{xm,qm}]
1
x=N[x+delta];
1;
dg=If [xm-delta < a, a, N[xm - deltall;
gg=1f [xm+delta > b, b, N[xm + deltall;
delta=N[delta/4];
1;
{xm,qm, Lista}
]
Formalni parametri programa spk|q, pr, a, b, del, delmin] imaju sledeéi smi-
sao:

q:  ciljna funkcija;

pr: lista koja sadrzi argument funkcije cilja;
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a, b: granice oblasti skaniranja;

del: pocetni korak skaniranja;

delmin: minimalna vrednost koraka skaniranja, tj. zahtevana ta¢nost.
Lokalna promenljiva izb odreduje izra¢unavanje minimuma ili maksimuma.
Rezultati testiranja programa.

In[1]:=spk[x"2-5x+8,{x},-4,4,0.1,0.02]  (*minimum™*)

Out[1]={2.5, 1.75, {{-4., 44.}, {-3.9, 42.71}, {-3.8, 41.44}, {-3.7, 40.19}, {-3.6, 38.96},
{-3.5, 37.75}, {-3.4, 36.56}, {-3.3, 35.39}, {-3.2, 34.24}, {-3.1, 33.11},
{-3.,32.}, {-2.9, 30.91}, {-2.8, 29.84}, {-2.7, 28.79}, {-2.6, 27.76},

{-2.5, 26.75}, {-2.4, 25.76}, {-2.3, 24.79}, {-2.2, 23.84}, {-2.1, 22.91},
{-2.,22.}, {-1.9, 21.11}, {-1.8, 20.24}, {-1.7, 19.39}, {-1.6, 18.56},
{-1.5, 17.75}, {-1.4, 16.96}, {-1.3, 16.19}, {-1.2, 15.44}, {-1.1, 14.71},
{-1., 14.}, {-0.9, 13.31}, {-0.8, 12.64}, {-0.7, 11.99}, {-0.6, 11.36},
{-0.5, 10.75}, {-0.4, 10.16}, {-0.3, 9.59}, {-0.2, 9.04}, {-0.1, 8.51},
{2.41474 10715, 8.}, {0.1, 7.51}, {0.2, 7.04}, {0.3, 6.59}, {0.4, 6.16},
{0.5, 5.75}, {0.6, 5.36}, {0.7, 4.99}, {0.8, 4.64}, {0.9, 4.31}, {1., 4.},
{1.1, 3.71}, {1.2, 3.44}, {1.3, 3.19}, {1.4, 2.96}, {1.5, 2.75}, {1.6, 2.56},
{1.7,2.39}, {1.8, 2.24}, {1.9, 2.11}, {2, 2.}, {2.1, 1.91}, {2.2, 1.84},
{2.3, 1.79}, {2.4, 1.76}, {2.5, 1.75}, {2.4, 1.76}, {2.425, 1.75562},
{2.45, 1.7525}, {2.475, 1.75062}, {2.5, 1.75}}}
In[2]:= spk[N[sin [x-1]]4+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]],{x},-4,4,0.1,0.02]  (*minimum*)
Out[2]= {-0.175, -0.889493,
{{-4., 36.736}, {-3.9, 34.6512}, {-3.8, 32.6326}, {-3.7, 30.6791},
{-3.6, 28.7898}, {-3.5, 26.9637}, {-3.4, 25.2001}, {-3.3, 23.4982},
{-3.2, 21.8573}, {-3.1, 20.277}, {-3., 18.7568}, {-2.9, 17.2962}, {-2.8, 15.8948},
{-2.7, 14.5524}, {-2.6, 13.2687}, {-2.5, 12.0435}, {-2.4, 10.8765},
{-2.3, 9.76751}, {-2.2, 8.71643}, {-2.1, 7.72303}, {-2., 6.78708}, {-1.9, 5.90836},
{-1.8, 5.08657}, {-1.7, 4.32137}, {-1.6, 3.61237}, {-1.5, 2.95909},
{-1.4, 2.36096}, {-1.3, 1.81731}, {-1.2, 1.32737}, {-1.1, 0.890247},
{-1., 0.504916}, {-0.9, 0.170208}, {-0.8, -0.115198}, {-0.7, -0.352783},
{-0.6, -0.544206}, {-0.5, -0.691309}, {-0.4, -0.796135}, {-0.3, -0.860942},
{-0.2, -0.888221}, {-0.3, -0.860942}, {-0.275, -0.871178}, {-0.25, -0.879107},
{-0.225, -0.884774}, {-0.2, -0.888221}, {-0.175, -0.889493}} }

Odgovarajuéa funkcija u LISPu je:

(define (varst q a b delta dmin izb)
(let ((mx 1) (1 1) (1g 1))
; Korak 1. Prekinuti kada je korak manji od dmin
(do O
((< delta dmin) (newline) 1)
; Korak 2. Koristec¢i uniformno pretraZivanje
; na¢i listu [/, koja sadrzi
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; ekstremnu tacku i ekstremnu vrednost
(set! 1 (fixst q a b delta izb))
; Korak 3. Definisati novo uniformno pretraZivanje
(set! 1lg (/ (abs (- b a)) delta))
(set! mx (car 1))
(set! a (- mx delta)) (set! b (+ mx delta))
(set! delta (/ (abs (- b a)) 1lg)
) ) )

1.2.3. JEDNODIMENZIONALNI SIMPLEKS METOD

U nekim zadacima optimizacije moze se dogoditi da se izostavi donja i/ili
gornja granica optimizacije. U takvim slu¢ajevima preporucuje se jednodi-
menzionalni simpleks metod, koji se drugacije naziva skeniranje sa promen-
ljivim povratnim korakom. Takode, ovaj metod moze se koristi i u sluc¢aju
zadatih granica upravljackog parametra a < x < b, kao i za nalazenje tacke
ekstremuma ciljne funkcije koja zavisi od vise upravljackih parametara Q(x),
x = (z1,... ,2,), prema zadatom pravcu (sluc¢ajno, gradijentno i dr.). Pos-
toji nekoliko varijanti simpleks metoda.

Varijanta I. Pretrazivanje ekstremuma pocinje sa zadatom veli¢cinom
pocetnog koraka, koja se neprekidno smanjuje, ali moze i da menja smer.
Ova varijanta se koristi kada je zadata jedna od granica a ili b, ili obe granice
upravljackog parametra. Ovde je opisana varijanta u kojoj se koriste i donja
i gornja granica upravljackog parametra. skeniranje zapocinje sa relativno
velikim korakom A(®), a nastavlja se sve dok se ne dobije neuspesan rezultat
za ciljnu funkciju. U tom slu¢aju se menja smer skaniranja i uzima se korak
manje duzine A, Kada se ponovo dobije neuspesan rezultat menja se
smer i nastavlja skeniranje sa manjim korakom A(®). Iterativni proces se
nastavlja sve dok se ne dostigne zeljena tacnost A®) < A .., za neko k > 1.
Preporucuje se da svaki sledeéi korak bude ¢etiri puta manji od prethodnog,
tj. A+ = _AK) /4 Ovakav izbor koraka obezdeduje brzu konvergenciju.

Opisani postupak prikazan je na slici 1.2.1.
Ulazne velicine:

q-, pr_: ciljna funkcija i lista sa njenim parametrom;
a- ,b_: donjai gornja granica skaniranja.
korak_-: pocetni korak skaniranja;

mankor_ : minimalni korak skaniranja.

Lokalne promenljive:
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b Q@

Sl 1.2.1

xt, ql:  tekuéa tacka i vrednost ciljne funkcije;

xm, gm: tekuca optimalna tacka i optimalna vrednost;

izb: parametar koji odreduje lokalizaciju minimuma (izb = 1), odnosno
maksimuma (izb = 2).

Algoritam prve varijante simpleks metoda:

Korak 1. Pocetna vrednost tacke optimuma i pocetna ekstremna vrednost:
x=xm=a, gm = q(a);

Korak 2. x = x + del;

Korak 3. While ciklus, koji se prekida kada je ispunjen uslov |del| < dmin.
Unutar ciklusa treba izvrsiti sledeé¢e korake:
Korak 3.1. Ako je ©>b uzeti c=xm=>, gm=q(b), del =—del /4.
Ako je x <a uzeti r=xm=a, gm=q(a), del=—del /4.
Korak 3.2. Izracunati ¢l = g(x).
Ako je izb= 2 gl >qgm ili izb=1, ql < gm postaviti gm=ql,
rm=x.
Korak 3.3. Povecati = za tekudi korak: x = x + del.

Korak 4. Izlazne veli¢ine su xm i gm.
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simplexI[q_,pr_List,a_,b_,korak_,minkor_]:=
Block[{dg=a,gg=b, del=korak,dmin=minkor, xm=xt=a,

ql,qa,gb,qm,it=0, izb, Lista={} },

qa=N[q/.pr[[1]1->dgl; qb=Nlq/prl[[1]1]->ggl;

gm=qa; Lista=Append[Lista,{a,qa}];

xt=N[xt+del];

izb=Input["1 za minimum, 2 za maksimum "];

While[N[Abs[del]]>=dmin && it<100,
If [xt>b, xm=b; xt=b; qm=qb; del=N[-del/4] ];
If [xt<a, xm=a; xt=a; qm=qa; del=N[-del/4] ];
If [xt>=a && xt<=b,

ql=N[q/.pr[[11]->xt];

If [(izb==1&&ql<qm) | | (izb==2&&q1>qm),
xm=N[xt] ;qm=N[q1] ;
Lista=Append[Lista,{xm,qm}],
del=N[-del/4]

1;

1;
it+=1;
xt=N[xt+del]
1;
{N[xm], N[gm], Lista}
]

Odgovarajuéa funkcija u LISPu je:

(define (sim q a b delta dmin izb)
(let ((x 1) (xm 1) (ge 1) (fc 1) (qa 1) (gb 1) (ql 1))
; Korak 1. Izracunati pocetne vrednosti
(set! fc (eval (list ’lambda (cadr q) (car q))))
(set! x a) (set! =xm a)
(set! qa (apply fc a)) (set! qge qa)
(set! qgb (apply fc b))
(do O
((< (abs delta) dmin) (print dmin) (list xm qe))
(set! x (+ x delta))
(cond ( (> x b)
(set! xm b) (set! x b) (set! qge gb)
(set! delta (- (/ delta 4.0)))
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( < xa
(set! xm a) (set! x a) (set! qe qga)
(set! delta (- (/ delta 4.0)))
)
(t
(set! ql (apply fc x))
(cond ( (or (and (< gl ge) (equal? izb ’m))
(and (> q1 ge) (equal? izb ’x))
)
(set! xm x) (set! qe ql)

)
(t (set! qe ql) (set! delta (- (/ delta 4.0)))
)EDEDEDEDEDEDED

Varijanta II. Pretrazivanje kod ove varijante zapocinje od izabrane
pocetne tacke z, sa zadatom veli¢inom pocetnog koraka (razmer simpleksa),
koji se uvecava sve dok se ne dode u oblast ekstremne tacke. Tada korak
pocinje da se smanjuje.

Ova varijanta se preporucuje kada oblast pretrazivanja nije definisana, tj.
u slucaju —oo < & < +00.

Ulazne velicine:

q- , pr-: ciljna funkcija i lista koja sadrzi parametar ciljne funkcije;
pocx_: pocetna tacka;

del=korak_ , dmin=minkor_: pocetna i minimalna vrednost koraka.

Lokalne promenljive:
n: indikator kojim se signalizira da je potrebna promena smera jos u
pocetnoj tacki;
id: indikator koji oznacava da je bar jednom dostignuta uspesna vred-
nost i da se korak ne moze povecavati;
xz, ql:  tekuca tacka i vrednost ciljne funkcije;
xm, gm: optimalna tacka i optimalna vrednost;
izb: parametar koji odreduje lokalizaciju minimuma (izb = 1), odnosno
maksimuma (izb = 2).
Glavni koraci u algoritmu:
Korak 1. Pocetne vrednosti: in =0, id = 0, x = xm = 20, gm = ¢(x0);
Korak 2. x = x + del;
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Korak 3. While ciklus, koji se prekida kada je ispunjen uslov |del| < dmin.
Unutar ciklusa izvrsiti sledece korake:

Korak 3.1. Izracunati ¢l = q(z).
Ako jeizb =1, ql < gm ili izb = 2, q1 > gm, preéi na Korak
8.2, inace pred¢i na Korak 3.3.

Korak 3.2. Postaviti am = x, gm = ¢1, in = 1.
Ako je id = 0 staviti del = 2 x del, a zatim preéi na Korak
3.4.

Korak 3.3. Ako je in = 0 postaviti x = z0, del = —del, in = 1, inace
postaviti id = 1, del = —del/4; gm = q1.
Preéi na Korak 3.4.

Korak 3.4. Poveéati x: x = x + del.

Korak 4. Izlazne veli¢ine su xm i gm.

simplexII[q_,pr_,pocx_,korak ,minkor_]:=
Block [{x0=N[pocx],del=korak,dmin=minkor,in=id=it=0,qm,
x=xm=N [pocx] ,izb, Lista ={} },
izb=Input["Zelite 1i minimum(1) ili maksimum(2)?"];
qm=N[q/.pr[[1]]->pocx];
Lista=Append[Lista,{x0,qm}];
x=x+del;
While[Abs[del]>=dmin && it<100,
q1=N[q/.pr[[11]1->x];

If[(izb==1 && qi<gm) || (izb==2 && ql>qgm),
xm=x;qm=ql;in=1; If[id==0,del=del*2];
Lista=Append[Lista,{xm,qm}],

If [in==0,
x=x0; del=-del; in=1,
id=1; del=-del/4
]
15
x=x+del; it=it+1;
1;
If[id==0, Print["Funkcija nema ekstremum "] ];
Return[{xm,qm, Lista}]
]

Rezultati testiranja programa.
In[1]:= simplexI[N[Sin[x-1]]+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]],{x},-4,4,0.1,0.02]
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Out[1]={-0.2, -0.888221, {{-4, 36.736}, {-3.9, 34.6512}, {-3.8, 32.6326}, {-3.7, 30.6791},
{-3.6, 28.7898}, {-3.5, 26.9637}, {-3.4, 25.2001}, {-3.3, 23.4982},
{-3.2, 21.8573}, {-3.1, 20.277}, {-3., 18.7568}, {-2.9, 17.2962}, {-2.8, 15.8948},
{-2.7, 14.5524}, {-2.6, 13.2687}, {-2.5, 12.0435}, {-2.4, 10.8765},
{-2.3, 9.76751}, {-2.2, 8.71643}, {-2.1, 7.72303}, {-2., 6.78708}, {-1.9, 5.90836},
{-1.8, 5.08657}, {-1.7, 4.32137}, {-1.6, 3.61237}, {-1.5, 2.95909},
{-1.4, 2.36096}, {-1.3, 1.81731}, {-1.2, 1.32737}, {-1.1, 0.890247},
{-1., 0.504916}, {-0.9, 0.170208}, {-0.8, -0.115198}, {-0.7, -0.352783},
{-0.6, -0.544206}, {-0.5, -0.691309}, {-0.4, -0.796135}, {-0.3, -0.860942},
{-0.2, -0.888221}}}

In[2]:=simplexI[N[Sin[x-1]]+x " 2*N[Sqrt[Abs[x-1]]],{x},-4,4,0.1,0.02]  (*maksimum*)
Out[2]={-4., 36.736, {{-4, 36.736}}}
In[3]:= simplexII[N[Sin[x-1]]+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]], {x},-4,0.1,0.02] (*minimum*)
Out[3]={-0.9, 0.170208, {{-4., 36.736}, {-3.9, 34.6512}, {-3.7, 30.6791},
{-3.3, 23.4982}, {-2.5, 12.0435}, {-0.9, 0.170208} }}
In[4]:=simplexII[N[Sin[x-1]]4+x"2*N[Sqrt[Abs[x-1]]], {x},-4,0.1,0.02]  (*maksimum?®)
Funkcija nema ekstremum
Out[4]= {-6.33825 1028 | 1.0114 1072 , {{-4., 36.736}, {-4.1, 38.8881}, {-4.3, 43.3994},
{-4.7, 53.2898}, {-5.5, 76.9076}, {-7.1, 142.499}, {-10.3, 357.581},
{-16.7, 1174.24}, {-29.5, 4806.91}, {-55.1, 22740.1}, {-106.3, 117048.},
{-208.7, 630730.}, {-413.5, 3.48107 10° }, {-823.1, 1.94489 107 },
{-1642.3, 1.09336 108 }, {-3280.7, 6.1657 10% }, {-6557.5,3.4824 10° },
{-13111.1, 1.9684 10'° }, {-26218.3, 1.11306 10! }, {-52432.7, 6.2952 1011 },
{-104862., 3.56076 1012 }, {-209719., 2.01417 10%3 }, {-419434., 1.13936 104 },
{-838865., 6.44511 10 }, {-1.67773 106 , 3.64588 10'° },
{-3.35545 10% | 2.06241 106 }, {-6.71089 10% | 1.16668 107 }, ...
{-1.58456 10%% | 3.16063 1070 }, {-3.16913 1028 | 1.78792 107* },
{-6.33825 1028 | 1.0114 1072 }}}
In[5]:= simplexII[x~2,{x},-1,0.1,0.01] (*minimum®*)
Out[5]= {-0.3, 0.09, {{-1., 1.}, {-0.9, 0.81}, {-0.7,0.49}, {-0.3, 0.09}}}
In[6]:= simplexI[x~2,{x},-1,1,0.1,0.01] (*minimum®*)
Out[6]= {-1.38778 10~16,1.92593 10732 ,
{{-1, 1.}, {-0.9, 0.81}, {-0.8, 0.64}, {-0.7, 0.49}, {-0.6,0.36},
{-0.5, 0.25}, {-0.4, 0.16}, {-0.3, 0.09}, {-0.2, 0.04}, {-0.1, 0.01},
{-1.38778 1016 | 1.92593 1032 }}}
In[7]:= simplexII[Sin[x],{x}, -Pi,0.1,0.001]  (*maksimum*)

Out[7]= {-4.64159, 0.997495, {{-3.14159, 0}, {-3.24159,0.0998334}, {-3.44159, 0.29552},
{-3.84159, 0.644218}, {-4.64159, 0.997495}}}

Iz poslednjeg primera se moze zakljuciti da se kod druge varijante simplex
metoda zbog uvetavanja koraka skaniranja, kod periodi¢nih i drugih funkcija
koje imaju vise ekstremnih vrednosti, ¢esto “preskace” najbliza ekstremna
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vrednost u odnosu na polaznu tacku, a locira se neka udaljenija. Zato se moze
desiti slucaj da se “preskoci” globalni ekstremum i da kao rezultat dobijemo
neki od lokalnih ekstremuma. Ovo je, evidentno, nedostatak druge varijante
simplex metoda.

S druge strane, druga varijanta simpleks metoda je bolja za ispitivanje
funkcija definisanih na ¢itavoj realnoj pravoj, jer se njome moze konstato-
vati nepostojanje zahtevane ekstremne vrednosti, dok se prvim varijantom
metoda za ekstremnu vrednost proglasava najveé¢a, odnosno najmanja vred-
nost funkcije na konkretnom intervalu.

1.2.4. METOD DIHOTOMIJE

Metod dihotomije (deljenja na pola) predstavlja posebno skeniranje unu-
tar intervala [a, b], pri ¢emu se u svakoj iteraciji oblast smanjuje dva puta, a
u nekim slucajevima cetiri puta. Najpre se izra¢una vrednost funkcije u pet
tacaka, koristeéi korak skaniranja A = (b — a)/4. Od pet dobijenih rezul-
tata odabira se najbolji, oznacen sa ¢gm i odgovaraju¢a vrednost xm. Ako
vrednost xm odgovara jednoj od granica a ili b, pretrazivanje se nastavlja
na 1/4 oblasti i izracunavaju se vrednosti ciljne funkcije u tri nove tacke.
Ako je dobijena vrednost unutar intervala [a,b], odbacuje se 1/2 oblasti
i izracunavaju se dve nove vrednosti ciljne funkcije. Izlazni kriterijum je
A < Apin, pri éemu je A, minimalna vrednost koraka.

Ulazne velicine:
q-, pr-: ciljna funkcija i lista sa parametrom ciljne funkcije;
a_, b_: granice skaniranja;

dmin_ : minimalna vrednost koraka.

Lokalne promenljive:

del: parametar koraka,
izb: parametar koji odreduje lokalizaciju minimuma, odnosno maksi-
muma.

x, qa, qb, ql, q2, ¢3: tekuca tacka i vrednosti ciljne funkcije;

Tm, qm: tekuca optimalna tacka i optimalna vrednost;
rmax, gmax: optimalna tacka i optimalna vrednost.
Algoritam:

Korak 1. Postaviti del = (b — a)/4, a zatim generisati Cetiri ekvidistantne
tacke u intervalu [a, b]:
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qga = q(a), x1 = a+ 2 x del, q1 = q(x1),
22 =a+del, 2 = q(22), x3 = b — del, q¢3 = q(x3), qb = q(b).

Korak 2. U slu¢aju minimuma izra¢unati

gm=gmax =min{qa, ¢2, q1, ¢3, qb},

a za slucaj maksimuma izraCunati

gm = gmazr = max{qa, 42, q1, 3, gb}.

Korak 3. While ciklus, koji se prekida kada je ispunjen uslov |del| < dmin.
Unutar ciklusa izvrsiti sledece korake:

Korak 3.1. Ako je vrednost gm “bolja” od vrednosti gmax uraditi:

Korak 3.1.1.
A.

B.

Korak 3.1.2.

Selektovati sledece slucajeve:

Za gm=qa postaviti

b=1x2; gb=q2; x1 =a+ (b—a)/2; q1 = q(z1); xm = a;
Za gm=qb postaviti

a=xz3; ga=¢q3; rl=a+ (b —a)/2; ql=q(x1); xm="b;

. Za gm=ql postaviti

a=1x2; b=x3; gqa=q2; gb=¢q3; xm==x1;

. Za gqm=q2 postaviti

b=x1; gb=ql; x1=22; q1=q2; xMm=12;

. Za gqm=q3 postaviti

a=x1; ga=ql; x1=23; ql=q3; cm=23;

Postaviti:

del = (b — a)/4, 22 = a+del, q2 = q(22), 3 = b—del,
q3=q(x3).

Korak 3.2. Ako vrednost gm nije “bolja” od vrednosti gmaz uraditi:
a=a+del; b=">b—del; del = (b—a)/4;
2 =a+del; x3 =0b—del; x1 = a + 2 *x del;
ga = N[q/.pr[[1]]-> c]; ¢b = N[q/.pr[[1]]—> dJ;

ql=

Nlq/.pr([1]]-> =1]; ¢2=Nlq/.pr[[1]]— > x2];

q3=Nlg/.pr([i]]-> x3};
Korak 3.3. U slu¢aju minimuma izra¢unati ¢m = min{qa, ¢2, q1, ¢3, ¢b},
a za slucaj maksimuma gm =max{qa, ¢2, q1, ¢3, qb}.

Korak 4. Izlazne veli¢ine su xmax i gmax.

dih[q-,pr_-List,a_,b_,dmin ] :=
Block[{c=a,d=b,qa,qb,q2,q3,x1=c+(d-c)/2,q1,
del=N[(d-c)/4],x2=c+del,x3=d-del,qm,xm,1,
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dm=dmin,izb,qmax,xmax, Lista ={} },
qa=N[q/.pr[[1]]1->c]; qb=N[q/.pr[[1]1]->d];
ql=N[q/.pr[[1]]1->x1]; q2=N[q/.pr[[1]]->x2];
q3=N[q/.pr[[1]11->x3];
izb=Input["1l za minimum, 2 za maksimum "J;
If [izb==2, gm=gmax=Max[qa,qb,ql,q2,93],
gm=gmax=Min[qa,qb,ql,q2,q3]
15
Which[gm==qa,xmax=c,
gqm==qgb ,xmax=d,
gqm==q1,xmax=x1,
gqm==q2,Xmax=x2,
True, xmax=x3
1;
Lista=Append[Lista, {xmax,qmax}];
While[Abs[del]>dm,
If [(izb==1&&N [qm] <N [gmax]) | | (izb==2&&N [qm] >N [gmax]),
gmax=qm;
Which[gm==qa, d=x2;gb=q2;xl=c+(d-c)/2;
ql=N[q/.pr[[1]1]1->x1] ;xmax=c,
gm==gb, c=x3;qa=q3;x1l=c+(d-c)/2;
ql=N[qg/.pr[[11]1->x1] ;xmax=d,
gm==ql, c=x2;d=x3;9a=q2;qb=q93;xmax=x1,
gqm==q2, d=x1;qb=ql;x1=x2;ql=q2;xmax=x2,
True, c=x1;qa=ql;x1=x3;ql=q3;xmax=x3
1;
Lista=Append[Lista, {xmax,qmax}];
del=(d-c)/4;
x2=c+del; q2=N[q/.pr[[1]1]1->x2];
x3=d-del; q3=N[q/.pr[[1]1]1->x3],
c=ctdel; d=d-del;
del=(d-c)/4;
x2=c+del; x3=d-del; xl1l=c+2x*del;
qa=N[q/.pr[[1]11->c]; qb=N[q/.pr[[1]1]1->d];
ql=N[q/.pr[[1]1]1->x1]; q2=N[q/.pr[[1]]->x2];
q3=N[q/.pr[[1]1]1->x3];
1;
If [izb==2,gm=Max[qa,qb,ql,q92,q3],
gm=Min[qa,qb,ql,q2,q93]
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]
1;
{N[xmax] ,N[gmax], Lista}
]

Test primeri. Koriséene su sledece test funkcije:
ql[z] := x2, ¢2[z] ;== N[Sin[z — 1]] + 22 * N[Sqrt[Abs[z — 1]].
In[1]:= dih[Sin[x-1]4+x"2*Sqrt[Abs[x-1]],{x},-1,1,0.001]  (*minimum®*)
Out[1]= {-0.172607, -0.889502, {{0, -0.841471}, {-0.21875,-0.885842},
{-0.148437, -0.888512}, {-0.183594, -0.889298}, 0.166016, -0.889428},
{-0.174805, -0.889495}, {-0.172607, -0.889502}}}
In[2]:=dih[Sin[x-1]4+x"2*Sqrt[Abs[x-1]],{x},-1,1,0.001]  (*maksimum*)
Out[2]= {-1., 0.504916, {{-1, 0.504916}}}
In[3]:=dih[x"2,{x},-1,1,0.001] (*minimum¥*)

Out[3]= {0, 0, {{0, 0}}}
In[4]:= dih[x"2,{x},-1,1,0.001] (*maksimum *)

Out[d]= {-1,1,{{-1., 1.}}}

1.2.5. METOD ZLATNOG PRESEKA

Brza konvergencija u prethodnom metodu se moze dobiti ako se interval
[a, b] ne deli celim brojem, veé iracionalnim brojem. Jedan od takvih metoda
je metod zlatnog preseka. On je primenljiv i na nedifirencijabilne funkcije.
Pretpostavlja se da je funkcija Q(z) definisana i neprekidna na intervalu
[a,b] i da na tom intervalu ima samo jedan lokalni ekstremum. Algoritam se
sastoji u slede¢em.

Izracunava se vrednost funkcije na krajevima intervala kao i u dve un-
utrasnje tacke z1 1 . Izmedu Cetiri izracunate vrednosti izdvaja se ona
koja je najbolja, u smislu da je najveéa (kod maksimizacije) ili da je naj-
manja (kod minimizacije). Ako je najbolja vrednost u tacki x1, postupak se
nastavlja na intervalu [a, 3], a ako je najbolja vrednost u tacki zo, postupak
se nastavlja na intervalu [z1,b]. Neka je najbolja vrednost u ;. Na inter-
valu [a, z2] postavljamo: b = x5, T2 = x1, a zatim izra¢unavamo vrednost
funkcije u jednoj unutrasnjoj tacki, koju oznac¢avamo sa x1. Pogodno je da
se novom tackom xp sledeéi interval podeli slicno prethodnom intervalu:

b—x1 x1—a
b_ — j— = =
REEREE b—a b— 21 ¢
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Odavde se dobija slede¢i sistem linearnih jednacina:

b_xlzg(b_a)a
x1 —a=¢&0b—1x),

b—x9 =121 —a.

Resenje ovih jednacina je

2
r1=a+&b—a), x2=b—-&0b—a), = ~ 0, 381966.
1 §(b—a), = §(b—a) 3 Y-

To znaci da je u svakoj iteraciji
1 =a+¢(b—a), zo =b—¢(b—a).

U slucaju da je Q(z1) = Q(=z2), proces optimizacije se nastavlja na in-
tervalu [a,b] = [z1, 23], izraCunavanjem vrednosti funkcije u dve unutrasnje
tacke odredene prema poslednjoj formuli.

Proces se prekida kada se ispuni uslov | b — a | < €, gde je € unapred zadata
tacnost. U tom slucaju, ekstremna vrednost funkcije jednaka je Q((a+0b)/2).

Algoritam metoda zlatnog preseka:

Korak 1. Odrediti pocetni interval [a, b] i specificirati tacnost e.

Korak 2. Izracunati
rl=a+&b—a);x2=a+ (1 —-&)(b—a)=a+b— x1;
ql=q(z1); ¢2 = q(x2); d = b~ q;

Korak 3. While ciklus, koji se prekida u slucaju d < e. Unutar ciklusa
izvrsiti sledeée korake:

Korak 3.1. Ako je ql = ¢2 postaviti d = 22 — z1.
Moguca su sledeca dva slucaja:
Al. Za d > e postaviti
a=zl; b=22; zl=a+&(b—a); x22—a+b— x1;
ql=q(x1); 2 = q(22); d = b — a3
A2. Za d < e postaviti d = d/2; xm = z1 + d; gm = q(zm)
Korak 3.2. Ako je ql # 2 izra¢unati d = (1 — &)(b — a).

Moguca su dva slucaja:
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B1l. Ako je vrednost ¢2 “bolja” od vrednosti ¢l ispitati sledeée
slucajeve:

C1. Ako je d > e izracunati
a=zl; x1=22; q1=q2; 22=(1—&)(b—a); q2 = q(x2);
C2. Ako je d < e postaviti zm=x2; gm=q2;
B2. Ako je vrednost g2 “losija” od ¢l ispitati slucajeve:
D1. Ako je d > e izracunati
b=x2; 22=21; 2=ql; zl=a+&(b—a); ¢l = q(x1);
D2. Ako je d < e postaviti zm=xz1; gm=ql;

Korak 4. Rezultat je lista sa vrednostima xzm i gm.

Sledi implementacija u paketu MATHEMATICA.

zlatnilq-,pr_,dg-,gg-,e.]:=
Block[{a=dg,b=gg,x1,%x2,91,92,ksi,xm,qm,d,izb},
izb=Input["1l za min 2 za max "];
ksi=N[2/(3+Sqrt[5])];
xl=a+ksi*(b-a); x2=a+b-x1;
ql=N[q/.pr[[1]1]1->x1]; q2=N[q/.pr[[1]]->x2];
Print[{a,x1,x2,b},{ql,92}];
d=Abs[b-a];
While[d>e,
If [q1==q2,
d=x2-x1;
If [d>e,
a=x1; b=x2;
xl=a+ksix(b-a); x2=a+b-x1;
ql=N[q/.pr[[1]]1->x1]; q2=N[q/.pr[[1]]->x2],
d=d/2; xm=x1+d; qm=N[q/.pr[[1]1]->xm]
]
1
If [ql=!=q2,
d=(1-ksi)*(b-a);
If[(q2>ql && izb==2) || (g2<ql && izb==1),
If[d>e,
a=x1; x1=x2; ql=q2;
x2=a+b-x1; q2=N[q/.pr[[1]1]1->x2],
xm=x2; qm=q2
1,
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If[d>e,
b=x2; x2=x1; q2=q1l;
x1=a+ksi*(b-a); ql1=N[q/.pr[[1]]1->x1],
xm=x1; gm=ql

]
1
Print[{a,x1,x2,b},{ql,q2}];
1;
Return[{xm,qm}]
]

Test primeri.

In[1]:= zlatni[x"2-1,{x},-5,5,0.01]

1 za min 2 za max 1

{-5, -1.18034, 1.18034, 5}{0.393202, 0.393202}

{-1.18034, -0.27864, 0.27864, 1.18034}{-0.922359, -0.922359}

{-0.27864, -0.0657781, 0.0657781, 0.27864}{-0.995673, -0.995673}
{-0.0657781, -0.0155281, 0.0155281, 0.0657781}{-0.999759, -0.999759}
{-0.0155281, -0.00366569, 0.00366569, 0.0155281 }{-0.999987, -0.999987}
{-0.0155281, -0.00366569, 0.00366569, 0.0155281}{-0.999987, -0.999987}

Out[1]= {0., -1.}

Odgovarajuca funkcija u LISPu je napisana za slu¢aj minimizacije.

(define (goldsec q a b dmin)
(let ((f1 1) (£2 1) (delta 1) (x1 1) (x2 1) (xm 1) (gm 1)
(f 1) (q1 1) (g2 1) (ga 1) (gb 1))
; Korak 1. Definisati Fibonaccijeve brojeve f1, fo
; 1 ciljnu funkciju f
(set! f1 (/ (- 3.0 (sqrt 5.0)) 2.0))
(set! £2 (- 1.0 £1))
(set! £ (eval (list ’lambda (cadr q) (car q))))
; Korak 2. PoZetno razbijanje intervala [a,b]
(set! x1 (+ a (x f1 (- b a))))
(set! x2 (+ a (x £2 (- b a))))
(set! ql1 (apply f x1)) (set! g2 (apply f x2))
(set! qa (apply f a)) (set! gb (apply f b))
; Korak 8. Ciklus
(do O
( (< delta dmin) (list xm gqm delta))
(cond ( (= q1 q2) ; case f(x1) = f(x2)
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(set! delta (- x2 x1))
(cond ( (> delta dmin)
(set! a x1) (set! b x2)
(set! x1 (+ a (x f1 (- b a))))
(set! x2 (+ a (x £2 (- b a))))
(set! q1l (apply f x1))
(set! q2 (apply f x2))
(set! qa (apply f a))
(set! gb (apply f b))
)
(t (set! delta (/ delta 2.0))
(set! xm (+ delta x1)) (set! qm (apply f xm))
) ) )
(t
(set! delta (x £f2 (- b a)))
(cond ( (< g2 q1) ; case f(x2) < f(x2)
(cond ( (> delta dmin)
(set! a x1) (set! x1 x2) (set! ql g2)
(set! x2 (+ a (x £2 (- b a))))
(set! q2 (apply f x2))

)
(t (set! =xm x1) (set! gm ql)
) ) )
(t (cond ( (> delta dmin) ; case f(x2) > f(z1)

(set! Db x2)
(set! x2 x1) (set! g2 ql)
(set! x1 (+ a (x f1 (- b a))))
(set! ql (apply f x1))
)
(t (set! xm x1) (set! qgm ql)
)ADEDEDEDEDEDEDED

Rezultati testiranja programa. Primenjujuéi metod zlatnog preseka sa minimalnim
korakom 1075 na ciljnu funkciju  — 2z* — 3z, dobija se sledeéa lista apscisa:

(@ =0.721114411901743 =z = 0.72112037276273
x2 = 0.721124056777422 b = 0.721130017638408).

Rezultujuéi par koji sadrzi optimalnu vrednost argumenta i pripadajuéu vrednost ciljne
funkcije, i dobijen je u 24. koraku:

(0.72112037276273 — 1.62253076647434).
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Vrednost poslednjeg koraka d je 0.964487567840431 + 10~5. Odgovarajuéi rezultat u [73]
je dobijen u 24. koraku:

(0.7211207 0.7210795 0.7211866 0.7211371)

Medutim, moze se dobiti numericki rezultat sa vetom ta¢noséu od odgovarajuéeg u [71].
Na primer, koriste¢i metod zlatnog preseka sa vrednodéu minimalnog koraka 10~8, dobija
se slededi rezultat:

(0.721124769617705 — 1.62253076659583).

Najveéa preciznost u SCHEME je 10715, Metod zlatnog preseka, primenjen sa vrednoséu
minimalnog koraka 10712 daje rezultat u 56 koraka. Poslednjih pet iteracija generise
sledece rezultate:

(a =0.72112478450948 x1 = 0.721124784509484
x2 = 0.721124784509486 b = 0.72112478450949)
(a =0.72112478450948 1 = 0.721124784509482
xo = 0.721124784509484 b = 0.721124784509486)
(a = 0.721124784509482 x; = 0.721124784509484
x2 = 0.721124784509485 b = 0.721124784509486)
(a = 0.721124784509483 x1 = 0.721124784509484
xo = 0.721124784509484 b = 0.721124