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ITPEATI'OBOP

30upka 3amataka Koncmpykuuje y eyxaudckoj paséHu HACTAIA je U3
BexkOUM KOje cy BUIlle ToavHa yHa3ald Ap:kane Ha llpmpomHo martema-
tuuroM (akynarery v Humy ma lemaprMmany 3a MaTeMaTUKy W3 TPEI-
meta [eomempuja u Ochosu zeomempuje. 3HaAUM OBa 30UpKaA je Ha-
MEem-E€Ha MPe CBera CTYIeHTUMa MareMaTuke [IpupomHo-mareMaTudror
darynrera y Humy. C oG3upom Ha uzbop 3amaTaka, oBa 30pKa MOKe
OUTU MHTEPECAHTHA U 34 CTyAEHTE MATEMATUKE IPYTUX YHUBEP3UTETA
a Takobe m 3a mpogecope CpemmUX IMKOJIA 38 IPUNPEMe TAKMUYEHa U3
MaTeMaTuKe U 3a yueHuke MareMaTudyke TUMHA3Uje.

[Ipunaukom m3pamge 30upre PYKOBOAMO caM ce moTpeboM ma, mopen
30UpPKU U3 TreoMeTpHUje Ca BEJUKUM OpOjeM KOHCTPYKIMjCKUX 3aIaTaKa
y KOjuMa Cy maTu 3ajanu 0Oe3 pemema WId caMo Ca UaejaMa 3a HU-
XOBO pemaBamme, Tpeba ma mocToju m 30MpKa ca JeTabHO PEIIeHUM
KOHCTPYKIMjCKUM 3ananuMa. HapaBuo TO je m pa3jior cMamema 0poja
3amaraka. Y OUCAIY pellema TPYAUO caM ce ma ce mTo Behu 6poj 3a-
naTaka MOTIYHO MPEIU3HO U AeTajbHo obpasnoxku. Ha Taj Haunn, HUBO
IPENU3HOCTY HEKMX OJ PeIlema MPeBa3uiIa3u HUBO KOjU Ce OYeKyje OI
CTyAeHATa HA TUCMEHOM HUCIUTY.

Sananu cy TpynucaHy mo obacTuMa 1, KOJUKO je To buio moryhe,
monobmacTuMa, a y OKBUPY BHUX O JAKIIUX K& TEKUM. 3axXBasbyjyhu
TOMe, 30MpKAa MOKE na Ce KOPUCTU U KA0 MEeTOAWYKa 30WpKa, Tj. HE
CIIy:KU CaMO 3a IPOBEPY 3HamA.

Ileo 3amaraka m3 oBe 30upke je opurmuasan. QOcrarak 3amaTaka
je mpeysetr m3 Bume m3Bopa. llopenm 3amaraka ca BekOu HajBUIIE je
kopumhena 3b6upka sadamakra uz zeomempuje Hparomupa Jlomanmmuha
[17], kmura Eykaudcka zeomempuja Muhe Cranrosuhia [30], a mesom u
36upka 3amaraka u3 reomerpuje [Ipenpara Jannunha [12].

306upka je mocBehena mpe cBera pasmarpamy TpobJIeMaTuKe KOH-
CTPYKIMja Pa3HUX PABHUX (UIypa Kalga Cy 3amary oarosapajyhwu mo-
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na3uu eneMmenTtu. llenokynHa Marepuja monesbeHa je y OBa Aeja.

Y upBoMm geny, obpabene cy mpuMeHe MOLyAAPHOCTUA U CIUIHOCTU
TPOYTJIOBA W XapPMOHM]CKE UETBOpPKe Tavaka. VI3ioKeHU Cy, Kao per-
ema 3aJaTaka, IOKA3W BEIUKOT Opoja Haj3HAUYajHUjUX TeopeMa Ieo-
MeTpHUje BE3aHUX 3a TPOyrao, YeTBOPOYrao, KPyr U IUXOBE y3ajaMHE
omaoce. Ome he mMaTw mpuMeHy y APYTrOM A€y 30UPKE TPUIUKOM
pelaBama KOHKPETHUX KOHCTPYKIMjCKAX 3a0aTaKa

Hpyru neo mocBehen je pemaBamy Pa3HUX KOHCTPYKIIMjCKUX 3a-
nataka. llomesmen je Ha cemaM cekmnuja. Y TPBOj CEKIUjU JaTe CY
YBOJHE HAIlOMeHe Be3aHe 3a KOHCTPYKUUjCKe 3amaTke. Jlpyra cernuja
ONCYje TOK pellaBama KOHCTPYKIWjCKOT 3a0aTKa Y OIIITEM CIyda]y.
Y tTpehoj cernuju pemaBaHU Cy HEKA TPOCTUjU mpuMepu. HerBpra
1 meTa cekmuja mocBehene cy 3amanuMa Be3aHUM 3a KPyr a Takobhe um
HEKa MHTEepPEeCaHTHA reoMeTpHrjcka MecTta Tavaka. Hajsehu meo 36mpke
obyxBaTa mecTtu meo koju obpalyje KOHCTpYKIHje TpoyrioBa. 1y cy
HaIJIM TPUMEHY CKOPO CBU 3aJaly U3 IPEeTXOMHUX meisioBa 30upre. Ha
Kpajy, y CeaIMOM Mejy, PelraBaHu Cy KOHCTPYKIW]CKUA 3a0alld Be3aHU 32
YEeTBOPOYTJIOBE.

Penensenruma, np Jbyobunu Beaumuposuh, np Munany 3marano-
Buhy u ap Mapuju HajmamoBuh ce oBOM IpMaImKOM HAjCPOAYHU]E 3a-
XBaJbyjeM 3a mOMON KOjy Cy MU HNPYKUIU, CBOjUM IpuMendamMa U CyT-
ecTujaMa, y npunpemu oBe 30upke. OHM Cy Ha Taj] HAUUH AONPUHEN
Ia MojeIVHU NeJIOBU OBe 30upke Oyoy TauyHUje U MPEIU3HUje U3T0KEHU.
3axBaJbyjeM ce M CBUMa OHUMAa KOJjU Cy Ha OMJIO KOjU HAUWH AONPUHEIN
ma oBa 30MpKa yriema CBETJOCT mnaHa y oBoMm obOawmky. Hapasmo 6uhy
3axBajlaH M CBMMa OHMMa KOju he CBOjUM cyrecTujaMa, Mpenjio3uMa U
npuMmenbama NONPUHETHU MOOOJBIIAKY OBE 30MPKE 3aaaTaka.

Hym, 20.01.2015. Aytop
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Jleo 1

Basxkuuje Teopeme

1.1 IIpumene momyJapHOCTH U CAMUYHOCTU TPOYTJIOBA

Sanmarak 1. Axo je LA mpoyeaa AABC pasauvum 00 npagoz yzaa U ako
cy M u N mauxe noaynpasur BC' v CB maxee da je ABAM = AC u
LCAN = 4B doxaszamu da je mpoyzao AAMN jeonaxoxpaku.

Pememe: 3a tauke M u N mory Hactynutu cienehu cirydajeBu:
(i) Basu pacnopen rauaka B—M — N —C. Tana je (Caura 1.1 (a))
LAMN = {BAM + {ABM = LC+ 4B n
LANM = LCAN + LACN = LC + £B.
Haxkne, y oBom cayuajy je LAMN = LANM, tj. tpoyrao AAMN

je jemHaKOKpaKU.

(ii) Basxm pacnopen rauaka B— N —M —C. Tana je (Cmura 1.1 (b))
LAMN = LC+ALCAM = LCH(LA—4ABAM) = LC+LA—-4LC = LA

LANM = AB+4ABAN = AB+({A—£LCAN) = AB—{A— 4B = LA.

5



6 1. Bakrumje Teopeme

Iakne, u'y oBoum cayuajy je LAMN = LANM, tj. tpoyrao AAMN
je jeTHaKOKpaKWU.

(iii) Basku pacnopen rauaka N —B—C—M. Tana je (Caura 1.1 (c))
LAMN = LC — LCAM = {BAM — LCAM = LA n
LANM = LB — {BAN = LCAN — {BAN = LA,

ma je u y oBoMm cayuajy LAMN = LANM, tj. tpoyrao AAMN je

jeTHAKOKpaKU.

(iv) Basxu pacnopen tauaka N — B — M — C. Tana je

LAAMN = LC + LCAM = ABAM + LCAM = LA n

LAANM = 4B — KBAN = {CAN — {BAN = £ A,
ma je u y oBoMm cayuajy LAMN = LANM, tj. tpoyrao AAMN je
jeTHaKOKpaKU.

(v) Basu pacnopen rauaka B—N—C—M. Osaj ciayuaj ce pasmarpa
AHAJOTHO Ka0 IPEeTXOIHU.

(vi) Tauke M wu N ce mnoknamajy, tj. M = N. Tanma je
LA = LB+ LC, 1j. LA = R, a Ta MOTyNHOCT je MCKJbyUEHA TPET-
HOCTABKOM 3aAaTKA. O

3amarak 2. Cpedwna Aunuja mpoyzaa NAPAsesNna je 0CHOBUUY U JeOHAKA
noaosuny ocrosuye. Joxazamu.

3amarak 3. /loxazamu da cpeduwma O0Ujazonass U CPEQUWMa KpaKosa
bun0 Koz mpanesa npunadajy jeoHoj NPasoj

YuoyrcrBo: Kopucturu 3amarak 2. O

3amarak 4. /Jloxazamu 0a je cpedna AuNHUja KOHBEKCHOZ MPANE3a jedHaKa
noanoay3oupy a dyxc odpeherna cpeduumuma QUjazoHaAG JEOHAKA TOAYDA-
BAUYY NAPAAEAHUT CNPAHUY Q.

YaoyrcrBo: Kopucturu 3amarak 2. O

3amarak 5. /Jloxazamu 0a je cpedma AUHUJG CAONCEROZ MPANE3a jeOHaKa
NOANOAYPA3AUYY 8efie U Mame 0CHOBUUE.

Yuyrcreo: Kopucturu 3anarar 2. U

3anarak 6. (Cumnconosa teopema) I[lodnoxcja nopmana kKpo3 buao Kojy
MaYKy KPY2a ONUCAHOZ 0KO HeKoz MPoYeia Ha nNpasama Koje cy odpehene
CMPARUYAMA O MPOY2AG NPUNadajy jednoj npasoj. okazamu.
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Cuaura 1.2.

Pememe: Heka je P mpousBosHa Tauka kpyra [. Ako ce P morsaama
ca HEKUM OJl TeMEHa TPOyTJia NOKa3 je TPUBUjAJIaH.

IIpernocraBumo ma ce Tauka P He MOKJIama HU Ca jeTHUM O TEMEHA
A, B, C tpoyrna AABC. Tana tauka P mpumamna HEKOM OI JYKOBa

AB, BC umu CA kpyra [. Heka Tauka P mpunama nyky AC kome He
npunaga tauka B (Cauka 1.2). Komcrpyumwumo mHopmasie u3 tauke P
pemom Ha mpase onpebene crpanunama BC, CA u AB u o3nauumo ca
A’, B' u C' muxoBa momHoxja.

Tauxke P, A, B u C npunanajy xpyry [ ma je ueropoyrao PABC
TeTuBaH, omakie ciemu na je LB+ LAPC = 2R.

Yersopoyrao PC'BA’ je takobe Ttetusan jep je

APC'B=4«BA'P = R

na tauke A’ u C' npunanajy kpyry umuju je npeunux BP. Onasne cienu
4B+ LA'PC'" = 2R. Iakne

LAPC = LA'PC, (1.1)

Kao mpomnyHe uctor yriaa 4B mo 2R. Onasne cienu
LC'PA=LCPA (1.2)

kao nonyne yraa £CPC’ no jemmakux yraosa u3 (1.1).



8 1. Bakrumje Teopeme

Yersopoyrao PB’AC’ je tetuBan jep ce myx AP Bumu u3 Tadaka
B’ u ¢! nox npasum yraom. 3naum tauke B’ u C' mpunamajy Kpyry
man npeunukoM AP. Cama je

LC'PA=«C'B'A (1.3)

—~

Kao mepuepujcku yriaoBu Ham uctum aykom C'A.
Yersopoyrao PB'CA’ je takobe tetusan jep ce ny:x PC Bumu mon
npasuMm yriaom un3 tavaka A’ u B'. Cana je

LC'PA = LCB'A' (1.4)

Kao mepudepujcku yriaosu Hag uctuMm gykom CA'.
N3 jemnarocru (1.2),(1.3),(1.4) cnenn
LC'B'A=«£CB'A'.

Kako cy 36or momoskaja tauke P oBa mBa yria jemHaka U MCTOCMEPHA,
kpamu B’A u B'C npunanajy uctoj mpasoj AC, to he u xpamu B'C’
n B’A’ mpunanatu ucroj npasoj, a To 3naum ga he tauke A', B’ u C'
OuT; KOJIMHEaAPHE. O

amarak 7. Axo je H opmouenmap mpoyesa AABC, doxaszamu da cy
NOAYNP CUHUYY KPY208a onucanur oxo mpoyzaoea AHBC, AHAB, AHCA
u AABC mehycobrno jeonaxu.

Pememe: Osmauumo ca A” jom jemmy mpeceuny Tauky kpyra | u mpase
AH, a ca A', B’ u (' nomnosxja Bucuna pemom m3 tadaka A, B u C
(Cauka 1.3). Cana je

LAA'C = LAA'C = LABC,

kao nepudepujcku yriaosu Han uctuMm ayrom AC. Tarobhe Bakmu
LA'HC = £ABC,

Kao0 YTJIOBU Ca HOPMAJHUM KpaluMa, 1a je
LA'A'"C = KA HC. (1.5)

Canma cy tpoyraosu AHCA" u AA"CA’ nomynapru nmpema Opyrom
craBy jep je LAHA'C = LA"A'C, A/C = A'C, na npema (1.5) umamo
LA'A"C = KA'HC. V3 muxoBe IOLyJaPHOCTH CJIE I

HA' = AA", HC=A"C. (1.6)
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Cunura 1.3.

IMocmarpajmo tpoyrinose AHA'B u AA”A'B. Onu cy nonmynapu
npema npsoM ctaBy jep je AB=A'B, {HA'B=KA"AB=Ru HA =
A"A’" - u3 (1.6). VI3 muxoBe Moy JapHOCTHU CJIEIN

HB = A"B. (1.7)

Cana cy Tpoyraosu AHBC u AA” BC nonxynapuu npema tpehem crasy,
jep je BC = BC, HB = A"B - u3 (1.7) u HC = A"C - n3 (1.6). U3
nonynapaoctu tpoyriaosa AHBC u AA”BC cnenn nomnynapHOCT CBUX
BLUXOBUX €JIEMEHaTa €JIeMEHaTa, IIa W MOJYIPEYHUKAa OIUCAaHUX KPY-
ropa. C npyre crpame, temena tpoyraosa AA’BC u AABC npuna-
najy mcToM Kpyry | ma je o ommcad oko mux. Omnasne ciaemu ma cy
MOJIYTPEYHUIN OTIMCAHUX KPyTroBa oko TpoyrioBa AABC u AHBC jen-
maku Mehy cobom. Ilokas ce m3BOIU aHAJOTHO U 3a MapOBE TPOYIJIOBA
AABC, AHAB u AABC, AHCA. Ilakie, MOJNYIPEYHUIW ONUCAHUX
kpyrosa oko tpoyraosa AABC, AHBC, AHAB u AHCA cy meby-
CODHO jenmHaKWU. O

3anmarak 8. (Ojuaeposa Teopema) Axo je H opmoyenwmap, T mexcuwme,
O yenmap xpyea | onucarnoz oxo mpoyesa AABC u Ay cpeduwme cmpa-
nuye BC doxasamu da je:

a) dyac OA; napaneana u ucmocmepna 0yocu AH v OAy = AH/2,

6) mauxe O, T v H npunadajy jeornoj npasoj npu wemy je HT =2 - TO.



10 1. Bakrumje Teopeme

Cuura 1.4.

Pememe: a) Oszuummo ca D jom jemny 3ajemuuuky tauky npase OC u
kpyra | (Cnuka 1.4). Yrao LCBD je upas, Kao yrao HaJ IPEUYHUKOM
CD. Cana je DB 1 BC u AH 1 BC, onakne ciaemu

BD | AH. (1.8)

Tauke O u Ay cy cpemumra penoMm nysku CD u BC, omaknie cienu ma
je nysxx OA; cpenma sunuja Tpoyriaa ADBC na Baku

1
OAy | BD w OAy = BD. (1.9)

N3 (1.8) u (1.9) cnemqu OA; || AH.

Ha wcrn vauwn je DA | AC u BH 1 AC ogrne je DA | BH.
Cana, 3a uerBopoyrao BDAH Baxu DA | BH u AH || BD na je on
mapaJiejiorpaM IIa cy My HacOpaMHe cTpaHule jennake, Tj. AH = BD.
Cunemn ) )

OA, = §BD = §AH.

6) Tauka T je texumre Tpoyria AABC na je AT =2-TA;.
N3 AH || OA; u AT =TA, cnenn
LHAT = LOAT,

Kao yrioBu ca napasenuum kpamuma. Cama uz AH =2-0A; nu AT =
2-TA; na ocuoBy Tanecose meopeme cnemu HT =2-TO u HT || TO.
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IIpase HT u TO cy mapaJjiene 1 uMajy 3ajeTHUUKY Tauky 1 omarie
cienu HT =TO, 1j. tauke O, T u H cy ronuueapse. O

Jepuannumja 1.1.1. Ilpasa ogpebena Taurama O, T m H nasusa ce
Ojaeposa npasa.

3amarakx 9. Jloxazamu 0o mauke CuMemMpPuuHe OPmoyeHmpy y 00HOCY Ha
CPeQUWMa CMPAHUYG MPOY2AG NPUNAOAjy Kpyzy KOju je OnucaH 0Ko moz
mpoyzna.

Pememe: Heka je nar tpoyrao AABC. Heka cy (Caura 1.5):

O - meHTap OMMCAHOT KpPyra OKO Tpoyraa, H - opronenTap,

A1, By, Cy - cpemumre crpanuna BC, CA u AB penom,

A', B, C" - nomnowxja nopmasa us A, B, C na BC, CA u AB,

A", B", C" - taurke cumerpuune tauku H y ommocy ma Ay, By u Cf.
ITo rouCTPYKUUjU je

B A’ N
A=A"

Ciuuka 1.5.

HA1 = AlA// Tj. HA” =2- AlAH.
N3 3zapgaTrra 8. mMaMo
AH || OA; u AH =2-0A;. (1.10)

Osumaunmo ca As mpeceuny rtaury npasux AO u HA;. Tana 3a
tpoyriose AAAH u AA;A20 mmanvo ma ocuoBy (1.10) m Tasecose
Teopeme

AQH =2- A2A1 n AAQ =2 OAQ
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To smaum ma je A; Tauka cuMmerpudHa Tauku H y ommocy Ha Ap, Tj.
Ay = A”. Cana uz AAs =2-0Ay ciemu AA” =2-0A" =2-0A, na je
AA" npeunux kpyra [ omucanor oko tpoyriaa AABC, onaxie je A” € 1.

Amnajorso ce norasyje na B” €l u C" €. O

3anmarax 10. Axo cy A1, B1 u Cy cpeduwma cmpanuya BC =a, CA=1>b
u AB = ¢ mpoyeaa AABC (AC > AB), p-weeos noayobum, O-yenmap
u r-noaynpevwnuk kpyza £ onucarnoz oxo mpoyena AABC; S, Su, Sp u S.
YEHMPU G P, Pa, Pb U Pe NOAYNPEUYHUYY YnucaHux kpyzosa k, kg, ky u ke,
npu wemy xpye k dodupyje cmparnuye BC, CA v AB y mauwkama P, Q u R
pecnexmuaro; kpye kg, dodupyje cmparnuuy BC u npodyacemxe cmparuya
AC u AB pecnexmueno y maukama Py, Qq u Ry; xpye kpy dodupyje cmpa-
nuuy CA u npodyamcemxe cmpanuua AB u BC pecnexmueno y mavxama
Qp, Ry u Py; xpye k. dodupyje cmparnuuy AB u npodyxcemxe cmpanuya
BC u CA pecnexmusno y maukama Re, P. u Q. u axo cy M u N mauxe
Yy Kojuma cumempana cmparuye BC ceue kpye £, npu wemy je mauxa M

na ayxky BAC, samum M', N' wopmanane npojexuuje mavaxa M u N na
npasy AB, doxasamu Oda je:

a) AQ, = AR, =p, (BPy,=BR, =p, CP,=CQ.=Dp);

6) QQ, = RR, = BC =a, (PP,=RR, =0, PP. = QQ. = ¢);

B) Qch = RyR. = BC = a, (PaPc =R,R.=b, PP, = QaQb = C);

r) AQ=AR=p—a, BRe=BP.=p—a, CP,=CQ, =p— a,
(CQ=CP=p—c, BP=BR=p-—b0);

n) PP, =b—c¢,PyP. =b+c;

b) P,A1 = AP, P,A; = A\ P,;

1
e) AAM = §(pb+pc), AN = = (pa — p);

N | =
—_

1

#) MM’ = Z(py = pc), NN' = Z(pu+ p);
1

3) AM' = 5(b—¢), AN" = 5(b+¢), M'N" = b;

H) Pa+ pp+ pe—p=4r.

1
2

Pememe: Jlykosu BN u CN kpyra | cy jennaku (Caura 1.6), omakie
cinemu nma cy u yraosu £ BAN u LCAN jemnaku kao mnepudepujcru
YIUVIOBU HAJ jeTHAKUM JyKOBUMA, Ma Tauka N OpUMana CUMETPATIU S
yHyTpammer yriaa kom temena A. C ob3mpom mHa TO ma je MN mpe-
ynuk kpyra | To je ANAM upas, ma tauka M npumana cumerpasma s’
cnossanmmer yria kon tremena A tpoyraa AABC.



13

1.1. Ilpmmene o
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a) Hyxwu AQ, m AR, cy jenHake Kao TAHTEHTE My:KU U3 Tauke A HA KPyT
ko. Basku pacnopen ravaka A— B— R, u A—C —(@Q,, onarie nobujamo
AR, = AB + BR,, AQ, = AC + CQ,. W3 mocnenme nBe jeAHAKOCTU
crenm ma je:

AR, + AQ, = AB+ BR, + AC + CQ,
= AB+ BP,+ AC+CP, = AB+ AC + BC = 2p,
na je AR, = AQ, = p.
6) U3 pacnopena tauaka A —Q —C —Q, u A— R — B — R,— 6ule:

QQa = AQa - AQ 148 RRa = ARa — AR.

Iyxun AQ, m AR, jemHake cy Kao TaHMEHTHE Ny:kKU U3 Tauke A Ha
kpyr k.. Karo cy jomwu ny:xu AQ m AR jenHake Kao TAHTEHTHE VKU
u3 Tauke A Ha Kpyr k, mobujamo ma je QQ, = RR,.

C mpyre cTpame mMamo

QQ, + RR, = QC +CQ, + RB + BR,
= PC + CP,+ PB+ BP, = BC + BC = 2BC = 2a.

[Tpema Tome Basku QQ), = RR, = a = BC. Ocrarak moka3zyjemMo aHa-
JIOTHO.

B) U3 pacnopena rauaka C' — Qp — Q. caemu QpQ. = CQ. — CQp 10K
n3 a) nmamo CQ. =p, CQ, = CP,, BP, = p na je

QQc=p—CQy,=BP,—CP, = BC,
jep Basku pacmnopen tauaka B — C — P.
W3 pacnopena tauaka Ry — A— R. — B je
RyR.= BR, — BR.= BP,— BP.=CP.— BP. = BC,

tj. BPy, =CP, =pu QyQ. = RyR. = BC = a. (Ocrano ce aHaIOr€oO
mokasyje).

r) Kao ranrenre my:ku n3 rauke A Ha kpyr k qysxu AQ u AR cy jenHake
ma u3

AQ =AQ, —QQ,=p—a caemu AQ=AR=p—a.
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Hyxu BR. u BP. cy jenHake Ka0o TaHT€HTe IY:KU M3 Tauke B Ha KpyT
k. ma u3

BR.=BR,— R.Ry=p—a cneau BR.= BP,=p—a.

Amnasoruo, tamrente mny:ku u3 tauke C Ha Kpyr k. Cy jemHake, Tj.
CP, = CQp. Kopucrehu jemnaxoct CP, = BP, — BC = p —a (u3
nmesa 3amaTtka nox a)) nobujamo CP, = CQ, =p — a.

n) Ako 3a tauke P u P, Basku P = P, cnemu na cy myssu AB u AC
jenmake, ma saucrta Baxku: PP, = b—c¢. Axo je P # P, Tana Baxku

pacmopen tavaka B— P — P, — C wiu B— P, — P— C. llpernocraBumo
na je B—P—P,—C. Tana je

PP, =CP—-CP,=(p—c)—CQ,

=(p—0) = (AQu -~ AC) =p—c—p+b=b—c,
PP.=BP,+BP.=p+p—a=2p—a=a+b+c—a=b+c.

b) U3 pesyarara noxn n) caemu na je BP =p—b. C gpyre crpane je
CP,=0Q,=AQ,— AC=p—b, Tj. BP=CP,.

ns CAl = BA1 u BP = CPa je A1P = BAl—BP = CAl—CPa = PaAl a
omasne je A1P = P,A;. Cana, c o63upom ua BP.=p—auCP.=p—a
Bazknhe: BP. = CP,, P,A1 = CP,+ CAy = BP, + BA; = A1P. na je
P,A; = A P..

e) llenrpu cnosma ynucanux Kpyrosa kp u k. Hasasze ce HA CUMETPAJIN
cnosparmmer yria kox temena A. To smaum ma cy tauxke A, M, S, u
S. ronuueapue. [locmarpajmo tpames S.P.PS,. To je mpoct Tpamne3 u
Basku: Aj je cpemumre crpanune P.P,, AiM | P.P,, onakie 3aKmbydy-
jeMo ma je A1M cpemma JuHUja TOT Tpalesa, [a BaKU:

1 . L
Alei(ScPc"i'PbSb)’ TJ. Alei(pb“‘pc)

u M je cpeduwme dyacu SpS..

ITocmarpajmo cana caosxkenu tpamne3 SS,P,P. 3a mera je 3a10Bo-
mweno AP = P,A; nma je A; cpemumre ny:xu PP,. Hame, Ttauka N
npunanga gy SS, u

A;N,SP,S,P, | PP,,
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omakJsbe 3aKmpyuyjemo na je AiN cpedmwa sunuja nocmamparnoz cronwcenoz
mpanesa, ma Basku (3amarak b.):

1 1
AN = S(SaPo = SP),  7j. AN = S (pa = p)

u N je cpeduwme dyxcu SSq.

&) [Tocmarpajmo canoskenu Tpanes SpS.R.Ry. Kon mera je M cpenumre
kpaka SpS.. IHame
SyRy, SeRe, MM' 1 Ry R,

na je MM' cpemma nuHUMja TOT CIOKEHOT Tpamesa. Duhe:

1 . 1
MM’ = (SR = SeRe), i MM' = (p, = pe)

u M’ je cpeduwme dyxcu R.Ry.

Amnagorno je u NN’ cpemma nunruja Tpanesza R,S,SR na je

1 1
NN’ = i(RaSa+RS), tj. NN’ = §(pa +p)

u N’ je cpeduwme dyxacu RR,.

3) Basxm pacnopen rauaka B— R.— A—M'— R, jep je AC > AB u kako
je jom ARy, = BR, — AB =p—cu M’ cpemumre nyxu RyR. nmamo na
je:
AM' = AR, — M'R,
1 1 1 1
=p-c—ga= §(a+b+c)—c—§a—§(b—c).

Amaisorno, us pacnopena tadaka A — N' — R, nmamo:
) ) 11 11
AN'= AR, — RN =p——-a=—-(a+b+c)— -a==(b+c).
2 2 2 2
Kako Basxkmu pacnopen tavaka M’ — A — N’ umamo

1 1
M'N' = AM' + AN’ = §(b—c)+§(b—i—0) =b.
n) Kako Basku pacnopen rauaka M — A; — N, umamo
1 1 1
2r=MN =M1+ NAL= S (oo + pe) + 5(pa = p) = 5(Pa + pv + pe = p),

2 2

a omaBIe CIenn pPq + pp + pe — p = 4r. O
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3amarak 11. Axo cy Ay, By, Cq cpeduwma cmpanuua BC, CA, AB ow-
mpoyenoe mpoyeaa AABC, O uewmap u r NoOAYNpeunur ONUCAHOZ G P
NOAYNP EYHUK YNUCAHOZ Kpyea, dokazamu 0a je

OA1+OBl+001:T—I-p.

Caura 1.7.

Pememe: U3 3amatka 10. umamo A1N = (p, — p)/2 (Cnura 1.7).
Tarobe Basku ON = r (Cuuka 1.7) na je

1
OA, =ON—A1N:7“—§(pa—p).

AmnaJjoruo je

1 1
OBi=r~-5(pp—p), OCL=r1—7(pc~p).
Capna je

OAy + OBy +O0Cy = 3r —

2(pa+pb+p0_3p)

1 1
=3r—=5(patpptpe—p=2p)=3r—(patpo+pe—p)+p

1
:3r—§4+p:3r—2r+p:r+p.
O

3amarak 12. Axo je H opmouyenmap owmpoyenoz mpoyzna AABC, r
NOAYNP EYHUK ONUCAHOZ KPY2Q, P NOAYNP EYHUK YNUCAHOZ KPY2a, Pg NOAYND e-
YHUK CNOLA YNUCAHOZ KpYea Koju dodupyje cmpanuuy BC, dokaszamu da je:
a) AH =2r + p — pq,
6) AH+ BH + CH =2(r + p).
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Pememe: a) Baxu pacnopen rauaka O — A1 — N ma je

1
OAy =ON — AN =r — §(pa—p).
N3 zanmarra 8. umamo AH || OA; u OA; = AH/2 1j. AH = 2-0A;
na je AH = 2r 4+ p — p,. Amnanorumo mnobujamo BH = 2r+p — pp u
CH =2r+p— pe.
6) CabupameM mOCHenme TPU jeJHAKOCTH 100UjaMo

AH+BH+CH = 2r+p—pa)+ 2r+p—py) +2r+p—pc)

=6r+3p— (pa+pp+pc—p) —p
=6r+2p—4r=2r+2p=2(r+p).

O

Samarak 13. Hexa cy E u F mauke y xojuma cumempane yHympauLbez u
cnomawmee yena LA y mpoyeay AABC cexy npasy odpeheny maukama B
u C. loxazamu Oa je:

a) BE :CE = AB : AC,

6) BF :CF =AB: AC,

B) BE :CE =BF :CF.

Pememe: a) O3HumMO ca § W $§] PEOOM CHMETpPAaJe YHYTPAIIkher U
cnomammmer yraa £A a ca D rauky mpase AC takBy ma je C,D + A
u AB = AD (Cmura 1.9). Tpoyrao AABD je jenHakoKpaku ma My ce
BUCUHA U CUMeTpaJia YHYTPAIImer yria, Kojé OAroBapajy OCHOBUIIH,
noraamnajy. Osmaummo ca O npeceuny tauky npasux AF = s; u BD.
To 3maum ga je BD 1 AO = AF. Kako je jom yrao uszmeby cumerpade
VHyTpaIllher ¥ CHOJLAIlEel yIJla KOJX MCTOT TeMeHa IpaB, TO je s L
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D

Cuaura 1.9.

s1. Hawne, cnemn s || BD, tj AE || BD. Ilakne, 3a yrao LACB u
napaJjenue npase AE u BD ma ocumoBy Tasecose Teopeme Baku

BE :CE=DA: AC = AB: AC.

6) Oszmummo ca D' tauky npase AC takBy ma je C, D'+ A u AB =
AD’. Tpoyrao AABD' je jenHakOKpaku Ila My C€ BUCHUHA U CHMETPAJa
VHYTpAaIllber yria, Koje OaroBapajy OCHOBUIM, MOKJamajy. 1o 3Hauu
na je cumerpadga s = AE yraa £ BAC oproromanna ma ocHosuiy BD’
tpoyraa AABD’'. Kako je jom AE optoromamana Ha AF 3akmydyjemo
na cy npase AF u BD' napanenne. Cana, 3a yrao £ AC B u napaJsenne
npase AF u BD’ na ocroBy TaJsecose Teopeme Bazku

BF :CF=D'A: AC = AB : AC.

B) Cnemu mupekTHO U3 1enoBa a) u 6). O

3amarak 14. Axo cy S, Sa, Sp, Sc UeHMPU YNUCAGHUT KPY208G MPOY2Aa
AABC, samum P, P,, Py, P. mauxe y xojuma mu Kkpyzoeu 000upyjy npasy
BC u Ay cpeduwme cmpanuye BC, dokaszamu Oa je:

a) SA; | AP,, 0) S A1 || AP, B) SpA;1 || AP., 1) S:A; || AP,.
Pememe: a) Osmaummo ca P’ npeceuny tauky npasux SP u AP,
(Cmamra 1.10). IIpase SP u S,P, cy oproronanue na BC ma cy mna-

paseane mebhycobom. Caemmn SP' || S,P,. Canma, 3a yrao £SAP, na
ocHoBy Tamecose Teopeme cienu

AS : AS, = SP': S,P,. (1.11)
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PIII

W\

2y

W\

Cuura 1.10.

Osnaunmo ca F mpeceuny tauky npasux AS u BC. Yraosu £SEP u
AS,EP, cy yaakpcuu a npase SP u S, P, napaJiesse, ogakjiae Ha OCHOBY
TasecoBe Teopeme cienu

ES:ES,=8P:S,P,. (1.12)

3a Ttpoyrao AABE Baxu: Tauke S u S, Cy npeceuHe Tauke pemaoM
cuMeTpaJia YHyTpammer u cunosgammer yria £ABE ca mpaBoM Kojy
onpebyje Tpeha crpanuna AFE Tor Tpoyrna. Ha ocmoBy 3amaTtka 13.
mmamo AS : ES = AS, : S, F, T1j.

AS : AS, = SE : S,E. (1.13)
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Ynopebusamem jemnaroctu (1.11), (1.12) u (1.13) mobujamo
SpP' :S,P,=SP:S,P,,

onakye 3akmpydyjemMo ma je SP’ = SP. Kako je jom mo KOHCTPYKIUjU
P—S— P, cinemn na je tauka S cpemumte mysku PP

Youumo caga tpoyrao APP'P,. Tauka A; je cpemumre nysku PP,
Ha ocuoBy 3amatka 10. D), ma je ayxx SA; cpemma nmHUja TPOyriIa
APP'P, xoja omrosapa crpanumu P, P'. Cnemn SA; || PP, a onaBme
360r konuneapuoctu tadarka A, P’ u P, nobujamo SA; || AP,.

6) Osmaummvo ca P” npeceuny rauky npasux S, P, u AP (Cmuka 1.10).
Tana je S, cpemumre my:xu P, P”. Iokaskumo To. IIpumenom Tamecose
Teopeme Ha yrao £P,AS, u napanenue npase SP’' u S,P, ciemu

SP':S,P, = AS : AS,,. (1.14)

Ha uctu maunn npumenoMm TasecoBe Teopeme Ha yrao £PAS u mapa-
nenne npase SP u S,P"

AS: AS, = SP:S,P". (1.15)

Cana u3 (1.14) u (1.15) ¢ 063upom Ha TO ma je SP = SP’ 3arkmydyjemo
na je SaP, = SoP”. 3a Tpoyrao APP,P” nmamo na je A cpemumre
crpanune PP,, S, cpenumte ctpanune P, P, na je A1 S, cpenma aunuja,
Tor tpoyraa. IIpema Tome mpase A1S, m PP” cy mapamnemme. 36or
kKosnmHeapHocTu Tavaka A, P u P” ciemu mapanennoct npasux A1S, u
AP, a 10 je m Tpebajio mOKa3aTH.

B) Oszmaunmo ca P"” npeceuny tauky npasux SpP, u AP, (Cnuka 1.10).
Tana, uz ciuaroctu Tpoyriaosa AAS.P. u AAS,P" cnemu

S.P.: S,P" = AS.: ASy. (1.16)

Osznaummo jom ca Ry u R, momHO:Kja HOpMAaJa penoM U3 Tavaka Sp U
S, wa mpaBy AB. Tanma u3 cauunoctu tpoyriaoBa AAS.R. u AASyRy
ciemu

ScRe : SyRy = AS. : ASp. (1.17)
N3 (1.16) u (1.17) caenn

SCPC : prm = SCPC : Sbe.
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a omasze je SpP" = SyP,, tj. Sy je cpemumre nysxu P,P". W3 " Be-
aukor” samartka, Tauka A; je cpemmmre nysku Pp,P.. Ilakue, SpAi je
cpenma suauja Tpoyriaa AP,P.P" ma je mpasa S,A; mapasnenna mpa-
Boj P.P", Tj. npasoj AP.,.

r) Osmaunmo ca P!V mpeceuny rauxy mpasux S.P. u AP, (Ciuxka 1.10).
Tana je, kKao 1 y Oesy 3aIaTka IO B), Tauka S, cpeaumre ayxu PPV .
Y rpoyray AP.P, P!V nyx AS, je cpemma muanmja. IIpema Tome mpase
A1S, u P,P"V cy napaneane. 360r romuneapuoctu tauara A, P, u PTV
caenu napaJjueasoct npasux A1S. u AP,, a To je u Tpebaso nokazaru. [

3amarak 15. Axo je D cpeduwme cmpanuue BC mpoyena AABC, P
mauka Y xojoj cumempana yeaa L ADB ceue cmpanuuy AB a QQ mavka y
x0joj cumempana yeaa £LADC ceve cmparnuyy AC, doxazamu da cy npase
PQ u BC napaneane.

B D C

Cnura 1.11.

Pememe: 113 tpoyrina AABD (Cnura 1.11) Ha ocHOBY 3anarka 13. a)
“MaMo

AP :BP =DA: DB.
Ha wctu maumn 3a Tpoyrao AACD Baxku
AQ :CQ=DA: DC.
Kako je jomm DB = DC nobujamo na 3a yrao £ BAC Baxu
AP : BP = AQ : CQ
mro Ha ocHOBY TamecoBe teopeme 3mauu na je PQ || BC. O

3amarak 16. Axo je D npoussonna mavwka cmparnuye BC mpoyesa AABC,
a E u F mauke cmpanuya AC v AB maxee da je AB | DE uw AC || DF

doxazamu da je
ED FD

Eﬁ-ﬁ:l.
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A

Ciura 1.12.

Pememe: 3a yrao £C u napasnenne npase DE u AB (Caura 1.12) na

ocuoBy TasecoBe TeopeMe mMamo = ? Ha wuctu mauun 3a yrao
B

4B u napasenne npase DF u AC na ocuoBy TasecoBe Teopeme mMmamo

FD _BD . . .
= . CabupameM mocieqmux ABEjy penanuja qo0ujamo
A(% B(?

ED FD_DC BD_DC+BD _BC_
AL a¢ Be BC  BC  BO

0

Banarak 17. Axo cy A, B', C' mauxe y xojuma napaseane npase xpo3
memena A, B, C mpoyera AABC cexy npase BC, CA v AB dokxasamu
da je

1 1 1
AA" BB CC'

Pememe: 3a yrao £C tpoyria AABC (Cnura 1.13) n mapasmnenze
il ac
npase AA’ u BB’ ma ocuoBy Tamnecose Teopeme mMaMO —s = .
BB CEB
Amnasnorno, 3a yrao £B tpoyrana AABC u TapaielHe npase AA" n

AA BA
CC'" ma ocumoBy TasecoBe Teopeme mMaMO —s = . Cabupamem

cc’ CE

MOCJIe NIbUX MABEjYy jeIHaKOCTU mobujamMo

e e T e T
AAT  AA" AC BA" A'C+ BA

2L A0 2L Y
BB CcC CB CB Ch B

L 1 1 1 1 1
Tj. | =+ =) =-1, aonaBne — + + ==0. O
AA" BB CC

3l

N
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Cnura 1.13.

3amarak 18. Axo cy A, B', C' cpeduwma cmpanuya BC, CA uw AB mpo-
yena AABC, samum P, Q, R mauxe y xojuma npousgonmma npasa s ceve
npase BC, CA u AB u P, Q', R’ mauxe y xojuma ma ucma npaga ceve
npase B'C', C'A" w A'B’, doxaszamu da je

1 1 1

+ + = 0.
PP QQ RR

Cnura 1.14.
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Pememe: Koncrpynmmvo npase o, b, ¢ pemom kpos tauke A, B/, C’
napaJense npasoj s. Osmaunmo ca A”, B”, C” npeceune Tauke npasux
a', b, d pemom ca B'C', A/C' u A’B’ (Cnuka 1.14). Ilpumenumo 3anarak
17. ma tpoyrao AA'B'C’ u napanenne npase a’, b/, ¢. Tana je

L S

A/A// B/B// C«/C// o

Mo womcrpyrnuju wersopoyraosu PA'A"P', QB'B"Q" u RC'C"R’ cy
napanenorpamu ma je PP = A’A", QQ' = B'B" u RR' = C'C".

0.

Sanmarak 19. (AnosnonujeBa Teopema) Akxo je X mauwka cmpanuye BC
mpoyeaa AABC maxea da cy dyacu BX u XC cpasmepne dsema damum
oyacuma m un, mj. BX : XC =m :n, mada je

(m+n)AX? = n(AB* — BX?) + m(AC? — CX?). (1.18)
Pememe: Ozmauumo ca D nmomuo:kje HopMmadie u3 tauke A na npasy BC.

Tana mory macrynutu ciaenehwu cayuajesu: (i) D = X, (ii) D # X.

(i) Ako je D = X omzna cy tpoyraosu AABX n AACX npasoyriu, ma
npumenoM [luraropune Teopeme no06ujaMo

AX?=AB?> - BX? u AX?=AC?-CX2

MuokemeM IpBe jeIHKOCTH ca N a Apyre ca m u cabupameMm mo0u-
jamo (1.18).

A

B D X C

Ciuura 1.15.

(ii) Hera je cama D # X wu mpernocrasumo na Baxku B — D — X — C
(Cmura 1.15). Camnma, npumenom Iluraropune teopeme Ha IpaBoyrie
tpoyraose AABD u AAX D umamo:

AB? - BD? = AX? - DX?, 1j. AB?> - (BX — DX)? = AX? - DX?
omakie je AB?> — BX? +2BX -DX — DX? = AX? - DX?, 1j.
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AX? = AB* - BX? +2BX - DX. (1.19)

Ha wctu mauwmn OPpUMEHOM HI/IT&FOpI/IHe TeopeMe Ha TpPpOYIJoBe

AACD u AAX D nobujamo

AX?% = AC* - CX? -2CX - DX. (1.20)

Muosxemenm jemnaroctu (1.19) ca n a (1.20) ca m u cabupamem n06u-
jaMo

(m+n)AX? = n(AB*—~ BX?)+m(AC*-~CX*) +2nBX-DX —2mCX-DX,
u kKako je jom BX : XC =m:n, tj. n BX =mCX na kpajy mobujamo
(1.18). OJ

Hanomena: VM3pa3 u3z Amosonujese Teopeme ce MOKe TPaHCHOPMUCATA
y obJUK MOrogHuju 3a namMheme W NPUMEHY, Tj.

nAB? +m AC? = (m +n) AX? +nBX* +mCX?2

3anmarak 20. (CrjyaproBa teopema) Axo je X mauka cmparnuye BC
mpoyeaa AABC mada je

BC-AX?=XC-AB*+ BX - AC?* - BX - XC - BC.
Pememe: lupexkrTHa nmociaenuna AIIOJOHU]EBE TeOpeMe. O

3amarak 21. (Jlajorunosa Teopema) Axo je T meacuwme mpoyeaa AABC
u P npouszsonrna mauxa doxazamu 0a je

PA? + PB? + PC* =TA*> + TB*> 4+ TC? + 3- PT*. (1.21)

Pememe: Y tpoyray AABC texumre nenu Texumuy nysk AA; y
omuocy AT : TA; = 2 : 1. Tlpumenom AmojoHUjEeBE TEOpEME PeIOM
ua tpoyriaose APAA;, APBC u ATBC no6ujamo (Ciaura 1.16)

PA? +2-PA}=3-PT? +1-AT* +2-TA3, (1.22)
PB%* 4 PC? =2-PA? +1-BA} +1-CA3, (1.23)
TB?> +TC?*=2-TA? +1-BA? +1-CAZ (1.24)

Cabupamem jequaroctu (1.22) u (1.23) y3 ropumheme ycnosa (1.24)
nobujamo (1.21). O
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Ciuura 1.16.

3amarak 22. Axo cy a, b, ¢ cmpanuue mpoyeaa AABC, O u r yenmap u
noaynpeunukr onucanoz kpyza o T u H mexcuwme u opmoyerwmap, 0oka-
3amu da je

a) OT? = r? — %(oﬂ +b% + %), TA2+TB*+TC? = %(a2+b2+02)
6) OH? = 9r? — (a® + b + ¢2),

B) TH? = 4r? — g(a2 + b? + ¢2),

r) AH? + BH? + CH? = 12r? — (a® + b* + ¢2).

Ciura 1.17.

Pememe: a) [Ipumennmo Jlaj6uunosy rteopemy na AABC u taury O
(Coura 1.17). Tana je OA2+0B*+0C? =TA2+TB?*+TC?*+3-0T?,
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1j. 3r2 =TA%2 +TB? +TC? +3-OT?, onakie je
1
OT? = r? - §(TA2 +TB? +TC?). (1.25)

Cana npumennmo AnonouujeBy Teopemy Ha Tpoyrao AABC u cpenuirre

Ay crpammne BC. DBuhe AB? + AC? = 2. AA? + BA? + CA2, 1j.
2 1 2

2-AA? =b? + 2 — %, onmakne je AA? = 5(1)2 +c% - a—). N3 ocobune

2
resgumae aysku umamo AT @ AA; =2 : 3, 1j. AA; = % -TA a omasne
92 Lo o a’

-TA* = —(b*+ ¢ — —). IIpema Tome, Ba:ku
4 2 2
2 a?
TA? =2 +% — —).
Amnasorao mobujamo
2 b? 2 c?
2 _ 4,92 2 U 2_ %2 2 O
TB fg(a +c 2) n TC 9(a +0b 2).

3aMeHOM IMOCJIeqhe TPU je THAKOCTU Yy (1.25) nodujamo
OT? =r? - %(QQ + % 4 ¢2).
OpmaBne ce moske mobutu u
TA* + TB*> 4+ TC? = %(a2 +b? + ).

6) M3 Ojuaepose Teopeme (3amarak 8.) je OH = 3 - OT, na u3 nmena
3aaTKA [OJ &) CIeIN

OH?=9-0T? = 9r% — (a®> + b + ).

B) N3 Ojnepose teopeme (3anmarar 8.) je TH = 2. OT, na u3 ngena
3a0aTKa [OJ &) CIEIN

4
TH? =4-0T% = 47 — §(a2 + b2 + ).

r) I[Ipumenom Jlajouunose teopeme na tpoyrao AABC u tauky H no-
oujamo

AH? 4+ BH?>4+ CH? =TA?>+TB*>+TC?+3-TH?

1 4
= g(a2 + b2 + ) + 3(4r% — §(a2 + b2+ )

=12r2 — (a®> + b* + ).
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Sanarak 23. (Kapuoosa teopema) Axo je AABC npoussonarn mpoyzao
a P, Q u R mauxe npasux BC, CA u AB, dokazamu da je nompeban u
dosowan ycaos da ce nopmane y mawkama P, Q u R na npase BC, CA u
AB pedom cexy y je0n0] mavwku usparcer Peaayujom

BP? - PC?+(CQ* - QA%+ AR> - RB?>=0. (1.26)

Ciuka 1.18.

Pememe: Heka ce mopmane y taukama P, (Q u R ma crpanune BC),
CA u AB tpoyraa AABC ceky y taukn O (Caura 1.18). Ilpumenom
ITuraropune Teopeme mobujamo

OB? — BP? =0C? — PC? = BP? - PC? = OB? - 0C?,
OC? —CQ?*=04% - QA? = CQ* — QA% = 0C? — 0A?,
OA? — AR?> = OB? — RB?> = AR? — RB?> = OA%* - OB

CabupameM nocaenmux Tpujy jeaHakoctu nobujamo jemuakoct (1.26).

O6paTHO, mpeTHoCTaBUMO na Basku jeqHakocT (1.26) u mora:kuMo
na ce HopmaJje y taukama P, Q u R wa crpanune BC, CA u AB cery y
tauku 0. Heka je O mpeceuna tauyka HOpMaJa y Taukama P u () pemom
ma crpanune BC u AC. Osmaunmo ca R’ mommno:xje HOpMAaJje U3 Tauke
O ua npaBy AB. Cana ce tauka O HaJja3u y npeceky mopmagaa P, QQ u
R’ u3 Tauke O na crpanune BC, CA u AB, omakye nmpema TOKa3aHOM
ey 3amaTKa UMaMo

BP? - PC?+CQ? - QA®>+ AR? —R'B* =0. (1.27)
N3 (1.26) u (1.27) CITCAH ¢ AR?_RB? = AR?-R'B?a omasne AR-RB =
— = -

s

R —

=y

'B, tj. RR' = RR a To je moryhe camo ako je R= R’ O
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3anarak 24. /oxazamu da ce npase odpehene sucunama mpoyena cexy y
JjeoHoj maury.

YuyrcrBo: Jloka3 ce m3BOAM OWPEKTHOM NPUMEHOM KapHOOBE TEO-
peme. O

Samarak 25. 00 mpu kpyea kojuma cpeduuwsma HUCYy HG jeOHO] NPaso]
caaxa daa ce cexy. Jloxaszamu da ce npase odpehene 3ajeOHUNKUM MEMU-
sama cexy Yy jednoj mavwku.

Ciuura 1.19.

Pememe: Hera cy k1(O1,71), k2(O2,72) m k3(Os,73) Tpu Kpyra om Ko-
jux ce cBaka mBa ceky. Heka cy sj, Sy U S3 3ajeIlHUYKE TETUBE pe-
noM kpyrosa ko u k3, k1 u k3, k1 u ky. Tama cy mpase s1, So U S3
mopMmasiie Ha npase (203, 0103, 0102 penom y Taukama R, Q u P.
Heka je A jemma on 3ajemunukux Tadaka Kpyrosa ki u k. Cama, mpu-
menoM [Turaropune treopeme ua Tpoyriaose AAPO; u AAPOy nobujamo
AP? = AO? — O1P? = 1} — O1P? u AP? = AO3 — O,P? = 1} — O P2
Opnasnme je 7"% —0P?2 = r% — 09P2, Tj.

O1P? — Oy, P% =13 — 3. (1.28)
AmnasorauM mocTymkoM mobujamo
OsR? — O3R? = r3 — 12, (1.29)

03Q° — 01Q%* =12 — 2. (1.30)
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Cabupamem jemuaxoctu (1.28), (1.29) u (1.30) mobujamo

O1P? — 02P? + O2R? — O3R* + 03Q — 01Q* = 0,
IITO HA OCHOBY KapHOOBe Teopeme 3HAUU Oa CE IpPaBE Si, So U S3 CEKY
y jeoHO] TadKW. O
3amatak 26. (Menenajesa! Teopema) Heka je y pasnu E% dam mpoyeao

AABC. Tauxe P, Q u R npasur BC, CA u AB pazaunume 00 memena
A, B u C mpoyesna AABC cy xosuneapre axo u camo axo je

% : % : % =1 (1.31)

Joxazamu.

Cuura 1.20.

Pememe: Heka cy tauke P, Q u R xonuneapue. O3HAUNMO ca S IpaBy
onpebeny taukama P, Q u R. Kako mpaBa s He CAIp:Ky HU jeIHO TEMe
tpoyria AABC, tauke P, Q u R cy uam cBe TpU HA TPOLYKEIUMA
crpanuna Tpoyriaa AABC unu ce nBe Haja3e Ha cTpaHumnama a tpeha
Ha TPOAYKETKYy. 10 3HauUm ma Cy CBe TPU pa3Mepe Ha JIeBOj CTPaHU
penanuje (1.31) HEraTVBHE WM 1A je jeqHa HEraTUBHA & IBE TO3UTUBHE.
Y cBakoM ciayuajy 3Hak JeBe crpase penaunuje (1.31) je meratuBas.
Osmaunmvo ca A, B’ u C' nomnosxja HOpMaJia pemoMm m3 Tadaka A, B
u C ma npay s. Tanma je AAA'R ~ ABB'R, AAAQ ~ ACC'Q n
ABB'P ~ ACC'P, onakne je

Bp _ BB CQ_CC AR _ AA
PC_CC” QA AA " RB” BB’

"Menelaj (I vek nove ere)
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omakie QUPEKTHO ciemu penamuja (1.31).

O6patuo, Heka Basku pemanmja (1.31) un Hera npasa PQ) cede npaBy
AB y taukn R'. Tanma nmpema mOKa3aHOM JeJly TeOpeMe CJeIu

B 0O AR

R ALY (1.32)
PC QA RB
—
N3 (1.31) u (1.32) caenn AR :RB = AR R'B, mTo 3naun ma ce Tadke
R u R’ noknamajy. O

3anmarak 27. Jloxazamu da mavwke P, Q u R y xojuma cumempane cno-
Mpawmez yena ko0 memena A u yHympawnuxr yzaoea xkod memena B u C
cexy npage odpehene nacnpamrum cmparuyama mpoyesa AABC npuna-
dajy jeonoj npaegoj.

Cnura 1.21.

Pememe: 13 3anarka 13. Bogehu pauyna o cmepy (Cuuka 1.21) cienn

BP  AB CG BC AR CA

PC AC’ QA BA RB CB

MuoskemeM oarosapajyhmux crpaHa TOCIeOHe TPU jeIHAKOCTU A00u-

jaMo ﬁ‘@.ﬁ__l
PC QA RB

mro npema MenenajeBoj Teopemu 3Haum na cy tauke P, Q u R rosu-
HeapHe. O

Samarak 28. Axo je O ywewmap onucanoz xpyea oxo mpoyena AABC, M
mauka cumempuyna ca opmouenmpom H y oonocy na meme A u N mauxa
cumempuuna ca mawkom A y odnocy wa cpeduwme D cmpanuye BC,
doxazamu da cy mauxe O, M u N xoauneapre.



1.1. IlpmMmene moaymapHOCTUA M CIWYHOCTU TPOYIJIIOBA 33

SN

Ciuura 1.22.

Ilo mpermocrasuu s3anatka je M € AH, H—A— M, AH = AM,
datum N € AD, A— D — N u AD = DN. llpema OjnepoBoj Teopemu
(Bamarak 8.), tauke O, T'u H cy ronuneapsne u Bazku HT : TO =2 : 1,
npu yemy cy O, T' v H meHTap OMMCcaHor Kpyra, OPTOIEHTAD U TEKUIITE
tpoyraa AABC.

IMocmarpajmo tpoyrao AAHT. Bawxu O € p(H,T), M € p(A, H),
N € (T,A). Huje Temko 3aKkbydnT Ja jOUI BAKN

AM 1 HO 3 TN 4 2

MH 2 of U NA 6 3

MuoskemeMm onropapajyhux crpana HOCIenme TPU jeTHAKOCTU TOOHU-
jamo

s
AM HO TN
. s =
MH O NA
mro Ha ocHOBY MenenajeBe Teopeme (3anarak 26.) 3HAYM Oa Cy Tauke
M, O u N xronuueapse. 0

_1’

3amarak 29. Axo cy A', B', C' cpeovwma cmparnuua BC, CA uw AB mpo-
yeana AABC, M npeceuna mauxa npasuxr AA" v B'C' a N npeceuna mauka
npasuxr AB u CM, doxazamu da je E =3- ﬁ

Pememe: Taure M, N u C cy ronuneapue. Ilpumenumo MenenajeBy
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Cuura 1.23.

teopeMmy Ha Tpoyrao AAB'C’' u npasy MN. Tana je

—
c'M BC AN
MB CA NC'

U3 camunoctu tpoyraosa AABA' u AAC'M caeqn (Cnuka 1.23)

— —
BA' AB . BA 2
c'M AC Cc'M
Amraiiorno, u3z canaroctu tpoyriaosa AACA u AAB'M cnenn
— —
AC AC . AC 2
MB' AB' MB’
Cana, u3 (1.34) u (1.35) caean
— = —
A'C BA . C'M BA
—_— = 1. — =—,
MB" C'M MB"  AC
a omaBIe C’M>
MB’
Tarkobe Baku
BC 1
— = (1.37)
CA 2
3aMenom (13_16\5;) u (1.37) y (1.33) mobujamo
1 A — 2—
1- <—2> = = —1, T1j. ﬁ = 2-NC" a onasgne je ﬁ = §AC/'
NC'

Haxrmne, nobuau cmo Xﬁ = éﬁ, Tj. 1@ =3 ﬁ U
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Sanmarak 30. Axo cy M u N mauke na cmpanuyama AB v AC mpoyera
AABCmaxee da je AM = AN a D' mauxa y x0joj mexwcuwmna aunuja AD
ceve 0yomc M N, doxazamu da je

MD':D'N = AC : AB.

Ciuka 1.24.

Pememe: Koncrtpynmmmo kpos D’ npasy mnapasenny ca BC u o03-

maunmMo ca B’, C' npeceune Tauke Te mpase penoM ca cTpanunama AB u
. B'D AD'" D'C" . B'D' BD

AC (Cnura 1.24). Cana je 5D - AD - D' Y Do = Do = 1

[Tpumennvo MenenajeBy Teopemy Ha Tpoyrao AAB'C’ u mpasy MN.

Tama je

B'D" C'N AM

. . =1.
D'C" NA MPB
I Ny
Kako jomr pasku Do = 1u AM = AN umamo
C'N )

Cana, npumenom Menenajese Teopeme Ha Tpoyrao AAMN u npasy
B'C’" nobujamo

MD' NC'" AB'

D'N C'A BM
MD' C'A . AC"  AC
DN = Ap; & KA jom Bamm — =~

onakie 36or (1.38) cuemn

MDA

D'N — AB’
MD':D'N = AC : AB.

nmMaMo

a TO je m Tpebayo MOKa3aTH. O
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S3amarak 31. Axo je ABCD pasan wemesopoyzao, E npecewna mawka npa-
sur AB v CD, F npeceuna mauxa npasur BC v AD a A, B, C' v D'
mavke Yy Kojuma wemupu napaneare npage xkpos memewa A, B, C u D cexy
npagy EF, doxazamu da je :

1 1 1 1

AA + CC' BB + DD’

Cuura 1.25.

Pememe: IIpumenom Menenajese TeopeMe na tpoyrao AABF u npasy

CD nobujamo:
AE BC FD

EB CF DA ©
Kako jom Baskm
AE AA BC BB -CC' FD DD
EB BB’ C(CF CC' ' DA  AA'— DD

nobujamMo
AA" BB —CC' DD’
BB’ CC'  AA' — DD
omakne je AA'-BB'-DD'— AA"-CC'-DD' = AA'-BB'-CC'—-BB'-CC’-
DD'. Hememewm nocaenme jemnakoctu ca AA'-BB'-CC'- DD’ nobujamo
1 1 1 1 . 1 1 1 1
cc Bp DD aa' ™ ax oo~ Be DD =
3anmarak 32. (Menenajesa Teopema 3a mHOroyriose) Axo cy P, Po,
..., P, mauxe y xojuma nexa npasa p ceue npase odpehene cmpanuyama

=1,

A1 Ay, AsAs, ..., AyAL n-moyeaa A1As ... A,, daxasamu Oda je
A1P1 AQPQ AnPn o

— = — = ()"
P1A2 P2A3 PnAl
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Pn1] Ana

A5

Cauka 1.26.

Pememe: Osmaunmo ca A}, A),... Al mapasenne mpojeriuje Tavaka
Ay, As,...,A,, TIe ce IPOjEKTOBAN€ BPIIY MaPaJIeJHO JATOj IIPaBo] p HA
IpPOU3BOJbHY IpaBy S. IIpojeruujy npase p osnauumo ca P (Cauka 1.26).
Tana je

—_— —s  — — —
AP APy A, P, P ALP 'P 1y
AR e O o : — (—1)"
PiA; PyA; P,A1 PA, PAL PA

Bamatak 33. (Uesuna? rteopema) Hewa je y pasenu E? dam mpoyeao

AABC u nexa cy mauwke P, Q u R npasur BC, CA u AB pazaunume
00 memena A, B u C mpoyena AABC. Ilpase AP, BQ u CR npunadajy
JEOHOM NPAMENY MPABUT GKO U CAMO AKO je

Joxazamu.

Pememe: Hera ce npase AP, BQ u CR cery y taukn S (Caura 1.27).
[MTpumernom MenenajeBe Teopeme Ha Tpoyrao AABP u npasy RC mo-
oujamo

2Djovani Ceva (1648-1734) moxa3ao je oBo TBpbheme 1678. r.
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A
R Q
B P P’ C
Cnura 1.27.

Cana, npumenumo MenenajeBy TeopeMmy Ha Tpoyrao APCA u npasy

BQ. Hobwuja ce
PE CO A4S
BC 04 b " (4D

Muosxemem omrosapajyhux crpana jemmakoctu (1.40) u (1.41) mobw-
jamo jemmakoct (1.39).

O6partno, Hera Basku jemnaroct (1.39). Osmaummo ca S mpeceuny
tauky npasux BQ u CR, a ca P’ npeceuny tauky npasux AS u BC.
[Ipase, AP, BQ n CR npunanajy MCTOM IIpaMeHy MPAaBUX, OJAKJIe Ha
OCHOBY IOKa3aHOI Jeja TeOPeMe CJIean

BP ©Q AR

. . =1. (1.42)
: :
PC QA RB
— —
U3 jemmaroctu (1.39) m (1.42) caean BP : PC = BP - P'C, onarne
cremu ga ce tauke P u P’ moknamajy. O

3anarak 34. Axo je P mauxa cmpanuue BC mpoyesa AABC, a1 =
L(AB,AP), as = £L(AC, AP) maoda je

BP _ csinag
PC  bsinasy’

(1.43)

2de je AB =c AC =b.

Pememe: Osznauumo ca B’ u C' nmomsoxja HOpMasia peioM U3 Tadaka
B u C na npaBy AP. Tana u3 tpoyrana AABB’ cnenu BB’ = csinay a
n3 tpoyraa AACC’ ciemu CC’ = bsin as.
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Cauka 1.28.

Cana u3 ciouunoctu Tpoyriaosa ABPB' u ACPC' cinemm
BP: PC =BB :ccC’
OJaKJIe 3aKbyuyjeMo na Basku jemuaxoct (1.43). O

Sanmarak 35. IIpumernom Yesurne meopeme dokaszamau:
a) Tewcuwmne aunuje mpoyaaa cexy ce y jedHoj Mmauku,
6) Ilpase odpehene sucunama mpoyzaa cexy ce y jeOnoj MavwKu,
B) Cumempane yRympawmnus yzi08a mpoyzaa cexy ce y jeOnoj mawku,
) Cumempane jeOnoz ynympawrez u 084 CNODAULBE Y2Aa MPOYZAG
cexy ce Yy jednoj mavku.

r

Sanarak 36. Axo cy AA', BB', CC’' cumempane ynympawmnur yzaoea
mpoyena AABC a mauxe P,P'; Q,Q" u R, R' mauxe npasuxr BC, CA u
AB maxee da cy npase AP', BQ' u CR' cumempuune npasama AP, BQ
u CR y oonocy na npase AA', BB' v CC' pedom, noxaszamu 0a 8axncu:

a) Axo ce npase AP, BQ u CR cexy y jeornoj mawku S, mada ce npase
AP', BQ' u CR' maxohe cexy y jeonoj mauxu S’ .

6) Hopmaare npojexyuje mavaxa S u S’ na npase BC, CA u AB npu-
nadajy jedHom Kpyezy.

Pememe: O3maunmo ca
ay = L(AP,AB), a9 = £(AP,AC)
/31 :A(BQaBC)v /32 :A(BQ7BA)7
v1 = £(CR,CB), ~ =<£(CR,CA),

kao Ha cuanmu (Couka 1.29).
a) Ha ocuoBy 3amarka 34. umamo
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Caura 1.29.

BP  csinag BP'  csina
PC  bsinay’ P'C  bsinog

AHaIoTHO BaxM

CQ _asinp  CQ _asinfy AR _ bsiny AR' bsiny
QA  csinfla’ QA  csinfy’ RB asiny;’ R'B  asinvyy

Omsre je

BP CQ AR BP' CQ AR
PC QA RB PC QA RB
csina; asinf; bsinys csinas asinfs  bsinvy

= — C— C— e C— C— =1.
bsinas csinfBy asiny; bsina; c¢sinf; asiny

Axo ce npaBe AP, BQ u CR cery y jemuoj tauku S, Tana npema YesBu-
HOj TEOPEMU BaKU

BP CQ AR _q
PC QA RB

Ha OCHOBY UYera 13 NMPETXOMHE pejalyrje 3aK/bydyjeMo na je
BP' CQ" AR
P'C Q'A RB

L

a To Ha ocHOBY YeBumHe Teopeme 3Haum ga ce npase AP', BQ' u CR
ceky y jemnoj tauku S’.

6) Oszmauumo ca M, M'; N, N' u L, L’ nomaoxja HOpMaJsa U3 Tayaka
S, S’ penom mva npase BC, CA u AB.
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Cuura 1.30.

IMocmarpajmo Tpoyraose AASN u AAS'L'. Yrnosu kon temena N
u L' cy um npasu, a £SAN = £S'AL'(= as) ma cy oHu cauunm, ogakie
caenu

AN  AS
AL AS
Ha uctn nauun cy coamunu n rpoyraosu AASL u AAS'N' na je

AL _as
AN’ AS"

AN AL

N3 (1.44) u (1.45) caenn A

AN - AN’ = AL - AL/,

(1.44)

(1.45)

mTO Ha OCHOBY 3amnaTka 40. smaunm na tauke N, N', L u L' npunanajy
jemnom kpyry k. YerBopoyrao SLL'S’ je mpaBoyrau Tpames, ma cuMe-
tpana kpaka LL' (cpemma snuHmja Tpamesa) mososu Apyru Kpak SS’.
Osmaunmvo ca O mpeceuny Tauky npase SS' u cumerpase spp my&u
LL'. Ha uctu mauun dersopoyrao SNN'S’' je mpaBoyriu Tpames ma
cuMeTpaJia Syns kEpaka NN’ mponasu kpo3 cpemumre O Ipyror Kpaka
SS’. Bmaum cumeTpaJie sp U SN’ Cceky ce y cpemumty O mysu SS’,
na tauke N, N', L u L' npunanajy kpyry ca nearpom y tauku O, Tj.
kpyry k(O,ON).

Ha mornymo mcty maumu ce mokasyje na je tauka O IeHTap Kpyra
koMe nmpunanajy tauke N, N', M u M’, na cnenu na u tauke M u M’
npunanajy kpyry k(O,ON). 0



42 1. Bakrumje Teopeme

3anarak 37. (Ilezaprosa teopema) Jsa mpoyera AABC u AA'B'C’
npunadajy ucmoj pasnu. Hexa cy P, Q, R npeceune mauxe pedom npa-
eur BC u B'C', CAuC'A", AB u A'B’. Zloxasamu da ce npase AA', BB’
u CC'" cexy y jeonoj mauwxu axo u camo axo mauke P, Q u R npunadajy
jeonoj npasoj.

Cuura 1.31.

Pememe: Hera ce npase AA’, BB’ u CC’ cery y taukum O (Cnura
1.31). IIpumenem MenenajeBe TeopeMe Ha TPOYTaO:

BP CC' OB
AOBC wumpaBy B'C' nobujamo - —= = —1, (1.46)
ﬁ Cl B/
CO AA oC'
:'
QA A0 C'C

BB 0OA Aﬁ
AOAB wunpasy A'B" nmobujamo — — - =—1. (1.48)
B'O AA RB

<

Q

Q
&

|
|

AOAC wumpasy A'C' nobujamo =—1, (1.47)

<l
u

Muoskemem oarosapajyhnux crpana jemsakoctu (1.46), (1.47) u (1.48)
noourjamMo

(_1)6.ﬁ.@.ﬁ—_1 T ﬁ.@.ﬁ—_l
PC Qi mB 7 PC QA mB
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a To 3HaUM na cy tauke P, () u R KoJauHeapHe.

O6parHo, Heka cy tauke P, Q u R ronunmeapue. Osmaunmo ca O
npeceuny tauky npasux BB’ u CC' u morasxkumo ma tauka O mpumaga
u npasoj AA’.

Yoummo Tpoyraose ARBB' u AQCC'. Tlpase RQ, BC u B'C’ ceky
ce y jemnoj Tauku P, ma cy mocMaTpaHU TPOYTJIOBU MEPCIHEKTUBHU U3
Tauke P, omakiie npeMa nokaszaHoM meiy llezaprose Teopeme 3aKLyUy-
jemo ma cy tauke A = RB x QC, O = BB’ x CC' u A’ = RB' x QC’
KoJauHeapHe, Tj. Tauka O mpunamna npasoj AA’. O

Samarak 38. Axo cy mauxke P, Q u R na npasama xoje cy odpehene
cmpanuyama BC, CA u AB mpoyeaa AABC maxee da ce npase AP,
BQ u CR cexy y jeornoj mauku O, doxazamu da npeceune mauxe P, Q'
u R’ pedom npasur BC u QR, CA v PR, AB u PQ npunadajy jeonoj
npasoj.

Caura 1.32.

Pememe: Younmo tpoyriaose AABC u APQR (Caura 1.32). Ilpase
AP, BQ u CR ceky ce y jennoj tauku O, ma cy MOCMATPAHU TPOYTIOBU
nepcunektuBHU. [Ipumenom /lezaprose Teopeme 3aK/byUyjeMO na TAUKE
R = AB x PQ, PP = BC x QR u Q' = CA x RP npunanajy jemHoj
IpaBoj.
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Samarak 39. Axo cy AA', BB' CC' sucune mpoyena AABC, dokaszamu
0a mauke P, Q u R y xojuma ce cexy npasge BC u B'C', CA u C'A’, AB
u A'B’ pedom, npunadajy jeonoj npasoj.

P B A C

Cuura 1.33.

Pememe: IIpase AA’, BB’ u CC’' ceky ce y oprouentpy H mna cy
tpoyraosu AABC u AA'B'C’ nepcnekrusrau (Crnuka 1.33). IIpumenom
Ilesaprose Teopeme 3akmpyuyjemo na tauke P = BC x B'C’, Q = CA x
C'A" u R= AB x A'B’ npunanajy jemnoj npasoj. O

3amarak 40. Tauxe M, M', N v N' npunadajy ucmom xpyzy axo u camo
axo 8aACU PEAAUUIQ

AM - AM' = AN - AN, (1.49)

20e je A npeceuna mauxa npasur MM' v NN'.

Pememe: Herka Tauxke M, N, M’ u N’ npumamajy mcTtoM Kpyry
(Cnura 1.34). Tama cy tpoyrnosu AAM'N u AAN'N cauuau na je
AN': AM' = AM : AN, tj. AM - AM' = AN - AN'.

O6partno, Heka Basku jemnakoct (1.49) u oznaunmo ca k Kpyr oapen-
jen taukama M, N u N'. Iokaxumo ma Tama u Tauka M’ mpunana
kpyry k. M3 (1.49) cmemu AM : AN = AN’ : AM' na cy Tpoyriosu
AAM'N u AAMN’' cauaan. Opasne ciaemu na je LAM'N = LAN'M.
Taurke M’ u N’ cy ca ucte crpane npase M N, omakie 3aKkbydyjemMo 1a
u tauka M' npumana kpyry k ompebenom taukama M, N u N'. ([
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Ciuura 1.34.

Sanmarak 41. (ITackanosa teopema) Axo je A1 Ay ... Ag memuesan wecmo-
Y200 KOME HACNPAMHE CMPAHUYE HUCY Napasesne, dokaszamu 0o mayuke P,
Q u R y xojuma ce cexy npase odpehene nacnpammnum cmparuyama A As
u AgAs, AsAs u AsAg, AsAy u AgA1 npunadajy jeonoj npasoj.

Ciuura 1.35.

Pememe: Osnauumo ca X, Y u Z npeceuse Tauke penoMm npasux AgAy
u AsAg, A1As u A3Ay, AjAy m A5 Ag (Cauka 1.35). I[Ipumenom Menena-
jeBe Tteopeme Ha Tpoyrao AXY Z u penom mpase AyAs, AxAs u Ai1Ag
nobujamo

ﬁ'Y—A;‘X—A;__l 2715'1/_&1')?5__1 ZAl'Y-R).XAbﬂ__l
PY A X A "OAY AsX Q7 " AY RX A2 '
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MuoskemeM oaropapajynux crpaHa HOCIENmE TPU jeOHAKOCTU HOOM-
jamo mobujamo
7P YA, XA, ZA, YAy XO ZA, YE XA ,
=. L . . . . . . - 1.
PY AX A7 AY A3X Q7 AY RX A2
Taure Ay, As, ... , Ag npunanajy ucrom Kpyry ma npema sanatky 40.
nMamMo XA5XA6 :XAg-XA4, YA1YA2 :YAg-YA4, ZAlZAQ =
Z As - Z Ag. 3amenom nocaenme tpu jemnakoctu y (1.50) mobujamo
ZP YR XQ _
=. . =1,
PY RX Q7

omarse mpema MenenajeBoj Teopemu ciemu na cy tauke P, Q u R
KOJIMHEeapHe. ]

(1.50)

3amarak 42. (bpujanmonosa teopema) IIpase odpelene nacnpamHum
MEMEHUMA MAKZEHMHO2 UWLLCMOY2aa ceKYy ce Y jednoj mayuxu. loxazamu.

3amarak 43. Axo cy P, Q, R u S mauxe y xojuma npage odpehene cmpanu-
yama AB, BC, CD u DA mawnzenmnoz wemeopoyzaa ABCD 0dodupyjy
ynucanu xpye k, doxazamu da ce npase AC, BD, PR u QS cexy y jeonoj
MasKu.

Cuura 1.36.

Pememe: YouumMo mneresHepucanu TaHreHTHu mecroyrao APBCRD
(Cauka 1.36). IIpema BpujanmonHoBOj TeOopeMu BasKu Oa Ce NpaBe
AC, BD un PR ceky y jemnoj tauku (. AHAaJOTHO, 3a NETr€HEPUCAHU
mectoyrao ABQCDS npema Bpujanmonosoj Teopemu npase AC, BD
u SQ cexy ce y jemnoj tauku O'. Tauke O u O’ Hajnaze ce y mpeceky
pazmuuutnx npasux AC m BD ma ce noknamnajy, tj. O = O'. Ilpema
tome, npase AC, BD, PR u SQ cery ce y jenuoj tauku O. O
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Sanmarak 44. (Ban-O6enosa Teopema) Axo cy A', B, C' mauxe npasux
BC, CA, AB mpoyzna AABC maxee da ce npase AA', BB' u CC’ cexy

y jeonoj mauxy O, doxazamu Oa je
AO  ACY n AB’
OA"  C'B  BC’

Ciuura 1.37.

Pememe: Koucrpyunmmmo npase CB” = ¢ uw BC” = p takse ma je
CB" || BC" || AA’, C¢" € CC’', B” € BB’ (Caugra 1.37). Iloka3 mame

M3BOOVMO KOopuIihemeM camdyHocTtu. V3

AC"  AO
AAOC" ~ ABC"C  cnemn B OB (1.51)
Anasorso AR A0
AAOB' ~ ACB"B ma je B0~ BIC (1.52)
Cabupamem jemuaxkoctu (1.51) u (1.52) mobujamo
AC"  AB’ 1 1
oB e A9 <03+30> (1.53)
Cana us oA o
ABCC” ~ AA/CO cJiiean C'/i/B = CB . (154)
Amnanoruo oA A'B
!/ " : —
ABA'O ~ ABCB" ma je BC = CB" (1.55)

Cabupamem jennarkocru (1.54) u (1.55) mobujamo
OA n oA C’A’+A’B _CA+A'B —C—B—l
¢"B B'C CB CB  CB  CB




48 1. Bakrumje Teopeme

Cama je

1 1 . 1 1 1
oA <C”B + B”C) =L 1 Gptme-ow  (190)

Samenom (1.56) y (1.53) mobujamo

AO  AC N AB’
OA’ C'B  B'C’

a TO je m TpebaJjio MOKa3aTH. O

3anmarak 45. Axo je T npecex mencuwmnuz oyxmcu AA', BB' u CC’ mpo-
yena AABC, doxasamu da je AT : TA' =2 : 1.

Cuura 1.38.

Pememe: 3a tpoyrao AABC Baxku

BA' CB' AC'
AC BA CB 7

na npema YesBunoj Teopemu ciaenu ga ce npase AA’, BB’ u CC’ cery y
jemuoj Taumu 1. Cana, ¢ 063UpOM HaA TO 4 Cy 3aT0BOJLEHU CBU YCJIOBU
Bau-O6enoBe Teopeme, cienu

AT  AC'  AB’

= =2 i. AT :TA =2:1.
T4 —oB oo M

g

3anarak 46. (IItonomejesa Teopema) Axo je ABCD koneexcan u memau-
8aM YEMBOPOY2G0, 00KA3GMU 04 je NPou3eo0 wezosur 0UjazoHaAl JEOHAK
30upy NPouUsB00a He2ZOBUL HACTIPAMHUL CPAHUYA.
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Ciuka 1.39.

Pememe: Yersopoyrao ABCD je KOHBEKCaH ma My Ce OUjarOHAJE
cery, Tj. mujaronana BD ceue mujaronany AC y Tauku Koja je Ha nu-
jaronamu AC, ma he moxynpaBa cuMmerpuduna aujaronanu BD y omHOCY
uHa cumerpaiy s yraa £CDA cehu mujaronany AC y yHyTpalHoj Tauku,
obenesxkmmo je ca F. Ilakne Basku {ADE = ACDB u {CDE = {ADB.
Younmo Tpoyriose AADE n ABDC. Ouu cy cauynu jep je

LADE = £CDB u ADAFE =4ADAC =<«£DBC.

W3 mUX0OBe CIUYHOCTHU CJEIU
AD _BD

AE  BC’

Awnagoruno, tpoyriaosu ACDE u AADB cy cauunu jep je

na je AD-BC = AFE-BD. (1.57)

LCDE = £{ADB wu ADCE =ADCA = A£DBA.

I/IS BUXO0BE CINYHOCTU CJjean
BD BD
CE AB’

Cabupamewm jemnakoctu (1.57) u (1.58) mobujamo

na je AB-DC = CE- BD. (1.58)

AD-BC+ AB-DC =(AE+CE)-BD = AC - BD,
1j. AC-BD =AD-BC + AB-DC, a 10 je u Tpebayio moka3aTu 0

3anmarak 47. Axo je AABC jednaxocmpanuyuar mpoyzao u P mavka xpyza
k onucanoe oxo moz mpoyena, dokazamu da je 0yxc AP jednaxa 30upy usu

pazsuyy Oyxcu BP u C'P npema mome da au mauxa P npunada ayxy BC

xpyea k Ha xome nuje mavwka A uau je Ha Kpyacrom ayky BAC.
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Cuaura 1.40.

—~

Pememe: Heka majupe Ttauka P mpunana syky BC roMme He mpumaia
tauka A. UerBopoyrao ABPC' je TeTuBaH M KOHBEKCAH A C€ HA HEra
moke npumenuTu [ItonmomejeBa Teopema. 3Haum Ouhe

AP-BC = AB-PC + AC - BP,

Tj. ¢ o63upom Ha TO nma je AB = BC = CA nmamo AP = BP + CP.
Hera cama tauka P npunana ayky BAC kpyra k, kao ma Caunu 1.40.

[Tpumenunmo IltomomejeBy Teopemy ma yerBopoyrao ABCP. Tana je
AC-BP =AB-CP+ AC - BP,
1j. BP=CP+ AP, a onasne AP = BP — CP. O

3anarak 48. Axo je wemeopoyeao ABCD wxoneexcan u memusan o E
mauka y xojoj npasa kpos mauky C napasesna ca npagom BD ceue onucanu
Kpye, dokazamu 0a je

AE-BD =AB-BC+ AD - DC.
Pememe: IIpumenunmo ITtomomejeBy Teopemy Ha uersopoyrao ABED.

Buhe
AF -BD =AB-ED+ BE - DA. (1.59)

Yersopoyrao BECD je jennakokparu tpanes (Cmuka 1.41), na Basku
BE =CD u ED = BC, na ocuoBy uera (1.59) mocraje

AE-BD = AB-BC +CD - DA,

a TO je m TpebaJsio MOKa3aTH. O
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Cuura 1.41.

Samarak 49. Axo je AB npeunux u r noaynpewnux xpyea k, a C u D

mavke Ha PasHum aykosuma AB moe kpyea, doxazamu da je

CD = 5(AC-V/4r? — AD? + AD - /ar? — AC?)
T

Ciuura 1.42.

Pememe: IIpumennmvo I[lTonomejeBy Teopemy ma uerBopoyrao ACBD
(Cnuka 1.42). Tana je

AB-CD = AC - BD + AD - BC,

omakie, npuMmernoM Iluraropure Teopeme mobujamo

CD = —21 (AC - /42 — AD? + AD - /472 — AC?).
T
O

3anmarak 50. Axo je AB npeunux u v noasynpeuwwux xpyea k, a C u D

mauke Ha ucmom ayxy AB moe kpyea, maxee da je wemeopoyzao ABCD
Koneexcan, dokazamu 0a je

CD = Qi(AC /42 — AD? — AD - \/4r2 — AC?)
T
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3amarak 51. (Ojuaeposa Tteopema) Axo cy P u Q cpeduwma dujazonana
AC u BD wemeopoyeana ABCD, mada je

AB? + BC? + CD? + DA% = AC? + BD? +4- PQ*%

Samarak 52. Jloxazamu 0a je 36up xea0pama cCmMpaHuLa Napasesozpama
jeonax 30upy xeadpama mwezosur Oujazorana.

Pememe: [luperkrno uz OjmepoBe Teopeme. U

3anarak 53. Axo cy x00 wemsopoyesa ABCD odujazonane AC u BD meo-
JYycobro nopmaane, 0oxazamu 0a cy 30uposu Keaopama HacnpaMHUT CMPa-
HUYA MOZ 4emaopoyena Mehycobro jeoHaru.

1.2 XapmoHujcke yeTBOpKe Tauaka

Hedbumuaunuja 1.2.1. 3a yetupu koaureapue tauke A, B, C' u D raxemo
[ YUHE TAPMOHUJCKY YEMEOPKY Mauaka aKo je 3aI0BOJLEHO:

(i) jemnna ox tauaka C' u D je mameby rauarka A nu B a npyra Huje,

(iil) AC: CB = AD : DB.

To ce cumbosnuku osnauaBa ca H(A,B;C,D), a uura ce "map
ravaka C, D je XapMOHUjCKU CIpPErHyT ca mapoMm tavaka A, B”.

Hanomena: Yciuosu (i) u 111) 13 NpeTXOonHe NeUHUNNje MOTY Cce 3a-
menuTu jemaum yciaoBom AC : CB = —AD : D

Hepuunnuja 1.2.2. 3a yeTupu KOHKYPEHTHE WU TapajesiHe Ipase a,
b, ¢ m d Ka:KeMO Ia Cy XapMOHU]CKU CIPETHYTE aKO WX IIPOM3BOJLHA
mpaBa cede MO XapPMOHUJCKM CIPErHYyTHUM TAUYKaMA.

3anmarak 54. Axo je nap mavaxa C, D xapmonujcru cnpeznym ca napom
mayaxae A, B, doxazamu da je mada u nap mauaxa A, B xzapmonujcru
cnpeznym ca napom mavaxa C, D.

Pememe: Heka je map tauvaka C, D XapMOHU]CKUA CIPErHyT Ca IIapOM
rauaka A, B. Tana je

(A, B;C,D) = AC : CB = —AD : DB
~ AC:AD = —-CB: DB
—~ CA:AD=-CB:BD

= H(C,D; A, B),

Tj. map Tadaka A, B je XapMOHUjCKU CIpEeruyT ca napom tadaka C, D. [J
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3amarak 55. Axo je nap mavarxa C, D xapmonujcku cnpeznym ca napom
mauaxae A, B u O cpeduwme dyacu AB doxazamu da je

OB?> =0C -OD.

Baxcu u obpam.

Pememe: Heka Baxku pacnopen rauaka A—C—B—D. Tana je A—O—C.
IIpema Tome

AC _ AD
CB BD
AO+OC AO +0OD

OB OC ~ OD-OB
AO+OC OB-0C AO+OD OD-0OB

~ O0B-0C "0OB-_0OC OD-0B  OD-0B
_AO+O0B _ A0-0B+2.0D

~ 0B-0C _ OD — OB
N 2-0B _ 2-0D

OB—-0C  OD-OB
= OB- (0D —OB) =0D - (0B - 0C)
= OB-OD—-0B?>=0D-0OD-OB—-0D-0C
= OB%*=0C - 0D,

H(A,B;C,D) =

a TO je m Tpebaso MOKA3aTH.
OO6par ce mokasyje OOPHYTUM MOCTYIKOM. ]

3anarak 56. Axo je nap mawaxa C, D zapmorujcku cnpezrym ca napom
mauaxa A, B, doxaszamu da je 0ymc AB zapmonujcka cpeduna oyacu AC

u BD, myj.
1 1 2

AC T AD ~ 4B
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Pememe: AC AD
_CB_BD
AC  AD
_ AB-AC _AD-AB
AC N AD
AC N AD
_AB_ AB _
AC ~ AD
1 1 2

~Ac T Ap T 4B’

3amarak 57. Axo cy A, B, C u D uwemupu mauke jedne npage maxee 0a
je 0yomc AB zapmonujexa cpeduna oyamcu AC uw BD, myj.

1 12

Ac T AD T 4B
doxazamu da je nap mavaxa C, D Tapmonujcku cnpezrym ca napom maiaka
A, B, mj. da je H(A, B;C, D).

3amarak 58. Axo je H(A, B;C, D), dokazamu da je

1 1 1 1
+ + + =0.
Pememe: Hexra Ba:xku pacmopen tauaka A — C — B — D. Tana umamo

AC AD 1 AD _ AC+CB+BD
CZ BD ©B BB AC  BD AC

1 CB 1
“BD BD.AC AC

11 CB L,
T a¢ "B BB.ac ac

C o63upoMm Ha TO ma je

. @B
v T el

cjaenn

1 1 1 1
t=+=+==0.
AC  BC AD  BD
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Sanarak 59. Axo cy E u F mauke y Kojuma CuMempane ywympaumez
u cnomawmee yeaa ko0 memena A mpoyena AABC cexy npasy BC a
S, Sa, Sy, Se cpeduwma ynucanux Kpyzoea moz mpoyzia 00Ka3aMu 06 je:

a) H(B,C;E,F), 6) H(A,E;S,S,), B) H(A, F;S,Se).

Ciuura 1.43.

Pememe: a) Ha ocuoBy 3anmarka 13. B) umamo: BE : EC = BF : FC.
Kako je jom tauka E usameby rauvaka B u C, a tauka F' muje, (Cnura
1.43) o Basku H(B,C; E, F).

6) Amanorso, 3a tpoyrao ABE Ha ocHOBy 3amarka 13. B) Basku:

AS:SE =AS,: S, E.

Kako jom Basku pacmopen tauaka A —S — E — S, 1o je H(A, E;S,S,).
B) 3a Tpoyrao ABF ma ocHOBY 3anarka 13. B) Baxku

ASy : S FF = AS.: S.F.
Kako jom Basku pacmopen tauaka F —S.—A— Sy, o je H(A, F; Sy, S.). O

3anmarak 60. Axo je A1 cpeduwme cmpanuye BC, D nodnoxcje sucumne
uz memena A, a E u F mauke y Kojuma cumempara ynympawmes u cno-
mawmee yena x¥00 memerna A mpoyena AABC cexy npasy BC, samum
AC = b, AB = ¢, noxaszamu da je:

a) 4A1D - A F = (b — 6)2, 6) 4A1D - A F = (b + 0)2, B) A1D - EF = be.
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Pememe: Osmaummo ca P, P,, P,, P. nogHo:kja HOpMaJa pPemoM u3
rayaka S, Sy, Sp u S, ma npaBy BC (Caura 1.43), npu uyemy je S
IeHTap YOUCAHOT KPpyra a S, Sp u S, MEHTPU CIOoJba YIUCAHUX KPYTOBA.

a) U3 sanarka 59. 6) Baxu H(A, F;S,S,). Tana saxu H(D,E; P, P,),
jep cy D, E, P, P, HOpMaJiHE TIPOjEKIje XapMOHMIjCKE YETBOPKE TadyaKa
A E,S,S,. Tauka A; je cpemumre nysku PP, (Bumu 3amartar 10.), ma
Ha OCHOBY 3aJaTKa HH. cjemu ma je A1P?2 = A;D - A{E. Ilame Ba:ku
(3amarak 10.) PP, =b—c¢, na je A1P = (b—¢)/2, a onaBze je

A1D~A1E:A1P2:%(b7c)2, 1j. 4A1D-AE = (b—c)°.

6) Kao y meny 3amartka mox a) 3akmyuyjemo na je H(D, F; Py, P.), rao
HOpMaJIHE MPOjEeKIrje XapMOHUjCKU cuperuyTtux tadaka A, F, Sp, S,
(3amarak 59.). Tauka A; je cpemumre nysxu P,P., na mpema 3amaTky
1.43. umamo Achz =A1D - A1 F. Kaxo je jomP,P, =b+c¢, 1j. A1P, =
(b+c)/2 cnemm 4A1D - A1F = 4A,P? = (b+ ¢)%.

B) Onysumamewm penamnuje a) on 6) noujamo 441D - (A1 F — A E) = 4be,
tj. A1D - EF = be. O

3amarak 61. Axo cy P, Q, R mauke y xojuma xouxypewmue npase AQ,
BO, CO cexy npase BC, CA, AB mpoyena AABC, S npeceuna mauxa
npasuzr BC' u RQ, dokazamu da je H(B,C; P,S).

Crnura 1.44.

Pememe: Ha tpoyrao AABC u npase AP, BQ) u CR npumenumo Ye-
Buny teopemy (Cuumka 1.44). Tana je

BP CQ AR _,

PC 04 7B - (1.60)
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Camna, na tpoyrao AABC u mpaBy QR mpumenumo MenenajeBy Teo-

pemy. Ilobuja ce
BS CQ AR

—_— — — = 1. 1.61
SC QA RB (1.61)

Ynopebusamenm penanuja (1.60) u (1.61) 3akmyuyjemo ma je
BP:PC=BS:SC

U KaKO jOIn Baykm na je tauka P m3meby tauaka B u C a Ttauka S Huje,
canemu na je H(B,C; P, S). O

Sanarak 62. Axo je ABCD npoussoman wemsopoyzao, P npecewna mavxa
npasur AB u CD, Q npeceuna mauxa npasur BC uw AD, R npeceuna
maura npasur AC u PQ, a S npeceuna mauka npasux BD u PQ, doxasamu

da je H(P,Q; R, S)

P R Q S

Ciuka 1.45.

Pememe: Taurke P, ), R u S cy koJauHeapHe, mpu 4yeMmy je Tauka R
m3mehy rauvaka P u @ a S muje (Cauka 1.45), na je upBu yciaoB u3
neUHUIYje XapMOHIjCKUX YEeTBOPKU TaYaKa 33 J0BOJLEH.

IIpema YeBunoj Teopemu npumemenoj Ha tpoyrao AAPQ u Tauky
C Baxu

PR QD AB

RQ DA BP
Cana ma tpoyrao AAPQ u npaBy BD npumenumo Menemnajesy Teo-
pemy. Ilobuja ce

(1.62)

PS QD AB _

S0 DA BP - (1.63)
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Ynopebusamenm penanuja (1.62) u (1.63) mobujamo
PR: RQ = PS:SQ,

IMTO 3HA4YU 14 je

H(P,Q; R, S).



Jleo 2

KoucTpyKimjcku 3amanm

2.1 YBomHe HammoMeHe

[IITta cy KOHCTPYKIMjCKX 3amamu! Y TeOMETPUjU IOCTOjU MOocebHa
BpCTa 3aJaTaka Koja 3axTeBa onpebheHy ¢opMmy pemaBama, HAPOUUTY
npenu3noct. To Cy KOHCTPYKIMjCKM 3amanmud. KROHCTPYKIUja Ipem-
craB/ba HU3 KOopaka. (CBaku KOpak je HEKA OCHOBHA KOHCTPYKIM]A a
He mpTame. Y 3amaTKy 3aXTeBaMO O0pa3ioKeme O HAUMHY Ha KOjU
MOYKEMO M3BECTU KOHCTPYKIU)Y, MOKA3YyjeMO TAYHOCT PEeIlemna, TUCKY-
TyjemMo O6poj mobujeHux pemiema. Y KOJUKO je YKa3aHO HA HAYWH KOH-
CTpyEINUje GUrype u JOKa3aHOo Ia je Pe3yJITaT Ha3HaueHe KOHCTPYKIUje
ynpaBo ¢urypa, Koja 3a/I0B0OJbaBa CBE 33aTe YCJIOBE - PELININ CMO 3a-
natak. Kopucrehu Heke OCHOBHE KOHCTDyEKIUje (IPUMEHOM Jemupa U
mecrapa) y 3alIaTKy, KoHCTpyumemo oapebene reomerpujcke ¢urype.
Te reomerpujcke ¢urype, kao ImTO Cy Tauka, IPaBa, KPYr, TPOyTrao,
YeTBOPOyTao uThA., Tpeba ma 3am0BOJbe MOCTaBheHE 3axTeBe. Ha mpu-
Mep, Ja HeKu yrao Oyme monymapaH yrily, WIW Oa HeKa Oy Oyne mo-
IyIOapHa APYroj 3a1aToj Oy»KU, WIN na TpaskeHa (urypa Oyne y HEKOM
KapaKTePUCTUIHOM MOJIOKA]Y TPeMa OCTAJIUM 3a1aTUM purypama. 3a-
XTE€BU MOTY OUTU Pa3HOIUKU.

IlocToje mBe rpyme OCHOBHMX KOHCTPYKIIUja:
1. OCHOBHE KOHCTPYKINj€e, KOje Ce MOT'Yy Pealu30BaTU JEeHUPOM,
2. OCHOBHE KOHCTPYKIHje, KOje ce MOI'Yy Peajl30BaTy MIECTapPOM.

OBe OCHOBHE Ipyne KOHCTPYKIUja UMajy MOjeInHadHe MOee:

1. OCHOBHE KOHCTDPYKIHje, KOje Ce MOTYy Peajn30BaTU JECHUPOM
IeJuMO Ha:

(i) KOHCTPYKUM]Y TpaBe, Koja CANP:KU ABE TaUKe;

59
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(ii) KOHCTPYKIMjy TOJIYTIPaBe Ca JATOM MOYETHOM U jOII je IHOM CBO-
jOM TaudKOM;

(iil) KOHCTYKIM]y Hy:KU, YKje Cy Kpajbe TAuKe OBE NATe TadKe.

Camo mpBOM I'DyIOM OCHOBHUX KOHCTPYKIMja HE MOKEMO U3BPIIUTHU
CBe KOHCTpYKIje. Kao mpuMmep MOKeMO HaBECTU KOHCTPYKIU]Y CPeau-
mra maTe Oy»KW, KOjy He MOYKEeMO M3BecT:u camo moMohy jemupa. To
YUHUMO IPUMEHOM 00e I'pyIle, 3aTO HaBEeOVWMO U OBY IOIENY:

2. OCHOBHE KOHCTPYKIMje, KOje ce MOTY Peayim30BaTU MEeCTapPOM Cy:

(i) KOHCTPYKIMja KPyra, YMju je HeHTap AaTa TAuKa U MOJYIPEYHUK
naTa OyiK;

(il) KOHCTYKIMja KPY/KHOT JIyKa KOME Cy TO3HATE YETUPU JaTe TAUKe:
IIEHTap, OBE KPajibe TauKe U jeqHa TAdKa Ha JIYKY.

W jemma m npyra rpyna OCHOBHUX KOHCTPYKIIja HE MOTY HOBECTU MO
pelema y HEKUM KOHCTPYKIMjCKUM 3aaanuMa. HajoosuaTuju npobiaemu
Te BPCTE Cy: NPobAeM MPUCEKYUJe Y2aa, NPodAEM YOBOCMPYUEnA KOUKE
u npobaem xeadpamype kpyea. Hu jemanm on mapemeHux nmpobJiiema HUje
Moryhe pemuTy IpUMEHOM IIecTapa U JeHUpa.

IIpobaem mpucexyuje yzaa: KOHCTPYUCATU OBE MOJIyIPaBe, KOje IaTh
yrao mejie Ha TPU NOLyHAapPHA yIJia.

IIpobaem yosocmpyuema Koyke: KOHCTPYUCATUA UBUILY KOIKE UMja je
3ampeMuHa OBa ImyTa Beha o KOIKe maTe UBUILE.

IIpobaem xeadpamype kpyza: KOHCTPYUCATUA KBAIPAT jeTHAKE MOBPII-
WHE Ka0 OaTu KPYT.

ITocToju jomr mHOrO MpobieMa aHAJOTHUX OBUM, 3a KOje je Takobe
IOKA3aHO Oa Ce He MOT'Y PEIIUTU CaMO y3 MOMON mectapa u Jemupa.

EneMenTapHe KOHCTPpYKIMje Cy Hajje THOCTABHUjE KOHCTPYKIIMj€ U3Be-
IeHe M3 OCHOBHUX. Y TOKY peliaBama 3aAaTKa, y BehuHu ciayuajena,
cmarpahemo mo3Harum oBe KoHCTpykmuje. Hehemo mx yBek objamma-
BaTU U qOoKa3zuBaTu. Jlakie, IPUIMKOM pasa KOPUCTUNEMO jeTHOCTABHE
KOHCTPYKINj€e, Ka0 U OHe U3 HUX U3BeneHe. Y eleMeHTapHe KOHCTDPYE-
nuje yopajamo:

— KOHCTPYKIINI]Y MeAUjaTpuce Iy:KU;

— KOHCTPYKIIMjy OucexkTpuce yria;

— KOHCTDPYKIU]y HAPAJEIHUX OPaBUX (MOJIYNPABUX, LYKU);

— KOHCTDYKIN]y HOPMAJHUX HPaBUX (IOJLYIpPaBUX, LY:KH);

— KOHCTPYKIUjY AY:KU MOAYyAapHE NATOj IyKU;

— KOHCTPYKIOUja yIJia MOXYyAapHOT HATOM VIIIY;

— KOHCTPYKIU]Y CPEAUNINTa YU,

— KOHCTPYKIWjY TAHTeHTe HATOT KPpyra M3 JaTe TadKe;

— KOHCTPYKIU]Y 3ajeTHNYKE TAHTE€HTE NBa IaTa KPYyra;
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— KOHCTPYKIM]y TPOyTJa Yuje Cy MBUIE NMOAyAAapHE TPUMA AATUM
IYsKAMA;

— KOHCTPYKIMjy TPOyTrJja KOMe Cy oAroBapajylha mBuia u mBa yria
MOy AapHU NATOj AYKW W JaTU YIIOBUMA;

— KOHCTPYKIIM]y TPOyIJa KOMe Cy OBe MBUIE U BuMa 3axBaheHu
yrao mogyZapHU OATUM AY:KUMAa U DATOM YTIIY;

— KOHCTDPYKIMjy TPOYyIJia KOMe Cy JIB€ MBUIE M yrao HaCIpaM jeIHe
O BUX MOAYJAPHU JATUM IY:KUMa U JATOM YTy, IPU YEMY je MO3HATO
Ia je yrao HacmpaM APYyTre WBUIE OIITAp, IpaB WU TYII;

— KOHCTPYKII]y TEOMETPUjCKOT MECTa TadyaKa U3 KOjUX ce maTa LYK
BUOU IOJ JATUM YTJIOM.

2.2 PemaBame KOHCTPYKIHMjCKUX 33adaTaKa

Koucrpyrmuja durype F koja 3amoBomaBa mate yciose A cacroju
ce oI YeTUPU eTAaIle:

(i) AHAJIM3A je pasmarpame moryhuoctu ma ce nobe mo pem-
ewma. llomazmMo onm mpermocTaBKe Oa je 3amaTak pelleH, OOHOCHO (hu-
rypa F' 3amoBomasa marte ycaose A. Haname pazmarpaMo onHoCe, KOjU
noctoje uameby matux um Tpaskenux enemenata. Jlomazumo mo yciaoBa
B, roje ¢urypa F' 3amoBossaBa a moMolny KOjUX Cce MO:KE JaKIIe KOH-
CTPpYUCATU.

(ii) OIIMC KOHCTPYRKIIMNJE. Pemene KOHCTPYKIMjCKOT 3a1aT-
ka Tpeba ma camp:ku OIUC KOHCTPYyKIMje. Taj TekcT Tpeba mpenusHo,
KODakK IO KOPakK Aa IPUKaKE KAKO ce Urypa ca Tpa:KeHUM OCOOmMHAaMAa
roHcTpyume. Cumka je obaBe3Ha, aad y NPUHIOUIY CIYKNA CAMO Kao
unycrpanuja. Onuc KOHCTPYKIHje Tpeba aa caap:Ku CBe TOAaTKe, TAKO
Ia OHAj KO r'a YMTa MOYKE CaM Ja KOHCTPYyWUIIe ciauky. Jlakie, KOHCTPYK-
nrja TPUMEHOM KOHAUHOT OpOja OCHOBHUX U €JIEMEHTaAPHUX KOHCTPYK-
uuja, nojazehn on 3amaTux ejleMeHaTa A0Ja3u IO TpakeHe ¢urype F
aju TaKO Ma 3aa0BoJbaBa ycioBe B. CBaku On KOpaka, KOJU UMHUMO
TOKOM KOHCTPYKIje 00aBe3HO MOPaMO U ONUCATH.

(iii) JTIOKA3 je erama y k0joj mokasyjemo ma ¢urypa F korcTpy-
rcaHa Ha OBaj HAYMH 3a10BOJbABA MOCTABJ/LEHE YCJIOBE 3a1aTka A.

(iv) INCRYCNJA BPOJA PEIIEIHA: Kommuerno ypaben 3a-
JaTak MOpa Ja CAIp:Ku U pa3MaTpame O TOME KOJIMKO 3aJaTak MMa

pelema Tj. KOJIWKO PA3IUYUTUX (PUTYDPa, KOje 3aT0BOJHABAjY 3aIaTe
yCJIOBE Ce MO:Ke KOHCTpyucatu. Bpoj pemema 3aBucu on onHoca mebhy
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nmomanuMa 1 purypama, Koje ydecTBYjy y 3aJaTUM yCcJIoBUMa. e omHoce
1 3aBUCHOCT Opoja pemema o4 mux Tpeba younTw M 3ammcaTu, Kao U
IBUXOBY €T3UCTEHIN]Y U CBE TO y ONHOCY HA NAaTe yCJIOBE.

Koucrpyknuje n3BoaumMo npuMeHOM IOy AaPHOCTU, U30METPUje, XO-
MOTETHj€e, CIMYHOCTH, KA0 ¥ IPUMEHOM IPYruxX MeTona. Ha mpumepuma
heMmo mokazaTy neo TOkK pemaBama KOHCTPYKINM]CKUX 33 JaTaKa.

2.3 IlIpoctuju mpumepu

anarak 63. Jam je xpyz k u ean weza mawka A. Konempyucamu npasy,
Koja npoaasy kpos mauky A u cevwe kpye k y maukama B u C maxeum da
je AB = BC.

Ciuura 2.1.

Pememe: Anaausza. Ilpernocrasumo na npasa | canpsku Tauky A, a ca
kpyrom k mma 3ajemuauure tauke B u C takse na je AB = BC. Koucrpy-
umeMo taurenty t Ha Kpyr k u3 tauke A (Couka 2.1) u noaupry Tauky
TaHreHTe M Kpyra o3Haummo ca 1. Tana Baxku AT? = AB-AC. Cana je
AT? = AB(AB+ BC), 1j. AT? = AB(AB+ AB) a onasne AT? = 2AB2.
Sakmyuyjemo na je AT XxumoreHysa jeIHOKPAKOT MPAaBOYTJIOr TPOyTIJa
(ITuraropuna Teopema), uuja je karera jemHara maysku AB.

Konempykyuja. Komcrpyumemo kpyr k m tauky A BaH TOr Kpyra. 3a-
TUM U3 Tauke A KOHCTPYHUITEMO TAHTEHTY ¢ Ha KPYT k U HOOUPHY TAUKY
osznaumumo ca T (Cuuka 2.2). Han npeunurkom AT KOHCTpyUIIEMO KPYT
k1. Ha wpyry ki ompemmmo Tauky B’ tako na je AB' = B'T. 3arum
KOHCTPYUIEMO KpyT ko ca MeHTpoM y Tauku A u mosynpednukom AB'.
Tana kpyrosu k u kg Mory ma wumajy ABe, jeqHy WIU HUjEeTHY 3ajel-
HUYKY Taudky. lIpermocTaBuMo ma mMajy 3aje THUYKAX Tadaka U jeITHy
on wux oszmaunmo ca B. Ilpecek mpase AB u kpyra k oszmaummo ca C'.
Baxu pacnopen rauaka A — B — C, jep je AB < AT.
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Cunura 2.2.

Zoxas. Ioraxumo ma cy oBako kKoHcTpyucane tauke B u C ympaso
Tpaskene tauke. Kako je AB ceuuna a AT tamremra kpyra k To je
AT? = AB - AC, AC = AB + BC. Kaxko jom Basu pacumopen Tadaka
A—B—C, 1o je no koucrpykuuju AT? = 2AB?. 3naun 2AB? = AB-AC,
1j. 2AB = AC a omasne cuemu 2AB = AB + BC, tj. AB = BC, uuwme
je moKa3 3aBpIIEH.

Juckycuja. 3amaTak uMa IBa, jeIHO UK HEMA PENIeHma y 3aBUCHOCTU O
TOora ma ju Kpyrosu k u kg mMajy aBe, jeoHy WV HEMA]y 3ajeTHUIKUX
Tayaka. ]

Sanmarak 64. /lam je xpye k u y wezoso] paswu npasa p. Koncmpyucamu
npasy napaseany npasoj p, xoja ceve kpye k y maukama A u B maxo da
je oyae AB jeonaxa damoj oyaxcu l.

Cunura 2.3.

Pememe: Anaauza. IlpermocraBuMo ma Cy yCIOBU 3a0aTKa 3a10BO-
JmeHu Tj. ma je tetuBa AB myskuHe | mapaJsiesnna mnpasoj p. Konctpywm-
MUMO HOPMaJIHE Tpojeknuje Tadaka A 1 B Ha mpaBy p U O3HAUUMO UX
pemom ca A; u By (Caura 2.3). Osmaummo ca C) mogHO:kje HOpMaJe
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u3 cpemumra O Ha mpaBy p a ca C' momHOKje HOpMAJIe U3 CPEIUINTa
O uwa AB. YerBopoyrao ABBiA; je npaBoyraouuk, jep cy aysxku AA;
u BB; mopmasue Ha mpaBy p a ayxku AB u A;B; mapanenne. Cienu
AB = A1Bi, u kako je jomut AB =1 1o je Ai1B1 = [. Ilpasa OC] je
cuMmerpasia TetuBe AB, omakie ciemu ma je OHa CUMETpAJa U IysKHU

A1B1. ﬂaKJIe, A101 = ClBl = l/2.

Konempyxuuja. Heka je mar xpyr k m mpasa p. KoucTpyummmo HOpP-
Masy u3 tauke O Ha npaBy p u nogHOxje o3nauumo ca C (Caura 2.4).
Ca pasmux crpana tauke (] Ha mpaBoj p ompemumo Tauke A; u B
rakBe ma je A1Ch = C1B; = 1/2. Y rmaukama Aj, B KOHCTPYUIIIMO
pemoMm HOpMAaJie mi U N Ha npaBoj p. llpase mi,n; cy cuMmerpuvHe
y omuocy Ha mpasy OC]. Ako mpasa ni um Kpyr k uMmajy 3ajeTHUYKUX
tauyaka mMmahe ux u mpaBa n; 1 Kpyr k u oOpHYTO.

Heka mpaBa mp uma 3ajemHuURUX Tavaka ca kpyrom k. Osmaummo
nx ca A u A” u vera je tauka A Gamxa npasoj p. Osmaunmmo ca B, B”
3ajemqHUYKEe Tauvke Kpyra k u mpase np, npu dyemy je B Oawmka mpaBoj
p. OBako KoHCTpyucaHa ny:k AB je ympaBO TpaskeHa IyiK.

Zoxas. Ioraskmmo ma je oBako mobujena ny:k AB nysxkume | u nma je
mapaJiesnna npasoj p. [la 6u cMo TO mokKa3aJiu, JOBOJHHO j€ na HOKAKEMO
na je uerBopoyrao ABBj A; mpasoyraouuk. Ilo koucrpykuuju je LA =
£B1 = R, rme R ozmauaBa mpas yrao. JloBo/mHO je mokazatu na je
£ABB; = R.

Cuura 2.4.

IIpermocraBuMo ma TO He BasKu, Tj. Oa npaBa BB; Huje HOpMAaJHA
ma AB. OsmauuMmo ca n mpaBy Koja mpoJiasu Kpo3 Tauky B u nl BBj.
Tana je n# ABu A+# A, rne cmo ca A’ o3HauMIM Tpecek TpaBux n u
m1. Cana je, mo KoHCTpyknuju dersopoyrao A’BByA; npaBoyraoHuk
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na omarie caemu na je OCy LA'B y mekoj trauku C], jep je OC) cume-
tpasa nyxu A;By. 3mauu, tauke B u A’ cy cumerpuune y omHOCY Ha
upaBy OC.

Kako je B ma kpyry k a OC| npoisasu Kpo3 IeHTap Kpyra, To 300r
cuMmerpuunocTu Ttadaka A’, B y ommocy ma OC cnemu ma u tauxa A’
npunana kpyry k. Ilakme, Basku na je A mpeceuHa Tauka mpase mi u
kpyra k, A’ mpeceuna Tauka mpasux mj u n u A’ nmpumana kpyry k.
Opnasne caemnu na je A’ mpeceuna Ttauka kKpyra k u mpase my.

Iakne, tauke A mu A’ ce mormanajy ma je werBopoyrao ABBjA;
IpaBOYTaOHUK, a oxaTie 3akpbydyjemo na je AB || A1By u AB = A1B;.

Juckycuja. 3amaTak uMa IBa, jeIHO UK HEMA PENIeHa y 3aBUCHOCTU O
TOora na JU IpaBe M1, N UMajy IO ABE, jeqHY WU HUjeNHY 3ajeTHUYKY
TAYKy ca KpyroMm k, Tj. ma au je | < 2r, l = 2r nau | > 2r, roe je r
MOJYIPEYHUK Kpyra k. O

S3anarak 65. Hexa je | dama dyxc, p u q napaseane npase u Mmauxa
san wur. Kowcmpyucamu npasy, xoja cadpacu mawky M maxo da owna
cewe mpase p u q y maukama xoje o0pehyjy oyac nodydapny oyaxcu L.

Qa q

N
AT

| Pa_ P

Cnuka 2.5.

Pememe: Ananuza. Heka cy P u () pemoMm Tauke IpaBUX P U ¢ TAKBe
na je PQ = 1. Tana je tpaskena mpaBa a kpo3 Tauky M mapajesHa
npasoj PQ (Cnuka 2.5).

FKonempyrxuuja. Hera je P mpousBo/bHA Tauka IpaBe p. KoHCTpyUIIIMO
kpyr k(P,l). Hera je ) jemsa on mpecedyHuMX Tadaka TOT KPyra ca
npaBoM ¢q. Koucrpyumwmmo, 3atum mpaBy a Kpo3 Taury M mapasensy
npasoj P(Q). Ilpasa a je TpaskeHa mpasba.

oxas. Ilokaxkumo ma je a TpakeHa mpaBa. Kako cy mpase p u ¢ mapa-
JIeJIHe TI0 KOHCTPYKIUju ¥ mpasBe a u P(Q) mapasenne takobhe, yeTBop-
oyrao onpeben mpasama p, ¢, a u PQ je mapaJesorpam Ia je oIcevak
npaBe a usmMeby mpaBux p u ¢ mogymapaH mysKu .
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ucxkycuja. Bpoj pemema jenHak je Opojy mpeceynux Tadaka Kpyra k u
npase q. Heka d o3HauaBa oncTojame mapajeHux IpaBux p u q. AKo
je d < I, 3apmarak mMa nBa pemema, ako je d = [ 3amaTak uMa jemTHO
pemneme a ako je d > [ 3amaTak HEMa pellemna. O

2.4 KoHCTpYKIHuja Kpyrosa

3anmarak 66. Koncmpyucamu kpye k, xoju dodupyje damu kpye k1 a damu
xpye ko dodupyje y damoj mavwku A.

Ciauxra 2.6.

Pememe: Anaauza. TlpermocraBuMo ma Cy yCJIOBU 3amaTkKa 3a10BO-
JbeHU, Tj. Oa Kpyr k momwpyje matu Kpyr ki a matu Kpyr ke momupyje y
natoj tauku A. Ca S o3HaumMo momupHy Tauky kpyrosa k u ki. Tauke
A u S npunanajy kpyry k, onakie 3aripyuyjemo na je OS = OA. Tauka
A npunana kpyry ke u Basxku pacnopeen ravaka O —A— Oy (Caura 2.6),
OJaKJIe CIenu na je:

00, =0A+ A0 =r+1ry, 001 =054+5S01=r+m (2.1)

Ha monynpasoj OOy oapemumo tauky O] TakBy Ia je ca OHE CTpaHe
tauke A ca koje je n tauka Oz. Heka jom Bawku u AO| = r; = SOy n
kako je O — A — O, 6ulie:

00 =0A+ A0y =7r+m (2.2)

U3 (2.1) n (2.2) mobujamo OO0; = OO0}, 1j. tpoyrao AOO|O; je jen-
HAKOKPaKU na My je Bpx Ha cuMmerpasu O;0] ocuoBune. 3Haum O je
npeceuna rauka npasux 024 u sp,0; -
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Konempyxyuja. Korcrpyumenmo kpyrose k(O1,71) u ko2(Ogz,72) (Cuuka
2.7). Heka je ma kpyry ko mara tauka A. Koncrpyummmo npasy AO; n
Ha B0] oxpeaumo Tauky O] ca oHe cTpaHe ca Koje je tauka Oz, TAKO 1a
je AO] = r1. Y upecery cumerpaine nysxu O10] n npase AOy Hanasu
ce rauka O. Kpyr k(O,0A) je TpakeHu KpyT.

Cuaura 2.7.

Zoxas. Kpyrosu k u ko ce momupyjy y tauku A mo koncTpykuuju. U3
jemnaroctn OO| = OO; u pacnopena tadaka O — A — O] Buaumo na
nocroju Taura S, koja npunamga OO Tako a BaKUA PACIOPe Tadvyaka
O—-S5S—-0;u08=0A. Taga je AO] = 00} —0OA =00, — 0S8 = S0,
n AO| = r, ma Baszkm SO; = r;. 3akmyuyjemo na tauka S mpumana
kpyry k1. Hame, uz S € ki mw OS = OA caemu S € ky x k. Ilakie,
KOHCTpyHUCaHU KpyT k momupyje kpyr k1 y Tauku S a Kpyr ko v Tauku A.

Luckycuja. 3amaTark MOke UMATHU ABa pemema. pyro pememe TocToju
jep mocroju moryhuocr na tauky O oapenumo Tako na Basku pacuopen
Oy —A—0Oy. Tana rkopuctumo cumerpauy ay:xu 0107, IIpeceuna tauka
Te cumerpaJje u npase AQ. 6uhe nenrap Tpaskenor kpyra. Os3maunmo
Ty tauky ca O'. Taj kpyr momupyje kpyrose ki u ko y Taukama S’ n
A, pemoM. Y ommTeM ciyvajy 3amaTakK MMa IBa PEIlema aKo MOCTOje
rauke O n O'. Axo je jemna on npasux O/O; nnn O]0O; HOpManHA Ha
AQO, 3amarak he umaTu jemHo pemene. O

3amarak 67. /lama je npasa a, kpyz k u na memy Hexa mavuka A. Kow-
cmpyucamu Kpyz, xoju dooupyje npasy a u damu kpyz k y mauwxu A.

Pememe: Anaausza. Heka je mar xpyr k, tauka A ma kpyry k u mpasa
a (Cuuka 2.8). Heka je ki Tpaskenu kpyr. Osmauummo ca B mnomupry
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P

Ciuuxra 2.8.

Tauky Kpyra ki u mpase a. IIpecek Tanrente t4 Kpyra k y taukum A ca
npasoM a o3maummo ca P. Kako je O1A = OB =ry u PA = PB, kao
TAHTEHTHE OyKU Ha Kpyr k u3 mcrte tauke P, To ce Tauka (] Hamasm
Ha cumerpasu yriaa LAPB = L(ta,a).

Konempyryuja. Koncrpyumenmo npasy a u kpyr k(O,r). Y nartoj Tauku
A € k KoHCTpYUIIIEMO TAHTEHTY t 4 Ha KPYT k U 03HAUMMO ca P mpeceuny
Tayry npasux a u t4. Koncrpyumemo 3atum cumerpady s yraa £(t4, a)
u o3Haunmo ca Op npeceuny taury npasux s u OA. Kpyr k1(0O1,01A)
je TpakeHU KpyT.

Joxas. Kpyr k1(01,01A) no KoHCTPpYKIMjU noaupyje Kpyr k y Taurum
A u mpaBy a y HEKO] Tauku B, jep My je IeHTap Ha CUMETPaJd yria

L(ta,a).

Auckycuja. Kako MOKeMO KOHCTPYUCATU U CUMETPAJY S yria, CyIie-
MeHTHOT yruy 4 (ta,a), 3amarak MOKe MMaTH ABA PEIIEHha Y OIIITEM
caydajy. AKO je TaHrenTta t4 mapaJiejqHa ca IpaBOM a 3aIaTak he
UMATH jefHO pemrerme. AKO mpaBa a moaupyje Kpyr k Oam y Tauku
A 3amarak e umaTu 6€CKOHAYHO MHOIO PEIICHA. O

3amarak 68. Koncmpyucamu xpye k, xoju cadpacu dee mauxke M u N u
wwju yenwmap npunada oamom kpyey ki(O1,r1).

Pememe: Awnansuza. IlpermocraBuMo ma Cy 3aJ0BOJLEHU CBU yCJIOBU
sanatka. Heka je k(O,r) rpaskenu kpyr (Cuauka 2.9) koju cagpsku nare
trauke M u N a menrap O My mpunazna kpyry k. Tama ce taura O
Hasja3u y npecery cumerpadse xysku MN u xpyra ki(O1,7r1).

Konempyxyuja. Komcrpyumumo kpyr k1(O1,71). Hera cy M u N nBe
MPOM3BOJLHE TauKe y paBHU Kpyra k1. KoHcTpyumemo cumeTpainy my:xu
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MK,

Cuka 2.9.

MN wu o3mauumo je ca s. IIpasa s u kpyr ki(O1,7r1) MOry uMarTu nse,
jemHy wWiad HUjenHy 3ajemHuduky Taury. lIpermocraBmhemo ma umajy
bap jemHy 3ajemuuuky Tauvky u o3Haumhemo je ca O. Kpyr ca mearpom
y Tauku O u nmoaynpeunukoMm OM = ON jecre TpaskeHu KpPyT.

Joxas. Taura M npunana kpyry k(O,OM) no kocrpyrumju. W3
OM = ON caemu na u tauka N npunazna kpyry k(O,OM). Tauka
O npunana npeceky mnpase s u kpyra ki(O1,71) ma mogasuMo mO 3a-
kibyuka ga tavka O npunana u kpyry ki1(O1,r1). Hakmne, k(O,OM) je
TpasKeHu KPYT.

Juckycuja. 3amaTak MOKe MMATH OBA, J€THO WJIM HU jEeIHO PEIIeme y
3aBucHOCTH ox Tora na jau kpyr k(O,OM) n npaBa s umajy IBe, jeqHy
WM HEMAjy 3ajeTHUUYKUX TavaKa. O

3amarak 69. Koncmpyucamu kpye, koju cewe mpu dame npase a, b u ¢
100 Y2A08UMG JEOHAKUM 0GMOM Y2AY W.

Pememe: Anasuza. Heka je yrao w < R u HeKa cy nare Tpu mpase a,
b u ¢ m HeRU KpyT k, KOjU UX ceve MO YIIIOBUMA JEAHAKUM JATOM yTIIY
w (Cuamra 2.10). Tanga Basku:

L(a,k) = L(a,ta) =w, L(bk)=4L(btp)=w, L(c,k)=4L(c,tc)=uw,

rme cy ta, tg u t¢ TaHreHTe Ha KPYyr k, peaoM y MPECEeYHUM TadKaMma
npaBux a, b u ¢ ca kpyrom k. Ca O o3maummo neHrap kpyra k a ca
M, N u P mopmasue mpojekmnuje taurke O Ha mpase a, b u ¢, pemomM.
ITocmaTpajmo Tpoyriaose

AOAM, AOBN u AOCP.



70 2. Koucrpykimjcku 3amanu

B

Cuaura 2.10.

To cy monymapHU TPOYTJIOBU jeP 38 HBUX BAXKU:

LAMO = {BNO = LCPO(= R),0A = OB = OC(=r),
£LAOM = £BON = £COP.

W3 momymapHOCTM OBUX TPOYIJIOBA CIEAM jeTHAKOCT OCTAJIUX €eJIeMe-
Hata, na je OM = ON = OP. 3uaun, pacrojama tauke O (cpenaumra
Tpa:KeHOI Kpyra) IO IpaBux a, b u ¢ cy jenHaka, na tauka O Jexu y
IIpeceKy cuMeTpaJia yriosa u3dMebhy mpasux a, b u c.

Konempyrxuuja. Hera cy mare mpaBe a, b u ¢ u HEKa ce OHE CEKy ¥
TpUMa TAYKaMa. KOHCTPYUIINMO CUMETPAJE yLJOBa TPOYTJa OIpe-
bewor Tum Tpuma Taukama. [Ipeceuny Tauky TUX cuMeTpPaJIa O3HAYUMO
ca O. Koucrpyumumo 3 tauke O HOPMAJIy HA MPAaBy ¢ U MOTHOMKjE Te
HopmaJsie o3HaumMmo ca M. KoucTpyummmo mosynpaBy p ca TOUETKOM
y tauku O takBy na je 4(p,OM) = w. Kako je w < R To mosynpasa p
ceue mpaBy a y Hero] tauku A. Koucrpywumwmmo kpyr k(O,OA). Kako
je pacrojame Tauke O mo mpaBux a, b u ¢ jenHaro m kpyr k cede nmpaBy
a, kpyr k he cehu u ocrase nBe mpase b u c.

Loxasz. Ca B o3HaumMo jenHy On IpECeYHUX Tavaka Kpyra k u npase b.
OGeneskumo ca N momHokje HopMasie u3 tauke O Ha mpasBy b. Y
raukama A u B koHcTpyumuMmo TaHrente t4 u tg. Tama je, mo xom-
CTPYKIMjU:

L(a,k) = L(a,ta) = LAOM = L(p,OM) = w.
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ITocmarpajmo Tpoyrnose AOAM m AOBN. Omnu cy monynapHUA
nmpeMa IOPpBOM CTaBY O MOLYIApPHOCTH TpoyrioBa jep Bawu LOMA =
£LONB(=R), OM =ON, OA = OB. V3 muxoBe 0OIyAapHOCTU CJIEAN
LAOM = ABON. ame umaMo

£(b,k) = £(b,tg) = LBON = LAOM = £(p,OM) = w.

Amnasorao ce mokasyje na je £L(c, k) = w.

Juckycuja. 3amarak uMma jeqHO pememe ako je w # R u npase a,b u ¢
ce ceKy y TpuMma Taukama. Ako je w = R u a, b, ¢ ce ceky y Tpuma
pasHuM TavykaMa 3aaaTak he mMaTu jenHo pememe. Ako je w = R u
a,b u ¢ ce ceky y jemmoj Taukm 3amaTak Ne mmMaTu OECKOHAYHO MHOTO
pemema. 3amarak Hehe mMaTu pemema y OCTAIUM caydajeBuma. [

2.5 Heka reomerpujcka MecTa Tauaka

Sanmarak 70. Kowcmpyucamu 2eomMempujcko Mecmo mavara jeonaxo yoa-
menux 00 deejy damux mavaxa A u B.

Pememe: Osunauumo ca O cpemumre nysxu AB, a ca P, P # O, npous-
BOJLHY TauKy KOja MPUMana TPaKEHOM IeOMETPUjCKOM MECTY Tavaka,
Tj. 3a kojy je PA = PB. Tana, tauka P me mpunana mpasoj AB jep
6u ce y cymporaom tauke P u O mnokiamase. IIpema tpehem craBy
0 MOy AaPHOCTU TPOyryioBa ciemu na cy tpoyriaosu AAOP u ABOP
nonynapau (Cauka 2.11) a n3 BUXOBE MOLYJAPHOCTU CJIEAN jeIHAKOCT
nanopenaux yriaosa £ AOP u £ BOP. Harkne, PO | AB, Tj. Tauka P
npunana cumerpasau s nysku AB.

A 10 B
Cuura 2.11.
OOGparHo, Herka je P # O mpou3BoJ/bHA Tauyka CUMETpaJie S Iy:KU

AB. Tapa cy tpoyraosu AAOP u ABOP nomgymapuu mpema IPBOM
CTaBy O TOAYIAPHOCTU TPOyrJioBa. M3 mUXOBEe MOAYIAPHOCTHU CJIEaN
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PA = PB. Ilpema TOME Tpa;KeHO I'€OMETPUjCKO MECTO Tadaka Ipel-
cTaBba cuMeTpany mnysxku AB. 0

3amarak 71. Koncmpyucamu 2€0Mempujcko Mecmo memMena C8UT Yyaa0ea
JEOHAKUT 0GMOM YenYy & KOJuMa KPAUU Mposaze Kpo3 dee dame madke

A u B.

Pememe: Heka je mat yrao o u meka cy mare tauke A u B. Koncrpy-
vmumo ny:x AB u noaynpasy AD tako na je L(AB,AD) = a (Caura
2.12). KoucTpynmmmMo npaBy n Kpo3 Tauky A ynpaBHy Ha IOJyOpaBy
AD m roucTpymmmMmo cumerpaay s aysxku AB. Ca O hemo o3maunTn
npecek npasux § u n. Roucrpyumwmmo kpyr k(O,0A). Kako je O na
cumerpasnu nyxku AB 1o je OA = OB ma tauka B mpumana Kpyry
k(O,0A). C mpyre crpane, OA je jeman onx MONynpedHuKa Kpyra k
u kako je OALAD 1o je AD ranrenra kpyra k. ['eomerpujcko mecTo
Tavaka, Koje Cy TeMeHa yIrJjIoBa 4Yuju Kpalu IpoJjas3e Kpo3 Tauke A u

B u xoju cy jemmaku maToM yriay « je ayk AB, Koju ce Hajma3u ca OHE
crpane ny:xu AB ca koje muje moaynpasa AD. TpaskenoMm reoMerpuj-
CKOM MECTY Tadvaka NOPUIAnajy W TauvKe JIyKa, KOjU je CUMEeTPUYAH Y
onuocy Ha npaBy AB. loka:KuUMO na MPOM3BOJLHA TAYKA Ca TOMEHYTUX

Ciuura 2.12.

aykroBa mMa Ty ocobuny. Heka je tauka P ma nyry AB ca ome crpane
ca koje muje moaynpasa AD. Kowumcrpyummumo ny:xku AP u BP u 03-
HaurMo npecek npasux AB u s ca S. Tana cy yraosu £(AD,AB) =«
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u £LAOS jemHaku Kao yryioBU ca HOpMaJHUM Kpammma. Ciemnu
£LAPB = éAAOB = LAOS = L(AD,AB) = a.

Iloka:kMMO [a He MOCTOjU TadyKa BaH IMOMEHYTHX JIYKOBa ca Tpa-
skeHoM ocobuuom. IlpermocraBumo ma je () Tauka, Koja He MPUIIAIA
TOMEHYTUM JYKOBUMA a mMa ocobmuy na je LAQB = a. Younmo mpo-

u3BoHy Taury R wa myxku AB. Ilpasa R(Q) cehu he nyx AB wpyra
k, koju HEUje ca mcre cTpaHe kKao u moaynpaBa AD y Hekoj tauku M.
OsBaj mpecer moctoju jep mpaBa QR mposasu Kpo3 yHYTPAIIBby TAUKy
R kpyra k. Coojumo Tauxky M ca taukama A u B m mocmarpajmo
tpoyraoBe AQM u BQM. Tana je: LAQR > LAMQ (kao cmosmammmu
Hecycennu yrao) u LRQB > £QM B (kao cuobalimny HECYyCeIH! yTao).

Kako je mo komcTpykumju mosympaBa QR ymyrap yraa £AQB a
noxynpaBa MQ yuyrap yraa AM B, to he Basxuru:

a=4AAQB = LAQR + {RQB > LAMQ + {QMB = {AMB = a,

Tj. a > « mro je Hemoryhe. Cuyuaj kama je Ttauka () BaH Kpyra k
pa3MaTpa ce aHaJoOrHo. Jlakje, He MOCTOju TAaUYKa BAaH AATUX JIYKOBA
ca TpaykKeHOM OCOOUHOM. O

3anmarak 72. Jlam je kpyxcnu ayx BLC':

a) KORCMPYUCamu ckyn cpeouuima Kpyz08a YnucaHur y mpoyzaose, Ko-
juma cy dsa memerna mawke B u C a mpehe meme npomenpusa mavwka
ayka BLC;

6) Kowcmpyucamu cKyn cpeduwma cnosa YnUCGHUT KPYyzo8a 20pe HA8e-
denux mpoyznosa, Koju 000upyjy cmparuyy BC;

B) KOHCMPYUCAMU CKYN CPEOUUME CNODG YNUCAHUT KPY2O8A, NOMEHYMUL
mpoyenosa, xoju 000upyjy cmpanuyy CA;

r) KOHCMPYUCamu ckyn cpeduwma cnowba Ynucanus Kpyz08a 20pe Hase-
denur mpoyanrosa, Koju 000upyjy cmparuyy AB.

Pememe: Heka je nara nysx BC u kpyr k(O,r), KOMe npunanga Kpy:KHA
JIYK BEC. Koucrpyumumo majupe cumerpany s mysku BC. Ilpecek
cuMeTpaJie S U JIyKa BEC o3HaumMo ca M a mpecek cumerpaJie s u
TyKa BC (rma rome Huje Tauka L) o3maummo ca N.

a) Ckyn cpeaumra KpyroBa YNHUCAHAX y TPOYIJIOBE, KOjUMa Cy ABa

temena Tauke B u C a Tpehe teme ma snyry BLC, je Kpy:KHU JyK
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BC kpyra ki (Cnura 2.13) ca unenrpom y tauku N U MOJIYIPEYHUKOM
NB = NC, xoju nesxu y xpyry k (Bumou 3amartax 10. e)).

M

Cuura 2.13.

6) Ckyn cpemumra Kpyrosa, koju momupyjy crpanuny BC (Cuauka
2.14) u npony:xerke crpanuna AB u AC mOMEHyTHX TPOYIJIOBa je

kpys&un ayk B1Ch kpyra ki, koju je u3Ban kpyra k roe By = ki X BN
u Cp =k x CN (Bumu 3amarak 10. e)).

B) Koucrpyumemo cumerpainy s aysku BC u ompemumo tauke M u N
y mpeceky kpyra k u mpase s. Kao u mom a) KOHCTpyMIIEMO KDPyT
ki(M,BM = CM) (Cmura 2.15). Tanma je ckyn CBUX CpemuinTa Kpy-
roea, kKoju momupyjy crpauuty AC u nponyskerke crpanuna AB u BC

KPY:KHU JIyK Kpyra ki, koju aexu y yray CBM, tj. ayk B'C (Bumn
sanmarak 10. e)).

Cnura 2.14.
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Cl ------------------------------- B'

Cuura 2.15.

r) leomeTpujcko MecTo Tadaka, Koje Cy HEHTPU KPYTOBa, KOjU JOAUDPY]Y
crpanuny AB u nponyskerke crpanuna BC u C'A je Kpy:KHU JyK Kpyra
ki(M,BM = CM) (Caura 2.15) roju nexun y yray £BCM Tj. 1o je

ayk C'B (Bumm 3anarak 10. e)). O

2.6 KoHCTpyKIIje TPOyrJioBa

Sanmarak 73. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je noznamo:

£A=a, BC=a, bxc=d.

Pememe: Anaausza. IlpermocraBumo na je AABC ca HaBemeHUM OC-
obunama, 1j. LA =a, BC =aub+c=d. Ha mpoayxerky cTpanume
BA onpenumo Ttauky E Tako ma Baku pacmopen tadaka B — A — E u
AC = AFE (Cnura 2.16). Tana je BE = BA+AFE = BA+AC = b+c=d.
Kako je AE = AC To je tpoyrao AACFE jenHaxkokpaku, mma je Tama:
LACE = LAEC.

Yrao LBAC je cnomammu mecycennu 3a yraose LAEC nu LACE y
rpoyray AACE, na je { BAC = {AEC + LACE. .

1
W3 nmocnenme mse jemmarkoctu caemu na je LAEC = —ABAC = Qa.

Taurka A je Bpx jemmakorkparor tpoyriaa AACE, ma mpumamga cume-
Tpaau ayxu CFE.

Konempyxuyuja. Ca mouyeTkoM y Tauky F KOHCTPYUIIEMO IIOJYIPaBe P U
g takse na je L(p,q) = /2. Ilame, koHCTpyUIIEMO TAauyKy B Ha mOJIy-
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Ciuura 2.16.

npasoj q takBy na je BE = d (Cnura 2.17). Ca nenrpom y Taurku B
KOHCTpyHUImeMo Kpyr k moaympeunuka ¢ = BC. Tanga Mory HacTymuru
caenehu caydajeBu: Kpyr k u moaynpaBa p MMajy OBe, jeIHY WUIU HU-
jenmHy 3aje THUYKY TauKYy.

ITpernocrasumo na kpyr k(B,a) u moaynpasa p uMmajy 3ajeIHUYKY
rayry u o3Haummo je ca C. Ako je o < 2R tanma je a/2 < R, na
cumetrpada aysxu EC ceue momynpasy q y Tauku A. 3a tauky A mocrtoje
crnenehe moryhuoctu: F—A—B, A= B, E—B—A. Ilpernocrasumo na
Baskm pacmopen tauaka: F—A—B. Tana cy A, B, C Tpu HeKoJIMHEapHE
tauke (jep A € q, B€ qu C € p) u onpebyjy remena AABC.

Loxasz. Horaxkumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) Taura C npunana xpyry k(B,a) omakie caemu BC = a.

(ii) ITo komcrpyrmuju tauka A npunaga cumerpanu ay:xu CE na
je Tpoyrao AACE jemmarokparu, tj. AC = AFE. Kaxo jom Baku u
pacmnopen tauaka F — A — B, 3akmpyuyjemMo na je

BE = BA+ AE = BA+ AC.

[To komcrpyruuju je BE = d, omakne caemu BA 4+ AC = d, na je u
APYTHU YCJIOB 3a,10BOJLEH.

(iii) Tpoyrao AACE je jemmarokparu na je L BAC = 24 FEAC kao
CHOMAIKY Hecycequu, a no Koucrpykuuju je LFAC = L(p,q) = «/2,
omakye cinenu £ BAC = a.

Ilakne, oBako koucTpyucanu Tpoyrao AABC je TpamkeHu Tpoyrao.
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Cuka 2.17.

JNuckycuja. Tonx ycmoBom ma je a/2 < R u ga Basku pacmnope] tavakra
F — A — B 3amatak uMa OBa, jeOHO WIKM HUjEOHO peEIleHmne, Yy 3aBUC-
HOCTU Oon Tora ma Jsu kpyr k(B,a) cede, momupyje mim Hema 3ajel-
HUYKAX TAYaKa Ca MOJYIPaBOM p. ¥ OCTAJUM CJIydajeBUMa 3a0aTaK
HEMa, PeIlemha.

Napomena. Cuayuaj rkana je mato b —c = d, b > ¢ pasmarpa ce aHa-
JIOTHO, ¢ TUM INTO ce Ha crpaunumu BA tpoyraa AABC onpemu Ttauka
E rakBa na je A— B—E u AE = AC (Cauka 2.18). 3a KOHCTPYKIU]Y
tpoyrana ABEC nMmaMo DOBOJLHO €JIeMeHaTa:

BC = a, BE=b—cu {BEC = R — %. Teme A mamaszumo y

Cauka 2.18.

npeceky npaBe BE u cumerpaine s ny:xu CFE, jep je tpoyrao AACE
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jeTHAKOKpaKU. O

Samarak 74. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je noznamo:
BC=a, 4£B=§8, btc=d.
YuyrcrBo: 3amarak ce y oba ciydaja pemaBa onpebuBameM Tauke

FE wa npasoj AB, Tako ma y IPBOM CJyuYajy BaKU PACIOPE TavyaKa
B—-—A—-FE,ay nmpyrom A— B — FE (Cuuka 2.19).

E

Caura 2.19.

3amarak 75. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je noswamo:
BC=a, btc=d, h,

npu wemy je hy sucura uz memena B.

Pememe: Awnanuza. Hexa je AABC tpaskenu tpoyrao, tj. BC = a,
b+c =du h, je merosa Bucuna (Cumra 2.20). Osmaunmo ca B
MOMHOK]e BUCUHE u3 TemeHa B Ha crpamurny AC, a ca F taury mpase
AC rakBy nma je AEF = AB u C — A— FE. 3a KOHCTPYKIU]y TPOYTJIa
ABCBji, a camuMm tuM u Tpoyria ABCE uMaMoO I0BOJLHO e€JIeMeHaTa.
Teme A manasu ce Ha cuMmerpasu ocuoBurie BE je mHaKOKpAKOT TPOYTIa

AABE.



2.6. KoHcTpykumje Tpoyriosa 79

Ciuka 2.20.

Konempyrxyuja. Ca moueTkoM y Tauku B| KOHCTPYUIIUMO MOJIYIPABE P
n g takse ma je £(p,q) = R. Ha momynpaBoj p KOHCTDYHUIINMO TAUKy
B rakBy ma je BBy = hy, a 3atum kpyr k(B,a) ca LeHTPOM y Tauku
B u moaynpeunukoMm a. IlpermocTraBumo mga mMOCTOjU MpECEUYHA TAYKA
kpyra k u mosymupase ¢ u o3Haunmo je ca C'. Ha npasoj B1C onpenumo

taurky F takBy na je CE =d u Basku B, B Zc. Koucrpyumumo 3atum
cumerpasy s ay:xku BE u o3maumMo ca A mpecedHy Tauky NpaBUX S U
CFE u npermocraBuMo na Basku pacmnopen tauaka C — A — E. Tauxe
A, B u C cy mo KOHCTPYKIUjU TPU HEKOJIWHEeapHe Tauke ma onpebyjy
temena Tpoyriaa AABC.

Joxas. INoraxumo na je tpoyrao AABC TpakeHu Tpoyrao.

(i) Mo koucrpyrmuju je BBy L B1C u BB; = hy, a Kako cy Tauke
A, C u B ronuneapue 1o je hy Bucuna tpoyria AABC.

(ii) o roucTpyruuju Teme C' npunana kpyry k(B,a) na je u apyru
ycaoB 3anoBosseH, Tj. BC = a.

(iii) Tauka A MO KOHCTPYKIMjU NpUNALA CUMETpaIu s Ay BE ma
je AB = AE, a xako je jom mo rocrpykmuju CE = CA+ AF 7o je
CE=CA+ AB, tj. CE=b+c. C gpyre crpaHe, 0 KOHCTPYKIUJU je
CE=d. Caemu b+ c=d, na je AABC tpakenu Tpoyrao.

Luckycuja. Tlom ycmoBoBoM ma moctoju mpeceuna tauka C kpyra k
u mojymnpase ¢, Tj. hy < a, u ma Baxku pacnopen tadaka C — A — F,
3alaTaK UMa penreme. Y OCTAJUM CIyYajeBUMa 3aTaTaK HEMA PEIIeHha.

Hamomena: Cayuaj kanma je mo3Hato b — ¢ = d pa3marpa ce TaKO ILITO
ce ca F o3naun tauka npase AC takBa na je AF = AB u npuToM Baxku
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b-c
B voa C
\\
1
' SBE
Cnuka 2.21.

C.E Z A Tama, mox npernocraBkoMm b > ¢, ny:k CE jennara je b — ¢
(Cnura 2.21).

3anmarak 76. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je nosnamo:
£A=«a, BC=a, hyxh.=d,

npu wemy cy hy v he sucurne uz memena B u C' pedom.

Pememe: Anasusza. Ilpernocrasumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao,
tj. LA =a BC =a, hy+ h.=d (Cnura 2.22). Ca B} u C}
O3HAYMMO MOMHO:Kja BucwuHa hy u h.. IlpaBy BB; mpomy:uMo u Ha
0] oapenuMo Tauky () TakBy na Baxku B1(Q) = h. ¥ ma BasKu pacropen
ravaka B — By — (). Ilobuhemo na je:

BQ = BBy + B1Q = hy + h. = d.

Koucrpyumemo npasy [, kKoja mposasu Kpo3 Taury () U mapaeHa
je mpasoj AC. YBemumo jom u cienehe ozunare: £ = ABxI, F = BC xl
u R momuoskje Hopmadie u3 tauke A ma npasy [. Tana je AR = B1Q = h,
omaocuHo AR = h..

Tpoyraosu AACC, u AAER cy nonynapuu jep je: LAC1C = LAERA(=
R), CCy = AR(= h.) nu £C1AC = LRFEA na je AC = AE, 1j. AAEC
je jemmakorparu a omasue je LAEC = LACE. 3akmyuyjeMo ma je
a = LBAC = 2{LAEC, 1j. LAEC = «/2. Karo je {BAC = LAEF
BuauMoO 1a je moaympasa EC cumerpana yraa LAEF.
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Cnuka 2.22.

Konempyxyuja. Hera je E mouerak momympasux p u q u £(p,q) = «
(Cnuka 2.23). Ha moayunpasoj p younmMo tauky B, Koja je Ha pacTo-
jamy d = hy + he. om moamymnpase ¢q. Ilomuoskje mopmase u3 Tauke B
Ha MOJympaBy ¢ o3HaumMo ca (). KoHcTpyumwumo cumerpasy s yriaa
£(p,q) n KOHCTpyMmIUMO Kpyr k ca HEeHTPOM y Tadku B u mosympe-
uauka a = BC. Kpyr k(B,a) moxke umartu nBe, jemHy WU HUjeTHY
3ajeIHMYKY TauKy ca cuMmeTpaJsioM s. [Ipermocrasumo na kpyr k(B,a)
UMa 3aje JHUYKNX TaYaKa ca CUMETPAJIOM § U jeIHY O ’hUX O3HAUUMO Ca
C. Koucrpyumumo cumerpany ny:xiu EC m oznaummo je ca sgo. Ilpe-
CEeUHYy TauKy OBe cuMmerpaJie u ny:xku BFE o3mauummo ca A. Tama morke
BaYKUTHU jenaH ol pacmopena tadyaka: W —A— B, A= B umu FE— B — A.
[IpernmocraBumo nma Bazku pacmopen tavaka B — A — B. Tama cy Tauke
A, B u C merosuneapue u onpebhyjy remena mexkor ANABC.

Zoxas. Horaxumo ma je tpoyrao AABC tpaskenu tpoyrao. Ca B
o3naummo npecek npasux BQ u AC. Tauka C npunana xpyry k(B,a)
na je BC = a. Kaxko je sgo cumerpasa ny:xu EC 1o je Tpoyrao NACE
jenHaKOKpakm, omakie 3akpbydyjemo na je L BAC = 2L AEC =2a/2 =«
1j. £A = . Kako monynpase AC u ¢ ca moaynpaBoM p 3akjanajy jen-
HAKe yIJIOBE, OMHOCHO yrao a, 1o cy AC u q mapamnenne. Ilo KOHCTPYK-
mmju je: BQlq omarne cnenn BQLAC 1j. BB LAC, na je BBy = hy.
Iame, ca (7 o3HaUMMO MOOHO:Kje HOpMaJse m3 Tauke C Ha CTPAHUILY
AB a ca R mommo:xje mopmate u3 tauke A ma npasy ¢. ITocmarpajmo
cana tpoyraose ACC) n AER. Ta nBa Tpoyria cy momynapHa, jep 3a
wux Baxku: £C) = LR(=R), AC = AE u LC1AC = {REA. U3 muxose
nonynapuoctu mobujamo CC1 = AR, 1j. AR = h.. Cana je:

hy + he = BBy + AR = BB, + B,Q = BQ = d,
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Caura 2.23.

na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

Auckycuja. Tlom ycmoBom ma je yrao o < 2R u ma Ba)Ku pacuopen
ravaka F — A — B, 3amarak e umartu nsa, jeIHO MJIM HUjEIHO PEIIEHe
y 3aBUCHOCTU OJ Tora na au kpyr k(B,a) ca mosympaBom s uma mIBe,
jeoHy MU HeMa 3aje AHUUYKUX TavaKa. ¥y OCTAJIUM CJIydajeBUMa 3aTaTaK
HeMa pelleme. O

Cuura 2.24.

Hamomena: Axko je nmosuato hy —h. = d, ouna va BB onpenumMo Tauky

Q TakBy na je BiQ = h, u B,Q = B; (Cuuxa 2.24). Kpos Tauky Q xou-
cTpyumumo npaBy | mapasgenny ca AC u o3naummo ca E u F mpeceune
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tauke npase | penom ca AB u BC a ca R nomHo)Xje HOpMAaJe U3 TAuKe
FE ua npaBy AC. Tana cy tpoyrnosu AAER u AACC, nonynapuu ma
je tpoyrao AAEC jennakokpaku. To smaum ma je LCEA = R — «/2.
Kako je {FEA = 2R — «, 3akmyuyjemo na je L{CEA = LFEA/2, Tj.
tauka C je Ha cumerpasu yriaa L FEA.

E

Ciuura 2.25.

3anmarak 77. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC' axo je noswamo:

b+rc=d, BC=a wusBucuna h,.

Pememe: Ananusa. Hera je AABC TpaskeHu TpOyrao, Tj. HEKa My je
36up crpanuna b+ ¢ = d, sucuna CC7; = h. u yrao 4B = [ (Cunura
2.25). Osmaummo ca E rtauky npase AB takBy ma je AE = AC n
B—-—A-FE.

3a roucTpykmujy tpoyriaa ABCC] a camum tum u tpoyraa ABCFE
MMaMO IOBOJBHO esiemMeHara. Teme A Hajlaszu ce y IpPeceKky CuMeTpaJie
ocuosurie C'E jemnakokparor tpoyriaa AACE u npase BE.

Ocrarak 3a1aTKa Kao U Ie0 Kaaa je maTa pasiuka crpanurna b—c = d
OpenyImTaMoO YNTaoILy.

3anmarak 78. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je noswamo:

btc=d, AB= u 4£C=n+.
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Ciuura 2.26.

Pememe: Awnanuza. Heka je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HEKa My
je 36up crpanuna b+ c =d, LB =  u yrao £C = v (Caura 2.26).
Osumauumo ca F taury npase AB takBy na je AE=AC u B— A—-F.

3a tpoyrao ABCFE umamo BE =d, AB = u {BEC = {BAC/2 =
R—(B8+7)/2. Hakne, tpoyrao ABCE mo:xemo koHcTpyucatu. Teme A
HaJas3u ce y npeceky cumerpade ocopure C'E je IHAKOKPAKOT TpoyTria
AACE un npase BE.

Ocrarak 3a1aTKa Kao U I€0 Ka1a je naTa pasiuka crpanumna b—c = d
MPEeNymTaMO YUTAOILY. O

3anmarak 79. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je nosnamo:

btc=d, BC=a u 4£B-—4£C=.

Pememe: Awnanuza. Hera je AABC TpaskeHu Tpoyrao, Tj. HEKa My je
36up crpanuna b+c = d, BC' = a u pazauka yranosa £ B—£C = ¢ (Cnuka
2.27 (i)). Osmaummo ca E rtaury npase AB takBy na je AE = AC' n
B—-—A-FE.

3a Ttpoyrao ABCFE umamo cinenehe ememente: BE = d, BC = a
n {BCE = {BCA+ LACE =~v+a/2=R—- [+~ =R—0. Haxne,
tpoyrao ABCFE mosxkeMo kKoHCTpyucaTu. Teme A Haasu ce y Mpeceky
cumerpadsie ocaoBurie CFE jemnakokparor tpoyria AACE u npase BE.

FKonempyrxuyuja. Ca mouetkom y Tauyku C' KOHCTPYUIIMMO TOJIYIPABE P
u ¢ takBe na je £(p,q) = R—9§/2 (Cuura 2.27 (ii)). Ha noxynpasoj p
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Cuka 2.27.

oapemuMo tauky B TakBy na je BC = a. KoucTrpyumumo 3aTtuMm Kpyr
k(B,d). IlpermocraBuMo ma Kpyr k W moJymnpaBa ¢ UMAajy 3ajeJHUYKIX
Tavyaka U jeAHy oI mux o3naumMo ca F. Koucrpyummmo 3atum cume-
Tpasy s ny:xku C'E u o3Haunmo ca A mpeceuny taury npasux s u BE u
MPEeTIOCTABUMO Ia Basku pacmnopen radyaka B—A— F. Tauke A, Bu C
Cy IO KOHCTPYKIMjU HEKOJIUHeapHe na oapehyjy TeMeHa HEKOr Tpoyria

AABC.

Joxas. ITokaKUMO [a je OBAKO KOHCTPYUCAHU TPOYTAO YIPABO TPasKeHU
TPOyTao.

(i) ITo koucTpyrunju je BC = a.

(ii) o romcrpyrumju tauka F npunana kpyry k(B,d). C mpyre
crpare tpoyrao AACFE je jemnakokpaku ma je 36or B — A — FE 3amo-
Bosmeno BE = BA+ AE = BA+ AC = b+ c. Ilpema Tome, nobujamo na
jeb+c=d.

(iii) ITo romcrpyrmuju je LBCE = A(p,q) = R — 0. Kao y ananu3u
3amaTrka nobuja ce ma je LBCE = R — (f — ), omakie ciuemu na je
f—vy=0.

Iakae, tpoyrao AABC' je TpakeHu TPOyrao.

Juckycuja. Tlom ycaoBoMm ma je d < 2R m nma BaKM pacmopen Tadaka

B — A — F, 3anatak uMma peimeme. Y OCTAJUM CJIydyajeBUMa 3a1aTak
HEMA pellena.
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Ileo rama je mara pasiuka cTpaHuna b — ¢ = d mpemymraMo 4u-
TAOILY. O

3amarak 80. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je nosnamo:

btc=d wusBucume hy, u he.

Ciuura 2.28.

Pememe: Awnanusa. Heka je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HeEKa My
je 36up crpamuna b+ ¢ = d, u Hera cy my hy = BBy u h, = CC}
Bucure penoMm u3 temera B u C. (Cnuka 2.28. (i)). Osmaummo ca @
Tauky npaBe BB; takBy na je B1QQ = h u B — B; — (. Kpos Taury
() roHCTpyumuMO npaBy | mHopMaany Ha npaBy B(). Ownauwmmo ca F u
F npeceune tauke nmpase | pemnom ca npaBama AB u BC. Hera je R
monHOMkje HopMaJtie u3 tauke A ma mpaBy [. Tamna cy tpoyraosu AAER
u ACAC, nonynapuu nia je AE = AC. [lakne BE = BA4+AFE = b+c=d.
Hame, Bazku BQ = hy + h.. IIpema ToMe, UMaMO HOBOJLHO €JE€MEHATA
3a KOHCTPYKIMjy npasoyryaor tpoyriaa ABQFE. Tauka A ce mamasu Ha
pacrojamy h. om mpase | a Tauka C Ha pacrojamy h. on npase BE npu
uyemy je mpasa AC mapasenHa mpasBoj (.

FKonempyrxuyuja. Ca moueTkoMm y Tauku () KOHCTPYUIIMMO TOJIYIPABE P
u ¢ takBe 1a je £(p,q) = R. Ha nonyupasoj p ogpenumo tauke B u B
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takBe na je B— B; —Q, QB1 = h, u BBy = hy (Cnura 2.28. (ii)). Kpos
Tauky B KOHCTpyWIINMO NPaBY M MapaJeJHy TOJynpaBoj ¢. Kon-
crpyummmo 3atuM kpyr k(B,d). IIpernocraBuMo ma mocToju npecedna
Tauvka Kpyra k u mojynpase ¢ u o3HauyuMmo je ca F. Oszmauumo ca A
npeceuny tauky npasux m u BE. Ha kpaky AB; yrana { ABAB; onpen-
nmo tauky C' koja je Ha pactojamy h. on kpaka AB. Ilo koHCcTpyKIUjU,
tauke A, B u C cy merkonuueapue u onpebhyjy TeMmeHa HEKOT TPOyTIa
AABC.

Zoxas. IlorkaxkuMo na je oBako KoHcTpyucanu Tpoyrao AABC yupaso
TPaKeHU TPOYTAo.

(i) Osmaummo ca Cj momuokje HOpMase u3 tauke C' Ha npasy AB.
Tana je mo roucrpykmuju CCy 1. AB u CCy = h., na je BucuHa u3
temena C 3amcra jemHaKa HATO] AYEHU he.

(ii) ITo roucTpykumju tauke B u B mpumanajy HolLynpaBoj p Koja
je ynpasHa Ha npaBy m y Tauku Bi. Kaxro je jom A,C € m u BBy = hy,
TO je BucuHa tpoyraa AABC u3 temena B jemmaka matoj mysku hy,.

(iii) O3mauumo ca R momHo:kje HOpMAaJse u3 Tauke A Ha mosymnpasy q.
Tpoyraosu AAER u AiCAC, cy nonynapuu jep je AR = CCy = he,
LAER = LCACy u LARF = £CC1B. V3 n,uxoBe MOIyAaPHOCTU CJIEAU
AE = CA. C o063upoM Ha TO Ha Baku pacmopen tadaka B — A — E
vmmamo BE = BA+ AF = BA+CA=b+c¢, tj. BE =b+ c. Kaxko je no
rouCcTpyKIUju BE = d, cienu na je u tpehu ycaoB 3anarka 3a10BOJLEH,
Tj. b+c=d.

Ilakme, tpoyrao AABC' je 3aucTa TpaskeHU TPOYTrao.

Huckycuja. Ilon ycnoBom na je hy + he < d 3amaTax uMa penieme.

Hanomena. Ileo 3amarka Kama je maTa pasiauka cTpaHuna b —c = d
npenymraMo yuTaoly. IIpuMerumo na y Tom ciaydajy mopa outu b > ¢
u hy < he. 0

3anmarak 81. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je noswamo:

b+c=dy, hy+h.=dy, BC=a.

Pememe: Anaausza. Ilpernocrasumo na je AABC Tpaskenu Tpoyrao,
Tj. Heka My je 30up crpanuna b+ ¢ = dj, 36up Bucuua hy, = BB; u
he = CC jemuak dy u crpanuna BC = a (Caura 2.28. (i)). Osnauyumo
ca ) Tauky npase BB; TakBy na je B1Q = h. u B— B; — Q. Kpo3 Tauky
Q) XoHCTpyUImMMO TpaBy | HopMaaHy Ha npaBy BQ. Ouaummo ca F u F
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npeceune Tauke npase | pemoum ca npaBama AB u BC, a ca R monmHoxje
HopMmaJie u3 Tauke A uHa npaBy [. Tana cy Tpoyraosu AAER u ACAC,
nonynapuu na je AE = AC. Iakne, Basku BE = BA+ AE =b+c=d;.
Hame, Takobe Basku BQ = hy + h, = do. IIpema ToMe, uMaMO JOBOJBHO
eJleMeHaTa 3a KOHCTpYKuujy mpasoyrior tpoyriaa ABQE (BE = dj,
BQ =dy u {BQE = R). Yrao £BAC je cnomammy HECYCEIHU YUy
LAEC tpyrna AAEC na je {BAC = 2L AEC. C gpyre crtpame je
ABEF = ABAC mna je {BEF = 2{LAFEC, tj. EC je cumerpaina yria
ABEF. ¥Y3snmajyhu y o63up nma je BC' = a, 3akmpbyudyjeMo ma ce Teme
C manasu y npeceky kpyra k(B,a) u cumerpasie yraa £ BEF. Teme A
npunana cumerpayu ocuosurle C'F jemmakorpakor tpoyriaa AACE.

YyTaony mpemymraMoO OCTATaK 3aTaTKA. O

3anmarak 82. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je nosnamo:

b—C:dl, hc—hb:dg, BC =a.

Ciuura 2.29.

Pememe: Awnanusa. Ilpernocrasumo na je AABC Tpaskenu Tpoyrao,
Tj. HEKa MYy je pa3juka cTpaHuna b—c = dj, pa3nuka BucuHa h.—hp = do
n crpannna BC = a (Cuwmka 2.29). Osmauyummo ca () Tauxky mnpase

CC; rakBy ma je QC1 = hy u Q,Cy Z C. Kpos Tavky () KOHCTPY-
umumo npaBy | mopMmasuny Ha npaBy CC;. Owmauummo ca FE mpeceuny
tauky npasux | u AC, a ca R momHo)kje HopMaJie u3 Tauke F Ha
npaBy AB. Tama cy tpoyraosu AAER u AABB; nonynapuu ma je
AFE = AB. Hagune, Baxxu CE = AC — AE = b — ¢ = di. Takobe Baxkn
CQR=CC,—QCy =he— hy =dy. IIpema TOME, UMaMO HOBOJLHO eJieMe-
HaTa 3a KOHCTPyKuujy npasoyrior tpoyriaa ACQE (CE = d;, CQ = ds
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u {CQE = R). Yrao LAEC je yrao Ha OCHOBUI jeIHAKOKPAKOT
tpyraa AABE mna je LAEB = R — {BAC/2. C gpyre crpane je
LAEF = 2R — {BAC mna je {AFF = 2{AEB, tj. mnoanynpasa FEB
je cumerpana yraa LAEF. Ysumajyhu y o63up nma je BC = a, 3a-
Kbyuyjemo na ce reMe B Hanasu y upeceky kpyra k(C,a) u cumerpase
yraa LAEF. Teme A nmpunana cumerpasu ocHoBulle BE je tHakKOKpaKoOr
Tpoyria AABE.

UyTaony mpemymraMo OCTATAK 3aIaTKa. U

S3amarak 83. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je noznamo: noayobum
P u yenosu £B =0 u L£C = .

Pememe: Awnanusza. Ilpernmocrasumo ma je AABC TpaskeHu Tpoyrao,
Tj. ma My je moayobum p m yrioBu kon teMmeHa B u C' jemHaru pemom
natuMm yriaosuma S u vy. Osmaummo ca E u F taure mpaBe BC' Takse
na je BE = AB, CF = AC u Basku pacnopen tauaka I — B —C — F
(Caura 2.30). Heka je 4+ v < 2R. 3a tpoyrao AAEF Baxu

EF =a+b+c=2p, KAEF=8/2 u 4AFE =~/2,

Cauka 2.30.

mma ce OH JakKo MOke KoHcTpyucaTtu. Temena B u C Hama3e ce y mpeceky
npase FF pemom ca cumerpasgama crpanuna AF u AF.

Yuraony mpemymraMo OCTATAK Pellema. O

3amarak 84. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je nosnamo: noayobum
p, sucura hy u yeao £B = .

Pememe: Anasuza. Tlpernmocrasumo na je AABC Tpaskenu Tpoyrao,
Tj. ma My je moxyobmm p, BucmHa u3 temeHa A jemmaka h, m yrao ron
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reMena B jemnak marom yray (. Ozmauumo ca E u F Tauke npase BC
takBe na je BE = AB, CF = AC u Basxku pacnopen rauaka £F—B—C—F
(Cnura 2.31). 3a tpoyrao AAEF nmamo

EF=a+b+c=2p, ALAEF=p//2 un AA;=h,,

E ¢ B A a /C b F

Caura 2.31.

ma ce OH JIAKO MOyKe KoHcTpyucartu. Temena B u C Hasase ce y mpeceky
npase FF pemom ca cumerpasama crpanuna AFE u AF.

Ynraomy npenymraMo OCTaTaK Pelena. g

3anarak 85. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je noswamo: BC = a,
bt+rh,=dub=c.

Caura 2.32.

Pememe: Anasusza. Ilpermocrasumo na je AABC TpaskeHnu jemHaro-
Kpaku Tpoyrao, Tj. na my je BC' =a, b+ hy, =d u b = ¢. Osmaunmo
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ca A; momuoxkje BucuHe u3 TemeHa A a ca E rTauky wa mpasoj AA;
rakBy na je AE = AC u Ay — A— E (Caura 2.32). 3a KOHCTDPYKIUjy
npasoyriuor tpoyriaa AA;CE uvmamo nososmuo enemenara (A1E = d,
A1C =a/2 u {FA;C = R). Tauka A Hama3u ce HA CUMETPAJM IYKU
CFE, nok je tauka B cumerpuuna tauku C' y omHOCY Ha Taury Aj.

Yuraony mpemymraMo OCTATaK 3aIaTKA. O

3amarak 86. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo je noswamo: sucumna
ha, mexncuwna 0yxnc mq u a = 2b.

B a2 A Da2 C

Ciuka 2.33.

Pememe: Anaausza. Ilpernocrasumo na je AABC Tpaskenu Tpoyrao.
Cpemumre crpanune BC o3maunmo ca A a ca D o3HaumMO IOTHOMK]e
nopMmadsie u3 tauke A ma npasy BC ca h, = AD Bucuny u cam, = AA;
TeRUmHy JuHUjy u3 temena A Ha crpanuny BC, (Cauka 2.33). Ilpa-
Boyriau Tpoyrao ADA; ce nako moske xkoHcTpyucaru. Tpoyrao AAAC
je jemmarokpaku 1j. AC = A1C (b= a/2), na rauka C' npunana cume-
tpanu ny:xku AA;. Taura B cumerpuuna je tauku C y OmHOCY HA
Tauky Aj.

Yuraomy mpenymramMo OCTaTaK Pelena. U

Sanarak 87. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je noswamo: BC = a,
sucuna hg U MeANCUWHG OYAC M.

Pememe: Anaausza. Ilpernocrasumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.
Cpemuny crpaunurie BC o3maummo ca A, ca D o3mauumo mOIHOMK]je
HopMmaute u3 tauke A Ha npaBy BC, (Caura 2.34), ca hy, = AD Bucuny u
ca my = AA; Texkumuy auaujy n3 remena A wa crpaunurty BC. Tpoyrao
ADA; ce n1aKO MO:Ke KOHCTPYUCATH.
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Ciuura 2.34.

Konempyxuuja. Koucrpyumumo ny:x BC = a a 3aTuM Ha pactojamy hg
(Cauka 2.35) on oBe my:ky KOHCTPYHUIIUMO npaBy [ napasuenny ca BC.
Koucrpyumumo cpemummre nysxu BC = a u o3mauumo ra ca Aj. 3aTum,
KOHCTPYUIIMMO CKYI Tadaka, KOje cy oI mare Tauke Aj ynajmeHne 3a
Mg, Tj. roHCTpyumuMmo Kpyr k(Aj,mg). Kpyr k u npasa | umajy ninm
HEeMajy 3ajeIHUYKUX Tadaka. lIpermocraBuheMo na MMajy 3a)eTHUYKUX

Cuura 2.35.

Tavaka ” jemny on mux o3mauuMmo ca A. Tana cy tauke A, B u C Tpu
HEeKOJMHeapHe Tauke u onpebyjy temena mekor tpoyria AABC.

Zoxas. Iora:kmMo 1a je OBAKO KOHCTPYWCAHU TPOYTAO YIPABO TPAKCHU
TPOYyTao.

(i) Ilo korcTpykumju je BC = a.

(ii) Ca D o3maummo momHO%je HopMmase u3 Tauke A Ha npasy BC.
Tauka D je ma mpasoj BC a tauka A ma mpasoj [, Koja je mapaJseaHa
ca BC. Kako je AD1BC T0 je AD HOpMAJHO pacTojame MapajieHIX
npasux BC u | a OHO je MO KOHCTPYKIUjU jemHakro h,. 3uauu AD = h,
je Bucuna tpoyriaa AABC, ma je u Apyru ycCJOB 3aT0BOJbEH.
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(iii) Tauka A; je cpemmmre myxku BC mo roncTpykkumju. Kako
A mpumana kpyry k(Aj,mg) To je AA] = m, TeRUmHEA Iy TPOYTIIa
AABC. Harne, tpoyrao AABC je TpaskeHu Tpoyrao.

Huckycuja. 3anmarax uMa OBa, jeOHO WIW HU JEOHO DPEIIehe y 3aBUC-
HOCTHU OJ Opoja mpecevyHmx Tavaka Kpyra k u mpase [. O

3amarak 88. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo je damo:
AB=p8, BC=a, b+c=d.

Pememe: Anasuza. Heka je tpoyrao AABC Tpoyrao ca Tpa:KeHUM
ocoburama. KRomcTpyumwmmo tauky F Ha mpaBoj AB Tako ma Baku
pacnopen tayaka £ — A — B u AC = AE (Cuuka 2.36). Tana je:

BE=BA+AE=BA+AC=c+b=d.

[MTocmarpajmo Tpoyrao ABEC: 3a mera naum je mo3uaro na je BC = a,

E

B a C

Ciuura 2.36.

BE = d u {B = 3, na ce oBaj Tpoyrao Mo:ke KoHcTpyucatu. Teme
A tpoyrana AAEC npunanga cumerpasu crpaunurie FEC 3aro mro je
tpoyrao AAEC jenHaKOKpakW MO KOHCTPYKIUjU.

Fonwempyrxuuja. KoucTpyummMo nBe mosymnpaBe p U ¢ ca 3ajeTHUYKAM
noueTkoM y Tauku B tako na je £(p,q) = 5. Ha noaynpasoj p oapenumo
raury C tarxo na je BC' = a (Cauka 2.37) a Ha IOIynpaBoj ¢ OAPEIUMO
taurky F Tako na je BE = d. Cnojumo tauke C' u F 1 KOHCTDPYHUIIEMO
cumerpaay aysxku CE. llpecek cumerpase nysxku C'E ca mosmynpaBom
BE oznaunmo ca A. 3a tauke A, B u E moryh je jeman on HapenHux
pacmopena tavaka: F— A— B, A=Bu F—B— A.

Heka Baskm pacnopen F — A — B. Y toum cayuajy cy A, B u C
TPU HEKOJWHEapHE TauvKe U Kao Takse onpehyjy Temena mekor Tpoyria

AABC.
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B C

Cnura 2.37.

Joxas. IHoraxumo nma je tpoyrao AABC tpaskenu Tpoyrao. Kako
Bazku pacmnopen tavaka E — A — B caemu na je LABC = L(p,q) = f.
[To koucTpyruuju je BC = a un kako Baxku A € sog 10 je AC = AE. U3
E—A—-DB canemu BA+ AC = BA+ AFE = BE =d tj. BA+ AC =d.

Ilakme, cBa Tpu ycCJIOBa 3aXTe€BaHA Y 3a4aTKy CY 3a10BOJbEHA.

Huckycujo. 3amaTak mMma pemema caMo ako je f < 2R u ako Bayku
pacmopen tavyaka F — A — B. Y ocranuM ciaydajeBuUMa 3a0aTaK HEeMa
pemema. Il

Samarak 89. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC xada cy my dame sucu-
Ha hg, mexncuwrna 0yac mg u odcenar cumempane l, yeaa £A.

)\

Caura 2.38.
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Pememe: Anasusza. Hera je tpoyrao AABC TpaskeHu TpoOyrao, Tj.
wexka My je AD = h, Bucuna, m, = AA; TexumHa ny:xx u AE = [,
onceuak cuMerpadtie yria kon temena A. Heka je k omucanu Kpyr oko
tpoyraa AABC, s cumerpadia crpanune AB u N npecedyna Tadyka Kpyra

k m npase s TakBa na je N, A+ AB. Jlykosu AN u NC cy nmonynapuu
Meby cobom ma je LBAN = LCAN. To 3mau ma tauka N mpunamga
u cumerpanu AFE yuyrpammer yraa £A rpoyraa AABC (Cauka 2.38
(i)). 3a mpasoyrau tpoyrao AADE nossaru cy xunorenysa AFE =,
u xkartera AD = h,. Tauxka A, mpumana npasoj DE u manaszu ce Ha
pacrojamy m, on Tauke A. Cama MOXKeMO Tpedu Ha KOHCTPYKIU]Y
tpoyraa AABC.

Ronempykyuja. Ca moueTkoM y Tauku [ KOHCTPYUIIUMO TOJIYTIPABE P U
g Takse na je £(p,q) = R (Caura 2.38 (ii)). Ha noxynpasoj ¢ oxpemivo
rauky A takBy na je AD = h,. Koucrpyumwnmo rpyrose ki(A,l,) n
ka(A,mg). Osmaummo ca E u Aj mpeceune tauyke penoM Kpyrosa kj
u ko ca moamympasoMm p. IlpermocraBumo na BaKu paclopen Tadvaka
D—FE— Ay, 1j. maje hg <ly, <mg. Y Tauku A; KOHCTPYUIIUMO MPABY
s ynpaBHy Ha npaBy DFE wu o3mauummo ca N mpeceuHy Tadky MpaBUX
s mu AN. Osmaunmo ca O mpeceuyHy TAuyKy OpaBe § U CUMETPAJe SAN
nyxu AN. Koucrpyumwmmo satum xpyr k(O,ON = OA). Osuaunmo
ca B u C npeceune Tauke kpyra k u npase DFE. Taure A, B u C cy
0 KOHCTPYKIMjU HEKOJWHeapHe Ia onpebyjy TemeHa HeEKOr Tpoyria
AABC.

Joxas. Noraxumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo roucrpyruuju je AD = h, u AD | DE. Tauke D, E, B un
C cy mo KOHCTPYKIUjU KOJUHEeApHe, onakie ciaemu na je AD 1 BC, j.
AD = h, je Bucuna tpoyraa AABC.

(ii) IIpaBa s je mo KOHCTpyKUMju HOpMaJsiHA Ha TeTuBy BC' y Taukm
A; a kako je jom AA; = mg, TO je m, TeRUIMHA Iy:K U3 Temena A
tpoyraa AABC.

(iii) IIpasa s je, kao mro cMo ce yBepuau, cuMerpana aysxu BC. To

3Hau na cy aykosu AN u NC momynapuu ma cy MOAyAapHU U HUXOBU

nepudepujcku yriosu L BAN u LCAN. To 3maum na je mpaBa AN

cumerpadia yria £ tpoyraa AABC. Ilo koncrpyknuju tauka F mpu-

nana nysku BC. ame je AE =1[,, na je u Tpehu yciaoB 3a10BOJLEH.
Ilokas je 3aBpiieH.

Juckycuja. 3amarak UMa pelierme MO YCIOBOM hy < I, < mg. Axo je
hqe = lq = mg Tpoyrao AABC' je jemHakOKpakru. O



96 2. Koucrpykimjcku 3amanu

3amarak 90. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dama sucuna hg,
MENCUUWMHA 0YAHC Mg U Paszsura yenosa LB — LC = 6.

Pememe: Anasuza. Hera je tpoyrao AABC TpaskeHu TpOyrao, Tj.
meka My je AD = h, Bucuma, m, = AA) TeXRUIHA Ty:K U Pa3iIUKa
yraoBa £B — £C' = 4. Hexra je k onucanu kpyr oko tpoyraa AABC,
s cumetpaJia crpauune BC u N mpeceuna Tauka Kpyra k u mpase S
rakBa na je N, A+ AB. Tauka N npunana u cumerpaiu AFE, E € BC,
yayTpammer yraa LA tpoyraa AABC (Cnura 2.38 (i)).

Tarobe Basku L DAE = %KA — ABAD = (B — £(C))2.

3a mpasoyriuu Tpoyrao AADE mnosmaru cy yrao {DAFE = §/2 u
karera AD = h,. Taura A; npunana npasoj DFE u HaJjsas3u ce Ha pac-
Tojamy m, on Tauke A. Cama nMaMo MOBOJLHO €JIEMEHATA 38 KOHCTPYK-
uujy tpoyraa AABC. |

Amnajoruo ce pemasa u ciaenehu 3anatak.

3anmarak 91. Koncmpyucamu mpoyzao AABC' axo je dam odcevwax cume-
mpaane l,, mencuwna oync mq U pasauxa yesosa LB — LC = 9.

3anarak 92. Kowcmpyucamu mpoyeao AABC axo je nosnamo: LA = «,
soup cmpanuya AB u AC jednax damoj dyacu m, a 36up eucumne BD u
oyacu C'D jeonax damoj dyxcu n.

(i)

Cuura 2.39.

YuyrcrBo: Heka je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao, Tj. HeEKa je
b+c=m, BD+CD =nu £A = «. Ha noaynpasoj C A onpenumo
tauke M u N rtarxse na je CM = m u CN =n. Tana je DM = hy n
AN = ¢. Tpoyrao ADM B je jemnaxokpako npasoyrau, na je £ BMC =
R/2. Takobe, tpoyrao ABAN je jemnakokpaku na je {BNC = «/2.
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3a tpoyrao AMN B umaMO IO3HATY CTPDAHWUILY U OBa yIia W JAKO Ta
MOkeMO kKoHcTpyucatu. Hakon Tora mako onpebyjemo Taurky C. Tauka
A mamnasu ce y npecery npase M N u cumerpaie s ay:xku BN. Iloctoje
Tpu MOryNHOCTH 32 Oy:KU M U N: M >N, m < n 1 m =n.

(i) Ako je m > n onga cy yraosu tpoyriaa ABMN: {BMN = R/2
n {BNM = 2R — a/2 (Caura 2.39 (i)).

(ii) Ako je m < n ouma cy yraosu tpoyria ABMN: {BMN = 3R/2
u {BNM = «/2 (Cnuxa 2.39 (ii)).

(iii) Axo je m = n ouma je M = N, na je rpoyrao AABC npasoyriu
(Cnuka 2.39 (iii)). O

3anmarak 93. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada cy dama nodHoxcja
A, B', C' wezosuz sucuna.

Pememe: Anasusza. llpermocraBumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu
tpoyrao. Ca A’, B’ u C’' o6enexumo noquoxja merosux sucuna (Cnuka
2.40), penom u3 remena A, B,C u ca H opromnenTap. Yo4uMo 4eTBOD-
oyrao AC'HB'. Ilysx AH ce u3 tavaka B’ m C' Buam mom mpaBum
yraoum na je AC'HB' tretuan. Hberosa Temena mpunanajy Kpyry, 4uju
je nmpeunur ny:x AH. Ilpema ToMme Baskuhie je IHAKOCT yrJyioBa HAI UC-

tum ykom C'H:

LC'AH = LC'B'H. (2.3)

B A

Caura 2.40.

Amnagorno, yerBopoyrao CB'HA’ je TeTuBan u meropa TeMeHa MpU-
manajy kpyry ca npeurnumkoMm C'H. Tanma cy mepupepujcku yrioBu HaL

uctum gykom HA' jenmaru Tj. Basku:

{HB'A = LHCA (2.4)
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[TocmaTpajmo masme Tpoyraose ABA' u CBC'. N3
LAA'B=4KCC'B(=R) u K£ABA =«C'BC

nobujaMo ma cy oBa JBa TPOYyILJaa cCauvHa. V3 CIAMYHOCTU TPOYTJIOBA
cnemu ma cy um u tpehu omrosapajyhwm yriosu jemnakm: £ BAA' =
£BCC', Tj.

LC'AH = {HCA' (2.5)

Uz (2.3), (2.4) n (2.5) cnemn na je LC'B'H = LHB'A’, 1j. upasa
B'H = B'B je cumerpana yraa £A'B'C’. Amajnormo ce mokasyje na
je mpaBa C'H = C'C cumerpasa yraa £B'C'A" a npasa AH = A’'A
cumerpaga yraa LC'A'B’. Ilakne, opronentap H, tpoyraa AABC, ce
HAJIa3u y IpeceKy cuMerpadsa yraosa tpoyraa AA'B'C’.

Konempyxyuja. Hera cy mare Tpm meroauneapue tauke A', B’ u C'.
Ome onpebyjy Temena rpoyraa AA'B'C' (Cauka 2.41). Koucrpyummmo
cUMeTpaJjie yriioBa TOr TPOYIJa W MPECeYHy TauyKy O3HaumMo ca H.
Koncrpyumumo 3atum npase a, b u ¢ takse na Baxu: A’ € a, B’ € b,
C'ec,al AH, b L BHucl C'H. Ca A, Bu C penoM 03HAYUMO
npecek mpaBux buc, cua, aub. Taurke A, B u C cy Tpu HEKOJIUHEADHE
tauke u onpebyjy Temena mexor tpoyraa AABC.

Cnura 2.41.

Loxasz. IHoraxumo ma je tpoyrao AABC rTpaskenu tpoyrao. Hajmpe
nokazxkuMo ma je AA’ Bucuna maror tpoyraa. Kako je mo KoHCTpyKIuju
HA' 1 BC = a, noBomHO je mokasatu na Tauka A nmpumana npasoj HA'.
IIpase b 1 ¢ cy IO KOHCTPYKIUjU HOPMAJIHE Ha cuMeTpaJe yriosa £ B’
u £C' Tpoyrna AA’B'C’, na cy kao TakBe cuMeTpaJe CHOJbAIlHmUX yT-
nosa £B' u £C" tpoyraa AA'B'C’. Kako je nonynpasa AA’ cumerpasa
yraa £A" tpoyraa AA'B'C’ To ona mposasm Kpo3 IPEecek CUMEeTPaJa
npeocTaja OBa cIoJballma yriaa tpoyraa A'B'C’. Ilakne, tauka A je
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npecek npasux b u ¢ u npunaga npasoj AH', onakmne ciaemu na je AA mo
nepmuaUnju jemHa on BucuHa Tpoyraa AABC. Ananoruo ce mokasyje
na cy BB’ u CC’ Bucune tpoyraa AABC, uumMe je mOKa3 3aBpIIeH.

Juckycuja. Axo cy A', B’ u C' HekonnHeapHe Tauke, 3aJaTak yBEK UMa

peremna. O

3anmarak 94. Kowcmpyucamu mpoyeao AABC xada je damo:

BC=a, AD=h, 4£{A=aqa.

Pememe: Awnanausa. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC tpakenu
tpoyrao (Cnuka 2.42). Heka je BC = a, AD = h, u LA = . Hariue
nysx BC ce u3 tauke A Bumu mon yrioMm « u tauka A je om mysxku BC
yaasbeHa 3a Oy:k hg.

Cnuka 2.42.

Konempykyuja. 3a roHcTpykmujy hemo xopuctuTu 3amarak 71. Kown-
crpyumumo nyxk BC = a. C jemne crpane moaynpase BC koHCTDY-
nmvo noxynpaBy BD (Cuuka 2.43) takBy ma je £(BC,BD) = a.
Koucrpyummmo 3arum Hopmasy n Ha noaynpaBy BD y mauku B u
cumerpasy s mysku BC. Taukom O 03HAYMMO MpPECEK MPABUX S U 1,
rana je OB = OC. Haname roucrpyumunmo kpyr k(O,0OB = OC). Y
npuMepy 2. 4. 1 cMo0 moka3aju Oa je TeOMETPUjCKO MECTO Tadaka U3
rojux ce ny:x BC Bumu monm yryiom « - JIyK Kpyra k, KOju ce HAjla3u ca
one crpane ay:xxu BC ca koje Huje BD. OBOM reoMeTpujcKOM MeECTY
Tavaka npunana tpehe teme A Tpaskenor tpoyraa AABC. Koucrpy-
umuMo TpaBy | Ha pacrojamy h,, mapasenny ca BC ca oHe cTpane of
BC ca koje nuje noaynpasa BD. Tana npasa [ u kpyr k Mory mMaru
IBe, jeHy WJIU HUjeqHy 3ajeqHudYKy Taukry. lIpermocraBumo ma kpyr k
u npaBa | uMajy 3ajeqHMYKMAX Tadvaka. JemHy oI TUX Tadvyaka O3HAUMMO
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DB C
S D
Ciuura 2.43.

ca A. Ilakne, Bau npase BC ce manasu tauka A, nma cy A, B u C tpn
HEKOJIMHEeapHe Tauke, ma onapehyjy Temena meror tpoyria AABC.

Jloxas. Iloka:kKMMO TO Ha je OBAKO KOHCTPYUCAH TPOyrao ympaBO Tpa-
JKEHU TPOYyTao.

(i) Ho koucTpykumju je BC = a.

(ii) Takobe Basku na je LA = %A{BOC = £(0OB,s) = £(BC,BD) = «,
Tj. LA = q.

(iii) Kako jom A mpumana mpasoj | koja je Ha pacrojamy hg 01
npase BC, To je pacrtojame Ttauke A no npase BC jemnako h,. 3Hauu,
AD = h, je Bucuna tpoyraa AABC, ma je TuMe mOKa3 3aBPIIEH.

Juckycuja. 3amarak uMa ABa, jeTHO U HEMA PEIICHE Y 3aBUCHOCTH O[T
Tora ma jiu npaBa | 1 KPyr k uMajy [aBe, jeqHy WU HEMAJY 3ajeTHUIKUX
Tavaka, npu demy je a < 2R. 3anmarak he Outu Ge3 pemema y CBUM
OCTAJIUM CJIYYajeBUMA. O

3amarak 95. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je damo:

BC=a, AA1=m, K£A=aq.

YuyrcrBo: Teme A tpyrna AABC mpumana reoMeTPUjCKOM MECTY
Tavaka u3 kojux ce ay:xx BC = a Bumm mon yraom «. C gpyre crpase,
teme A npunana kpyry k(Aj,mg). O

amarak 96. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je damo:

BC =a, BB =h,, A£{A=aq.
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Yuyrcreo: Teme A tpyraa AABC manasu ce y Ipeceky reOMeTPHjCKOT
MecTa Tavaka U3 Kojux ce ay:k BC = a BUOu mOJ YoM (v ¥ TaHIEHTE
n3 tauke C Ha kpyr k(B,hp). O

Sanmarak 97. Kowcmpyucamu mpoyeao AABC xada je damo:

BC =a, AA =h, unomyobum p.

Yuyrcreo: Heka je AABC tpaskenu tpoyrao. Osmaummo ca F u F
tauke npase BC, rakse na je BE = AB, CF = ACu F—B—-C—F. Tana
je EF =2pu {EAF = R+ «/2=4. Teme A tpyrna AAEF nanasu ce
y IIPECEKy TeOMETPUjCKOT MeCTa Tavaka U3 Kojux ce ny:k FF = 2p sumu
IO yIJIoM 0 U IpaBe mapaJiente npasoj K Ha pacrojamy h, 0m npase
EF. Temena B u C mamaze ce y mMpeceky penoMm cumerpaia nyxu AFE
u AF ca npaBom EF. O

3amarak 98. Kowcmpyucamu mpoyeao AABC xada je damo: moaynpe-
YHUK ONUCaH0z Kpyea r, noayodbum p u LA = a.

Ciuura 2.44.

Yuyrcreo: Heka je AABC Tpaskenu Tpoyrao. AKO Cy MO3HATHU MOJY-
IIPEYHUK ONMCAHOT Kpyra 7 u yrao £A = «, oHOa MOMKEMO OIpeaAUTH
crparuny BC = a (Cnura 2.44). 3amcra. Ca mouerkom y tauku B
KOHCTPYUIIMMO MOJyTIpaBe p U ¢ Takse na je 4(p,q) = a. Koncrpywum-
MMO TIOJYIIPABY N HOPMAJIHY y Tauvyku B Ha MOJympaBy ¢, TAKO Oa je
moJympasa p yHyTap npasor yriaa oapebenor ca ¢ u n. Ha moaynpasoj
n onpemumo Taury O TakBy na je BO = R a 3aTuUM KOHCTPYUIINMO KPYT
kE(O,OB = R). Ca C 03HauuMO ApPYTY IPECEUHY TAUKy MOJIYIpPaBe P U
kpyra k. Ha taj mauun, nobuau cmo jenny crpanunyy BC = a TpamkeHor
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rpoyria. Ozmaummo ca d = 2p —a = b+ ¢. Ilpema TOMe, KOHCTDPYK-
IUjy TPasKEeHOT TPOYTJIa CMO CBeJIM Ha KOHCTPYKIUjY TPOYTIa KOME Cy
nozuatu yrao £ A = a, crpanuna BC = a u 36up crpaununa b+ ¢ = d.[J

Ha IOTIIYHO MCTU HAYMH MOMKE CE€ PEHInUuT!U " cneaehn 3aJaTaK:

3amarak 99. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je damo: moaynpe-
YyHUK onucanoz kpyza T, bt c u LA = a.

3amarak 100. Koucmpyucamu mpoyzao AABC xada je noswamo: y2ao
£AA = «, noaynpeunur onucanoz KpY2a T U 30UP UAU PA3AUKG SUCUHA
hy & he.

Cuura 2.45.

Yuyrcreo: Heka je AABC Tpaskenu Tpoyrao. AKO Cy MO3HATU MOJY-
NPEYHUK ONUCAHOT Kpyra T U yrao £A = «, OHIa MOKEMO OIpEAUTU
crparunyy BC = a (Bumm ymyrctBo y3 3amartak 98.). Cama ce Ham
3aJaTak cBoau Ha 3aznarak 76. kana je moszuaro: LA = a, BC =an
hy + he. O

3amarak 101. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je noswama cmpa-
nura BC = a u eucune hy u he.

YuyrcrBo: Hera je AABC tpaskenu Tpoyrao. Osmaummo ca B’ u C’
nonHoxkja Bucuna penom u3 remena B u C' (Cauka 2.45). Tana rauke B’
u C' npunanajy kpyry k Han npeuynukom BC = a. Ilakne, tauke B’ u C’
HAJIA3UMO y Tpeceky kpyra k pemom ca kpyrosuma ki(B, hy) u ka2 (C, he).
Teme A Tpoyraa AABC nobuja ce y mpeceky npasux BC' u CB'. 0O
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3amarak 102. Koncmpyucamu mpoyzao AABC kada je mosnwamo cmpa-
nuya BC = a, yzao LA = a u noaynpewnur p ynucaroz Kpyea.

Pememe: Anasusza. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC Tpaskenu
Tpoyrao, Tj. Heka je BC = a, LA = a U p NOAYNPEUYHUK YIUCAHOT
kpyra. Kako je LA = o 10 3Haum na Tauvka A npumnana reoOMeTPUjCKOM
mecty tavaka (Cuwuka 2.46) u3 rojux ce my:xk BC Buam mom yriom «
(Buan 3anarax 71.).

Ciuura 2.46.

ITpema 3amaTky 72. a) reOMETPUjCKO MECTO Tauyaka, KOje Cy Cpeau-
mTa yOUCAHUX KPyroBa, uymja je jemna crpanuna BC a tpehe Teme
mpunana JyKy Kpyra k w3 ymjux ce tadaka ay:k BC BUOu mOI yriioM
a je kpyxuu ayk kpyra ki(N,NB = NC) koju je yuyrap kpyra k.
Henrap S ynucanor kpyra je Ha pacrojamy p on crpanute BC.

Koncempykyuja. Hera je mara ny:x BC = a. Koucrpyumwumo momy-
npaBy BD ca nouerkom y tauku B, takBy ma je £(BC,BD) = «, 3aTtum
HOpMaJIy m Ha miuynpaBy BD y taukm B TakBy na Cy HOJNYIpaBe N U
BD ca pasuux crpana npase BC (Cnura 2.47). Koncrpyumumo cume-
tpasy s aysxku BC u ozHaummo ca O mpecek cuMeTpajie § U HOpMaJe
n. 3aruMm koHcTpyumumo kpyr k(O,OB = OC). TI'eomerpujcko mecto
Tavyaka u3 Kojux ce my:k BC Bumm moxm yriom « je nyk kpyra k. Taj
JYK ce HaJia3u ca oHe crpane nysxku BC ca koje Huje mosynpasa BD.

Heka je N mpecek cumerpadge spo aysxku BC u ayra BC, npu uemy je

N,BD = BC. Koucrpyummumo pyr ki (N, NB = NC) a morom Ha pac-
TOjamy p KOHCTpyuUImmMO mpaBy [ mapasienny mpasoj BC, Ttako ma ce
npaBa [ Hasma3u ca ome crpane npase BC ca koje mHuje moaymnpasa BD.
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[Ipasa | n kpy:kHU JAYK Kpyra ki, KOjU JEKU Yy KPYry k MOTYy mMaTu
UIU He 3ajeIHUYKHUX Tadvara. lIpermocTaBuMoO ma mMajy 3a)eTHUYKUX
Tavyaka u jemHy oj mux ozauumo ca S. Komcrpyummmo xpyr k' (S, p).
[To koucTpykuumju je npasa BC tamrenta kpyra k'(S,p), na cy tauke B
u C uszsan kpyra k'(S, p). Koncrpyumumo u3 tauke B apyry TaHTEHTY
tp Ha KpyT k' 1 ca A obesexuMO mpecek TaHreHTe t, u kpyra k. Tauke
A, B,C cy merkonuneapue u obpasyjy meku tpoyrao AABC.

Cuura 2.47.

Joxas. INokaxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo rorcTpykmju je BC = a.

(ii) Tauka A IO KOHCTPYKIMjU IIPUIA, 1A T€OMETPIjCKOM MECTY TavaKa
u3 rojux ce ny:k BC Bumm monm yraom «, Tj. £A = @, ma je m apyru
YCJIOB 3a,10BOJHEH.

(iii) Tauka S MO KOHCTPYKIUjU IPUIALA T€OMETPUjCKOM MECTY LEH-
Tapa ynucaHux Kpyrosa. Kako je taura S, IO KOHCTPYKIUjU, Ha TpPa-
BOj [, TO je pacrojame Tauke S on mpase BC jemako p. 3Hauum, Kpyr
K'(S,p) je ynucan y tpoyrao AABC, na je u Tpehu ycioB 3a00BOJbEH.

Ilakne, tpoyrao AABC je TpaskeHU TPOyTao.

Jlucxkycuja. Tlom ycaoBom nma je o < 2R 3amaTak uMa ABa jeIHO MJIU HEMA
pemrema, y 3aBUCHOCTY O TOTA Oa JU IpaBa | U KPY:KHU JIyK Kpyra ki,
KOjU je yHyTap Kpyra k, umajy OBe, jeOHY WM HEMA]y 3ajeIHUYIKUX
ravaka. Vuaue, 3anarak Hehe umMartu pemema. U

3a uyuTaona Mory OUTU MHTEepecaHTHa cienehia nBa 3amaTka:

3amarak 103. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je noswama cmpa-
nuya BC = a, noaynpewnux onucanoz Kpyza r u NOAYNPewHUK YNucanoz
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KpYea p.

3amarak 104. Kowncmpyucamu mpoyzao AABC xada je dam yeao LA =
Q, NOAYNPEYHUK ONUCAHOZ KPY2A T U NOAYNP EYHUK YNUCAHO2 KPY2d p.

3amarak 105. Kowncmpyucamu mpoyeao AABC xada je mosnwamo cmpa-
nuya BC = a, y2a0 LA = o u noAynpesHur pg CNOHG YNucaHoz Kpyaa Koju
doodupyje cmparnuyy BC.

Ciuura 2.48.

Pememe: Anaausza. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC Tpaskenu
Tpoyrao, Tj. Heka je BC = a, {A = a u p, TOAYIPEYHUK CIIOJLA YIIU-
caHOT Kpyra koju momupyje crpanuny BC u npony:keTke OpyTuUX ABEjY
crpanuna. Kako je £A = a 10 3Haum ma Tauka A npumana reoMeTpuj-
ckoMm Mecty Tavaka (Cauka 2.48) u3 kojux ce mysx BC Buam mon yriaom
a (Bumu 3anarak 71.).

[Mpema 3amaTky 72. 6) T€OMETPUjCKO MECTO Tauyaka, KOje Cy Cpean-
mTa YOUCAHUX KPyroBa, umja je jemua crpanuna BC a tpehe Teme
mpunana JyKy kpyra k w3 ymjux ce tavaka ay:k BC Buom mon yriiom
« je kpysxuu ayk kpyra ki(N, NB = NC) koju ce Haja3u yHyTap yria
BiNCy, upu uemy 3a tauke By u Cy Basku B— N — By u C — N — (.
HenTap S, cmosma ynucanor kpyra koju momupyje BC je Ha pacrojamy
pa on crpaunune BC.

HacraBak pemema 3amaTka IpemymTaMoO YATAOILY. O

3a BexOy cy mHTepecaHTHa u cieneha mnBa 3amaTka:
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3amarak 106. Koncmpyucamu mpoyeao AABC xada je noswama cmpa-
nuya BC' = a, noaynpeunur onucanoz Kpy2a v u NOAYNpEYHUK Cnoba Yni-
canoez Kpyza Pq.

Samarak 107. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xada je dam ynympawmnu
y2a0 £A = @, NOAYNPEUHUK ONUCAHOZ KPY2A T U NOAYNP EUHUK CODA YNU-
Canoz Kpy2a Pq-

3amarak 108. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je damo: cmpanuya
BC = a, y2a0 x00 memena LA = a u py NOAYNPEUHUK CNODA YNUCAHOZ
xpyea, xoju dodupyje cmpanuuy AC u npodymcemxe cmpanuya AB v BC.

Pememe: Anaausa. IlpermocraBumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu
Tpoyrao, Tj. Heka je BC = a, LA = a ¥ pp TOJYIPEYHUK CIIOJbA YIIUCA-
HOT KpyTra, koju nomupyje crpauuny AC wm npony:kerke crpanuna AB
u BC. Kako je £A = « 10 3Haum na tauka A mpumamga reoMeTpPUjCcKOM
mecry tauvaka (Cuuka 2.49) u3 rojux ce aysk BC Buau mox yrioMm «
(3amarak 71.).

Cuura 2.49.

ITpema 3amaTky 72. B) N€OMETPHUjCKO MECTO Tadyaka, KOje Cy CpeIu-
IITa CHOJba YIOUCAHUX KPYTOBa, Koju momupyjy crpauury AC u mpo-
IysKeTKe OCTaJjie IBe CTPaHWIle TPOyria, uuja je jemna crpauuna BC a
tpehe Teme mpunana ayky kpyra k u3 umjux ce tadaka ny:xk BC Buan
O YyTJIOM (v je KpyskHU ayK kpyra ko(M, MB = MC). To reomerpujcko

MecTo Tavaka nexun y yray LM BC, rme je M = sgpo X BAC.
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FKonempyxuuja. Hera je mara my:x BC = a. Koncrpyumumo ca jenne
crpane noaynpase BC noaynpasy BD rtaksy na je £(BC,BD)=a. Y
Tauku B KOHCTpyHUIIUMO HOpMaJdy n Ha noaynpaBy BD (Cauka 2.50).
Koucrpyumumo cumerpainy s aysku BC u o3naunmo ca O mpecek cuMe-
Tpasie § U HOpMaJie n. 3aruMm kKoHcTpyumumo kpyr k(O,O0B = OC).
lNeomerpujcro MecTo Tavaka u3 Kojux ce ay:xk BC Bumu mom yriom «
je ayk kpyra k roju ce Hasasu ca oHe cTpane npase BC ca koje Huje
nonynpasa BD. Heka je M mpeceuna Tauka cuUMeTpaJie Spc U JYKa

BAC. Koucrpyumunmo kpyr keo(M, MB = MC) a motoMm Ha pacrojamy
pp on npase BC roHcTpyumumo npaBy | mapasienny npasoj BC, Tako
na je mpasa [ ca one crpane npaBe BC ca koje uuje momynpasa BD.
IIpasa [ u kpysuu ayk kpyra ko(M,MB = MC), koju nexku y yriy
AMBC mory mMaTu WX He 3aje JHUYKUX Tadaka. lIpermocraBumo na
uMajy 3ajeqHUYKYy TadvKy W O3HAUMMO je ca Sp. KoHcTpyummmo Kpyr
ky(Sp, pp). Ilo roucrpyrumju npasa BC je tanrenta kpyra ky(Sp, pp), ma
cy tauke B u C ussan kpyra ky(Sp, pp). KomcTpyummmo wu3z tauxe B
OpyTy TAHTEHTY tp Ha KPyT kp U ca A 0DeJslesKUMO Mpecek TaHreHTe ty, u
kpyra k. Taure A, B,C cy 1m0 KOHCTPYKIMjU HEKOJUHEApHE U 00pa3syjy
wekn tpoyrao AABC.

Ciuka 2.50.

Zoxas. Ilokasxumo na je Tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.
(i) ITo roucrpykumju je BC = a.
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(ii) Taurka A, IO KOHCTPYKUUjU, TPUIALA T€OMETPU]CKOM MECTY Ta-
yaka u3 kKojux ce ay:k BC Bumu monm yriom «, Tj. £A = «, na je u
OPYTHY YCJOB 3aI0BOJbEH.

(iii) Tauka S, npunaza reOMETPUjCKOM MECTY CPEIUIITA CIOJbA YII-
UCAHUX KPYroBa, Koju momupyjy crpauuty AC u mpomysKeTke CTpaHuIa
AB u BC. Kako je Ttauka Sy, IO KOHCTPYKIMjU, HA PaBoj [, To je pac-
Tojame Tauke S, on mpase BC jemnaro pp. Kako cy mo KOHCTPYKIUZju
AB u BC rtanrente Ha Kpyr kp, TO je kp Coba yOoucaH KPpyr y TPOYTrao
AABC, roju momupyje crpauury AC.

[Ipema TOMe, mOKa3aju CMO Oa je OBAKO KOHCTPYUCAHM TPOYTao
AABC ynpaBo TpaskeHU TPOyrao.

Jluckycuja. Tlon ycaoBom nma je o < 2R 3amarak mMa pelreme ako IpaBa
[ ceue kpy:xuU n1yk Kpyra ko(M, MB = MC), koju nexun y yray £ M BC'.
Y ocramuMm cayuajeBuMa 3amaTaK HeMa pelnema. O

Caneneha mBa 3amaTka majemo 0e3 perrema:

3amarax 109. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je noswama cmpa-
nuya BC = a, noaynpeunur onucanoz Kpyza r u noAYynpewHur cnomsa ynu-
Carnoz Kpyea Pp.

3amarak 110. Koncmpyucamu mpoyzao AABC' axo je dam ynympawmnu
Y200 £ A = @, NOAYNPEYHUK ONUCAGHOZ KPY2G T U TOAYNP EUYHUK CNONHG YNU-
Canoz Kpya Pp.

3amarax 111. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yeao LA = «,
sucuna hy uz memena B u mexmcuwna dyxc me uz memena C.

Cuura 2.51.

Pememe: Anaausza. IlpermoctaBumo na je tpoyrao AABC TpakeHu
Tpoyrao. KoucTtpyumumo u3 teMena B Bucuny hy u o gHOK]je T€ BUCHUHE
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osnauumo ca B’, tj. BB’ = hy. Ca (| 03HaUMMO CpeIuIITe CTPaHUIE
AB (Cnuka 2.51). Tazna je CCy = m,. IIpasoyrau tpoyrao AABB’ ce
JIAKO MOKE€ KOHCTPYUCATH.

Koncmpyrxuuja. KomcTpywuinmemo aBe TOJyOpaBe P U ¢ § MOUYETKOM ¥
raukn A (Cimka 2.52), tako ga rpazne yrao «. Ha momynpaBoj p KoH-
CTPYHUIIEMO TAYKy B Tako ma je Ha pacrojamy hy onm moaymnpase q. Ca
B’ ozmaumMmo momHOMXje HOpMaJie U3 Tauke B Ha moaynpasy ¢ a ca Cf
cpemumre nysxu AB. Koucrpyumemo kpyr k(Ci,m.). Osmaumvo ca C
jemHy ol MpeceyHux Tavaka k W IMOJIyIpaBe ¢ MO yCJIOBOM I IMOCTO]U.
Tauke B u C cy ma moJaympaBaMa p U ¢ U Pa3anuuTe Ccy on Tauke A.
To vmaun ma cy tauke A, B u C merosuHeapHe u na o0Opasyjy HEKu
tpoyrao AABC.

Ciuura 2.52.

Zoxas. Horaxkumo ma je tpoyrao AABC ynpaBo TpaskeHU TPOYTao.

(i) o roucrpykumju je LA = L(p,q) = o, B € p, C € ¢ na je
£A=4ABAC = a.

(ii) Mo womcrpykmmju je BB’ = hy, BB’ L g u A,C € q ma je hy
3aucra Bucuna tpoyria AABC u3 temena B.

(iii) Tarobe, mo romcrpyrmmju je C € k(Ci,m.) na je CC; = mc.
Kako je jomr C1 cpemumire crpanuie AB cienu ma je m. TERKUIIHA LYK
u3 temena C.

IIpema ToMe, mOKa3 je 3aBpIIeH.

Juckycuja. Aro je a < 2R 3amaTak uMa OBa, jeIHO WJIM HEMA PeEIlemna,
Yy 3aBUCHOCTHU Ol TOTa na Ju KPYr kK U MOJympaBa ¢ UMajy OBE, JeAHY
UIu HeMajy 3ajeTHUYIKNX TadaKa. g
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Ciuura 2.53.

3amarak 112. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je damo: yzao %00
memena LA = a, NOAYNPEUYHUK YNUCAHRO2z KPYea P U 00CEUaAr CUMEMPANE Ly
yaaa ¥00 memena A.

Pememe: Anaauza. Hera je Tpoyrao AABC tpaskenu tpoyrao. O3-
HaUYMMO ca S MeHTap ynucaHor kpyra y tpoyrao AABC a ca E mpe-
ceuny tauky noxaynpase AS wu crpanmune BC (Cmura 2.53). Ca P, @
u R o3maunMo HOpMaJsHe mpojernuje tauke S Ha ny:xu BC, CA u AB,
pemom. Tama je SP=SQ =SR=pu AE =1,.

A

Cuura 2.54.

FKonempyxuuja. KoucTpyummuMo moaympaBe p U ¢ €a 3ajeIHUYKUM II0-
veTkOoM y Taukn A, TakBe ma je £(p,q) = . Koncrpyummmo cumerpairy
s yrama £A. Ha cumerpanu s yria £A KOHCTpYyUIIUMO Tauky S Tako
1a je O MOJIyIpaBUX p U ¢ yaasseHa 3a p. Rorcrpynmmmo kpyr k(S p)
U DOAUPHE TayKe OBOT KPyra U MOJYNPAaBUX P U ¢ O3HAUMMO PEIOM Ca
P u @ (Cnura 2.54). Ha cumerpanu s ogpenumo tauky F TakBy na
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je AE = l,. IlpermocraBumo ma Basku pacmopen tadaka A — S — F.
Tauka E moske Outu yHyTap, Ha wiu u3BaH kpyra k. IIpermoctaBumo
na tauka F Huje yaytap kpyra k. W3 tauke E ma Kpyr k KOHCTDY-
UIMUMO TAHTeHTYy ¢ u o3Haummo ca B u C mpeceuHe Tauyke TaHreHTe
pemoMm ca moaynpaBama p u ¢q. Tauke A, B u C cy HekoJIuHeapHe U
onpebyjy temena merkor tpoyraa AABC.

Zoxas. Ilokaskumo na je Tako koHcTpyucanu tpoyrao AABC yupaso
TpaskeHU TPOYTao.

(i) Ho koucTpyrumju je LA = L(p,q) = a, BE€p, C € gna je LA = q.

(ii) Taura F, 0O KOHCTPYKIUjU, HAJA3U ce Ha cuMmeTpaiu yria £A
Ha pacrtojamy [, om Ttauke A, tj. AE =1,. ame, 10 KOHCTPpYKUUjU je
FE € BC, na je mu Apyru yCJoOB 3aI0BOJbEH.

(iii) Kpyr k, mo KOHCTpYKUUju, IOOUPY]je CBE TPU CTPAHUILE TPOYLJIIa
AABC wn uma moayupeunur p. To 3Haum na je kpyr k ca moaympe-
YHUKOM p yrmucan y Tpoyrao AABC.

Ha Taj mauwn je moka3 3aBpimeH.

Luckycuja. Tlom ycaoBoMm ma je a < 2R m ma BasKM pacropen Tadaka
A — S — FE, 3amarak uMa OBa, jeIHO WM HEMa pellerma, Y 3aBUCHOCTU
on Tora ma Ju je Tadka F u3BaH, Ha mau yHyTap Kpyra k. 3amarak he
OuTu Ge3 pemiema Yy CBUM OCTAJIUM CJIydajeBUMA. g

3amarak 113. Kowncmpyucamu mpoyeao AABC axo je dam yeao LA = «,
NOAYNP EYHUK CNOMHA YNUCAHOZ KPY2Q Pq U hg - 8uCuRa u3 memena A.

Ciuka 2.55.

Pememe: Anasusza. IlpermocraBumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu
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tpoyrao (Cauka 2.55). Younmo kpyrose k(A, hq) u kq(Sq, po). Tana je
crpanuna BC Ha 3ajeqHUYKO] TAHTEHTU KPpYyrosa k u k.

Konempyxyuja. KoHCTpyummMo nBe moJsiynpaBe p W ¢ Ca 3aj€THUYKUAM
nouetkoM y tauku A, npu yemy je £(p,q) = a. Korcrpyummumo cume-
tpaxy s yraa £A (Cauka 2.56). Ha cumerpanu s yrna £A KoHCTpY-
UIIEeMO TAYKy S, TAKO Ma je O MOJYyIOpaBUX P W ¢ yAajbeHa 3a ATy
Oy*& pg. Tauka S, je momjenHako ymaJbeHa OJ MOJYIPABUX P U ¢, jep ce
Hasna3u Ha cuMmerpasu s yraa £A. Komcrpyumumo kpyrose kq(Sq, pa)
n k(A,hy). Tanma cy rpyrosu k u k, AWCjyHKTHU, NOIUPY]y CE€ WK
CeKy, Tj. WMAajy nBe, jeOHy WX HeMajy YHYTPAIILUX 3ajeTHUUIKUX
TaHreHara. llpernocraBuMoO ma MMajy YHYTPAIILUX 3ajeTHUUYKAX TaH-
reHata u jemHy on mux o3HaumMo ca t. Heka cy B u C mpeceune
Tauyke TaHreHTe t W penoM moaymnpaBux p u ¢q. Tlauke B u C cy Ha
moJiyipaBaMa p U ¢ U paznuuute cy on tauke A, vj. tauxke A, B u C cy
TPpU HEKOJUHEapHE Tauke, ma onpehyjy Temena meror tpoyria AABC.

- ~~

""I

P ka

Cuura 2.56.

Zoxas. Iokazxumo na je tpoyrao AABC tpaskeHu Tpoyrao.

(i) O3maunmo ca D nomuokje HopMadte u3 Tauke A Ha npasy t = BC.
Kako je mo womcrpykuuju ADIBC u D € k(A, hy), To je AD = h,.
I[Ipema tome, AD = h, je Bucuna tpoyria AABC u3 temena A.

(ii) ITo koucTpykumju je jom £(p,q) = a, B €p, C € gna je LA = a.

(iii) Kpyr kq(Sa, pa) 1o rOHCTPpYKIMjU nomaupyje taurenty t = BC u
moJsiynpase p u ¢, Tj. nponyskerke crpanuna AB u AC. To 3maun na je
KPYT kq(Sa, po) cnosba ynucanu kpyr tpoyraa AABC, koju momupyje
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crpanuny BC. Kako je mosympednuk TOT KpyTra jeiHaK p, TO je u tpehu
YCJIOB 3a1aTKa 33J0BOJLEH, UNME je IOKa3 3aBPIIEH.

Juckycuja. Tlom ycaoBom ma je a < 2R, 3amarak mma nBa, jeQHO WA
HEMa pellena, Y 3aBUCHOCTHU O TOTA Aa JU KPYTOBH ko (Sy, po) 1 k(A, hy)
UMajy nBe, jelHy UM HEMajy 3ajeqHUUYKAX YHYTPAaIIBUX TaHreHara. [

3anmarax 114. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je dam yzao LA = «,
NOAYNP EYHUK YNUCAHOZ KPY2Q P U BUCUNA Pg.

3anmarax 115. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je dam yzao LA = «,
NOAYNP EYHUK CNOMHA YNUCAHOZ KPY2Q Pp U BUCUHA Py .

3amarak 116. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yzao LA = «,
NOAYNP EYHUK CNOMDA YNUCAHOZ KPY2Q Pe U BUCUHA Ng.

3anmarax 117. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je dam yzao LA = «,
T - NOAYNPEUHUK ONUCAHOZ KPY2G U Pasaura cmpanuya b —c = d.

Ciuura 2.57.

Pememe: Anasusza. IlpermocraBumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu
Tpoyrao, Tj. ma My je LA = q, r TOJYyIPEUYHUK ONMMCAHOT Kpyra U pa-
3nuka crpanuna b — ¢ = d (Cnuka 2.57). Koncrpyummmo cumerpaty s
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yraa £A. Ca S o3mauuMo meHTap yOUCAHOT Kpyra ki DATOr TPOyTJa
AABC a ca S, nenrap cmo/ba ynucaHor Kpyra kg, KOju HOIUPYje cTpa-
muny BC u nmpony:xetke crpanuna AB u AC. Ca O o3maummo meHTap
omucaHor kpyra k a ca Ay cpemumre crpanune BC tpoyria AABC.
Oszuauumo, gasme, ca P u P, HopMmaJsHe mpojernuje tadaka S u S, HA
crpaauny BC. Tapna, npema 3anatky 10. ("Besukn” 3amartak) Basku
PP, =b—cu PA; = A1P,. Tauka A npumaia reoMeTPUjCKOM MECTY
Tavaka 13 Kojux ce ny:k BC Buam mom yriom .

Ciuura 2.58.

Konempykuuja. KoHCcTpyummMo aBe moJynmpaBe p U ¢ Ca 3ajeTHUYKAM
noyeTtkoM y tauku B, npum yemy je £(p,q) = a (Cuumra 2.58). Ha
HOpMAJW N Ha MOJympaBy ¢ oapemumo tauky O TakBy ma je OB = r.
Koucrpyumemo kpyr k(O,OB) u o3maunvo ca C mpecek mpase p u
kpyra k. Osmaummo ca Ay cpemumre, a ca s cumerpaJjay ay:xu BC.
Hera cy M u N mpeceune Tauke mpaBe s U Kpyra k, mIpu 4yeMmy BarKu
M,q +~ BC. Ha npasoj BC koucrpyumumo tauke P u P, TakBe ma je
PA, = AP, = d/2 npu yemy Baskm pacuopen P — A; — P,. Heka cy
n1 U Ny MOJYIpaBe ca MOYETHUM Tauvkama pernom y P u P, ynpasue Ha
npaBy BC npu uemy Basku ni,ng ~ BC u ny, N + BC. Kouctpyumumo
cana kpyr k' ca memtpom y taukum N u moaynpeunukom NB = NC un
o3HAUMMO ca S u S, mpecedyHe Tauvke PeIoOM MOJYIPABUX 7| U No Ca
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kpyrom k. Tama je SS, mpeunur xpyra k', tj. Tauke S, N u S, cy
rosuHeapHe. Osmauumo ca A mpeceuny Tauky npase SS, u kpyra k.
Tauke A, B u C cy HeKOJMHEAPHE IO KOHCTPYKIUju 1 oapebyjy Temena
tpoyraa AABC.

Joxas. Noraxumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo roucTpykumju, rauke A, B u C npunaznajy kpyry k(O,r), na
je T MOJMYNIPEeYHUK OMUCAHOT Kpyra oko Tpoyria AABC.

(ii) Jame Bawkm:

1
LA = £BAC = S4BOC = £BON = £(p,q) = o

(iii) Taura S mpunamza reOMETPUjCKOM MECTY Tadaka, Koje Cy cpe-
MUIITa KPYTOBa yIUCAHUX y TPOYTJIOBe unja je jemua crpanuna BC a

tpehe teme na ayky BC kpyra k ca ome crpane npase BC ca koje HUje
moJympasa ¢. 3aro je S merTap ymmcaHor kpyra y tpoyrao AABC.
ITo xkoucTpykmuju, P je momuo:kje HopMaJie u3 Tauke S Ha BC, ma je
P nomupna Tauka ynucauor kpyra u crpaunurne BC. Ca S, o3naunmo
ApyTy 3ajemHuuky Tadky npase SN u kpyra k. Tana je tauka P,
HOpMaJIHA Tpojeknuja tauke S, Ha npaBy BC. Taura S, je Ha reo-
METPUjCKOM MECTy CPEAUINTa CIO0Jba YIUCAHUX KPYTOBa y TPOYTJIOBE
uuja je jemna crtpanmna BC a Tpelie Teme mpoMeH/BUBA TAUKA JIyKa

BC, koju momupyjy crparuny BC tpoyraa AABC. Taure S u S, cy
CUMETPUYHE y OOHOCY Ha Tauky N ma Cy BUXOBE HOPMAJHE MPOjeK-
uuje P u P, cumerpuune y omuocy Ha tauky A;. Ilpema tome: P m
P, cy momupHe Tauke YOUCAHOT U CIOJa YOUCAHOT KPYyra y TPOYrao
AABC, koju momupyjy crpanuny BC tpoyria AABC. Kao y ana-
au3u, Ha ocHOBy 3anxatka 10. e) Basu: PP, = b — c. Ilo koHCTpYRUMj®
je PP, =2PA; = 2d/2 = d onmakne 3akmpbyudyjeMo na je b—c = d, na je
u Tpehu ycaoB 3amarka 3an0Bosber, Tj. AABC je TpaskeHU TPOyrao.

uckycuja. 3amarak nMa perieme ako je o < 2R 1 ako BasKy pacmopen
B—-P—PF,—C. Y ocramuMm ciaydajeBrMa 3a0aTak HeMa pelema. [

3anmarak 118. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy my dame mexncu-
wre oyxmcu AA1 = my, BB1 =my u CCL = me.

Pememe: Anasuza. Hexa je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HEKa Cy
My AA1 = mg, BB = my u CCy = m, tesgkumube nysxku. O3HAUNMO
ca T tesgmmre Tpoyria AABC a ca T' tauky npase AA; TakBy ma
je /1T = AiT" upm uwemy je T — Ay — T" (Comka 2.59). Tpoyraosu



116 2. Koucrpykimjcku 3amanu

ABTA; u ACT' Ay cy nmomynapHu IpeMa IIPBOM CTaBy O MOILYIapHOCTHU
tpoyraosa jep je TAy = T'Ay, BA; = CA; u {BAT = LCAT'. U3
muxoBe nmomymapuoctu ciaemu BT = CT’. Tlpema Tome, 3a Tpoyrao
ATT'C cy nosnare cse tpu crpanune 1T = 2m,/3, CT' = BT = 2my/3
u CT = 2m./3 u 3a BUX MOPAa Ia BaKU HEjeIHAKOCT Tpoyria. 10 3HauM
a U 3a JaTe YA Mg, My U Me MOPa Ia BAKU HEjeIHAKOCT TPOYIJIA.
Cana moxkemo npehn ma KoucTpykiumjy Tpoyraa AABC.

Cauka 2.59.

Koncmpyxuuja. Komerpyummmo majupe tporao ATT'C Takas ma je
TT' =2my/3, T'C =2my/3 u CT = 2m,/3 (Cnura 2.59). Osnaunmo ca
A1 cpemumre mysxm TT’. Komcrpywmumo satum Ha npasoj C'A; Tauky
B raksy na je BA; = CA; u B—A;—C, a na npasoj TT' Tauky A TakBy
na je AT =TT'"u A—T —T'. Tauke A, B u C ¢y IO KOHCTPYKIUjU
HerosmmHeapHe u onpebyjy Temena meror Tpoyria AABC.

Zoxasz. Iloka:kuMO ma je OBaAKO KOHCTPYUCHU TPOYrao yIpPaBO TPAKEHU
TPOyTao.

(i) o roucTpykuuju je rauka A; cpemumre crpanune BC Tpoyriaa
AABC na je AA; rexumua nay:xk oBor tpoyriaa. C o63upoMm HA TO
Ia 10 KOHCTPYKIMjuU Baku pacrnopen tadaka A — T — A; — T’ 6uhe
AAL = AT+ TA =TT +TT'/2 = 3TT'/2 = mg, Tj. AA1 = m,, na je
IpBU YCJOB 3aJaTKA 38T0BOJLEH.

(ii) Taura T menwn Texumuy nysx AAy y ommocy AT : TA; =2 : 1,
ma je T rmexumre Tpoyrina AABC. O3smauumo ca B mpeceuyny Tauky
npase BT ca crpanmunom AC, a ca (7 nmpeceuny rtaury npase CT ca
crparunom AB tpoyraa AABC. To suaum na cy BBy u CCy Teskumne
nysxku pemom u3 temena B um C tpoyraa AABC. Kao y anamusu 3a-
naTka mokasyje ce ma je BT = CT'. C gpyre crpase je IO KOHCTPYK-
muju CT' = 2my,/3 na umamo na je BBy = 3BT /2 = 3CT'/2 = my, 1j.
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BB| = mj na je u ApyTu yCJOB 3a0aTKa 3a,10BOJLEH.

(iii) Tesxkmmre T nenu resxumny nyx CCy y ommocy CT : TCp =2:1
na je CCy = 3CT/2 = m,.. Harne, tpoyrao AABC je 3aucra TpaskeHu
TPOyTao.

Jluckycuja. 3amarax mMa pellemne IO YCJIOBOM O3 CE€ MO:KE KOHCTPY-
UCATU TPOYTAO UMje Cy CTPAHUIIE je THAKE PENOM HATUM IyKAMa 2ma/3,
2mp/3 u 2m./3. O

3amarak 119. Koxncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy my mpu dame we-
Koauneapre mauke Sy, Sp U Se UEHMPU CNOMDA YNUCAGHUT KPY2084.

Pememe: Anasuza. Hexa je AABC tpakenu Tpoyrao, Tj. HEKa Cy
My HEKOJIMHeapHe Tauke S,, Sp U S, NEHTPU CIOJ/ba YIUCAHUX KPYTroOBa
(Caura 2.60). OsmaumMo ca S meHTap ymnucaHOr Kpyra y TPOYILUY
AABC. Ilpaa AS, je cumerpasa yHyTpalimer a mnpasa SpS. cume-
TpaJia crnomamtmer yria £ A tpoyraa AABC na je AS, 1 SpS., Tj. myx
AS, je Bucuna Tpoyraa S,5,S.. Ha mornmyHo mcTtu HAUMH 3aKLYydyjeMO
na cy u ayxu BS, n CS, Bucune opor tpoyriua. [lakme, rauka S npen-
cTaBJ/ba opToueHTap Tpoyria AS,SpSe.

Ciuura 2.60.

Basku pacnopen tauaka S, — A — Sy, ma je moaympasa S, A yHyTap
yraa £5,5,5.. C o63upom Ha TO ma je uyerBopoyrao BS,CS TeTtuBHUI
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nMamMo

£5,545. = {BS,C = 2R — {BSC = 2R — £ BSS, — £CSS,
= 2R — £S,CB — £8,BC = 2R — (R — £SCB) — (R — £SBC)

= 4SCB + £SBC = ~(LACB + £ABC) = —(2R — £ BAC)

1 1
2 2
~R- %KBAC.

To 3maum ma je yrao £5,5,5. omrap. AHAJIOTHO ce mOKa3yje ma je
£S5,5%S. = R — LABC/2 n £5,5.5, = R — LACB/2, 1j. u yruosu
£85,5pS. u £5,5.5, cy omrpu, na je tpoyrao AS,;S,S. omrpoyriu.

Kowempyxuuja. Hera cy S,, Sp u S, Tpu nare HEKOJIWHAPHE TAUKE.
[MpernocraBumo na o6palyjy omrpoyrau Tpoyrao AS,SyS.. O3naunmo
ca A, B u C moaHOkja BUCUHA PENOM U3 Tadaka Sq, S, 1 S, Ha mpase
SpSe, SaSe 1 SySp. Taure A, B u C' cy 10 KOHCTPYKIU]U HEKOJIUMHEAPHE
u onpebyjy Temena Tpoyriaa AABC.

Joxas. Horaxxumo ma je oBako KoHcTpyucanu tpoyrao AABC ynpaso
Tpaskenu Tpoyrao. Os3mauumo ca S oprouenTap Tpoyriaa AS,SpS.. Yr-
aosu £SCS, u £SAS, cy npasu, na je yerBopoyrao SCSp,A Terusan,
omarie ciaemu ma je LCS,S = LCAS. Yramosu £S,ASy, u £5,BS, cy
IpaBu, Ia je u yeTBopoyrao S,S,AB Tterusan, onakie ciaenu £5,5,B =
£S,AB. Harxne, {BAS, = £5,AC tj. npasa AS, je cumerpaJia yHy-
Tpammer yria kon temena A tpoyraa AABC. Ilo koHcTpykuumju je
SpS. 1L AS,, na je mpaBa SpS. cuMeTpaia CHOJBAIINET YIJa KO TEMEHA
A Tpoyrna AABC. Awmanormo ce mokasyje ma cy mpase BSp u 5,5,
cUMeTpaJie PeloM YHYTPAIImEr U CIOJbAIlher yria KoJ TeMeHa B u
na cy npase CS, u 5,5, cumeTrpaliie peaoM YHYTPAIIHEr U CIOJbaIlHher
yrua kon temena C Tpoyriaa AABC. Ilpecemu Tux cumerpasia Cy Tadke
Sa, Sp 1 Se, ma je AABC 3aucra TpaskeHU TPOYrao.

Jucxycuja. Ilom ycmoBom ma je tpoyrao AS,SpS. omrpoyram 3anaTtak
“Ma jeIMHCTBEHO PEIIeHeE. O

3amarak 120. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy my mpu dame He-
xoauneapre mavke S, Sy u S, pedom yeHmpu yncaroz Kpyza, CNOHG Yniu-
carnoz Kpyza xoju dodupyje cmpanuyy AC u cnoma ynucanoz Kpyza Koju
dodupyje cmpanuyy AB.

Pememe: Anaausa. Heka je AABC TpaskeHnu Tpoyrao, Tj. HEKA Cy MY
HeKoJImHeapHe Tauke S, Sp u S, pemoM IEeHTPU YICAHOT KPyra, CIOJLa
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Cauka 2.61.

YIUCAHOT KpyTra Koju nomupyje crpanuily AC 1 crosba yoIucaHor Kpyra
koju momupyje crpanuny AB (Cmuka 2.61). Osmaunmo ca S, menrap
criosma ynucanor kpyra tpoyraa AABC, koju nonupyje crpanuny BC.
[IpaBa AS je cumerpasia yHyTpallmer a mpasa SpS. cuMeTpaJa CIo-
mammer yraa £A tpoyraa AABC ma je AS L1 SpSe, 1j. myx AS je
pucuna tpoyria ASS,S.. Ha mormyno mcTtu Hauymn 3aKLydyjeMo oa Cy
u ny:xu BS. u CS, Bucune opor tpoyriaa. llakmie, rauka S, mpencraBiba
opronenTap tpoyraa ASSyS., tj. Ttauke A, B u C' cy nmonHo:kja BUCUHA
pexoMm u3 temena S, S, u Sp Tpoyraa ASSyS..

Kao y amamm3u 3anatka 119. morasyje ce ma je yrao £5p5,5. orm-
tap. C apyre crpane £5,55. = LABSC = 2R — LCS;B = 2R — £5,5,5.
To suauu nma je yrao 45,55, Tym.

Konempykuuja. Heka cy S, Sp u S, Tpu nate HekonmHapHe Tauke. [lper-
MOCTAaBUMO ma 00pa3yjy Tymoyrau tpoyrao ASS,S. ca Tynum yriom
ASpSS.. Osmaunmo ca A, B u C nmogHo:Kja BUCUHA PEIOM U3 Tavyaka S,
S. u Sy na mpase SpS., SSp u SS.. Taure A, B u C cy 1O KOHCTPYKIUjU
HekosJmHeapHe n oapebyjy Ttemena Tpoyraa AABC.

Zoxas. Iloraxkmmo na je oBako KoHcTpyucanu Tpoyrao AABC ympaso
Tpaskenu Tpoyrao. Osmaummo ca S, opronenTtap tpoyriaa ASSyS.. Yr-
aosu £SCS, u £SAS, cy npasu, na je gerBopoyrao SCSpA Terunawn,
omariyie caemu ma je £CSpS = ACAS. Yraosu £SAS, u £SBS. cy
npaBu, ma je u yerBopoyrao ASBS. terusan, omakie ciaemu £SS.B =
ASAB. Owmrpu yraosu £55.B u £CSpS cy jemHaru Kao yrioBU Ca HOP-
MasHuM kpanuma. lakie, L BAS = LSAC t1j. npasa AS je cumerpaia
yHyTpammer yriaa kon temena A tpoyraa AABC. Ilo koucTpykuuju je
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SpSe. L AS, ma je mpasa SpS. cuMeTpaJja CHOLAIILEr yIJa KO TeMEHA
A tpoyraa AABC. Awnanormo ce mokasyje ma cy upase BS, u BS,
cuMeTpaJie peloM YHYTPAIIImEr U CIOJbAIlher yria KoJ TeMeHa B u
na cy npase CS. u CSp cumerpaje peroM YHYTPAIIHEr U CIOJbAIIHer
yrua kon temena C Tpoyraa AABC.

(i) Hakme, Tauka S ce manasu y npecery cumerpanaa AS, BS, u CS.
pemoMm yHyTpammux yriaosa kon temena A, B u C tpoyraa AABC, na
je S meHTap ymmcaHOT Kpyra.

(ii) Taura S, ce MO KOHCTPYKIMjU HAJNA3U Yy HPECEKY CUMETPAJU
BSy yayTpammer yriaa kon temena B u penom cumerpasa SpS. u CS
crnosmalmmbux yriaosa kox temera A u C tpoyraa AABC, na je Sy nerrap
CIIoJba YIUCAHOT Kpyra Koju momupyje crpanuny AC.

(ili) Tauka S. ce MO KOHCTPYKUUjU HAJA3U y IPECEKY CUMeTpaJe
CS. yayrpammer yriaa kon teMena C' u pemoMm cumerpaina SpS. u BS,
crnoJsanrmux yriosa ko temena A u B tpoyraa AABC, na je S, nenrap
CIIOJba YIMCAHOD Kpyra Koju momupyje crpauuny AB. Ilakae, Tpoyrao
AABC je 3amucra TpayKeHU TPOYyrao.

Luckycuja. 1lonm ycmoBom na je Tpoyrao ASSpS. Tymoyriu, ca TyIuM
YIJIOM KOJZ TeMeHa S, 3aJaTaK MMa jeqUHCTBEHO PEIlemhe. |

3amarak 121. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy dame mavke K, L
u N y Kojuma mez08 onucanu kpyz ceve pedom npase odpebene sucurom
AD, mexwcuwmnom 0yxmcu AA1 u cumempasom AE ynympawmes yeaa %00
memena A.

Pememe: Anasusza. Hera je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HEKa Cy
nare tauke K, L u N y kojuma HeroB OnuCaHu KPyT | ceye pemoM mpase
onpebene Bucunom AD, Texxumuom ny:xu AA; u cumerpasom AE yu-
yrpammer yraa kox remena A (Cuuka 2.62). Tana je kpyr | onucan u
oko tpoyraa AKLN. Ozmauumo ca O maTap kpyra l a ca A; cpemumre
crpanune BC. Ilpeceuna tauka N cumerpaine AE yHyTpammer yria
ko temena A u kpyra [ npunana cumerpasu crpannne BC (Bumu 3a-
narak 10.). Ilpase AD u ON cy mopmanue na BC mna cy mpasemnne
mebhy cobom. Takobe, Taura A; Hasasu ce y npeceky npasux ON u
AL.

Konempyxuuja. Hera cy mare tpu tauke K, L u M takBe ma je yrao
AKNL tyn. Osmauumo ca O mneHTap Kpyra [ OmMMCaHOr OKO TPOyTJa
AKLN. Kpos tauky K KOHCTPYUIIMNMO TPABY P MAPAJEIHY TPABO]
ON. OsmauumMo ca A npyry mpecedyHy Tauvky OpaBe p U Kpyra [, a
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Cuka 2.62.

ca A; mpeceuny Taurky npasux ON u AL. Y Tauku A; KOHCTDPYUIIUMO
npaBy ¢ HopMaJiHy Ha npaBy ON u o3uaunmo ca B u C npeceune Tauke
npaBe g u kpyra [. Tauke A, B u C' 0 KOHCTPYKIUjU TPpUNAIA]y KPYTY
[ ma cy HerkoquHeapre u onpebyjy temena tpoyraa AABC. Iokaxumo
na je AABC tpaskeHu Tpoyrao.

Joxas. (i) TeruBa BC HOpMaiHa je HA NPEYHUK KPyra | IO KOHCTPYK-
nuju y tauku A; ma je taura A; cpemumre ny:xku BC. 3naun AA;
je rexxkumua my:x Tpoyraa AABC. Kako je L mpeceuna Tauka mpase
AA; n onucanor kpyra oko Tpoyraa AABC, 1o je npBuU yCJIOB 3a1aTKa
38,TOBOJbEH.

(ii) Osmaummo ca D npeceuny tauky npasux BC u AK. Tana je
no xkoucTpykuuju AD || ON u ON L BC na je AD L BC, tj. AD je
Bucuna tpoyraa AABC. Tauka K ce mama3u y npeceky Bucune AD u
omucanor kpyra | oko tpoyria AABC na je u nqpyru ycJoB 3aJaTKa
3aJ0BOJHCH.

(iii) Tauka N 1m0 KOHCTPYKIMjU IPUNALA IPECEKY CUMETpaJie CTpa-

uune BC' u onumcanor kpyra [. To 3Haum na cy xkpyskau aykoBu BN u

CN jemnaru a camuMm tuM u nepudpepujcku yriaosu L BAN n LCAN.
Ilakne, AN je cumerpaJia yHyTpAIller yriya KOI TeMeHa A, ma je u
rpehu ycnoB 3amaTka 3a10BOJLEH.

LJuckycuja. Tlom ycmosom ma je yrao L KNL Tyn 3amaTak uMa jeaudH-
CTBEHO DeIIe. O
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Amanormo ce Mosxke peammT n Cnenehm 3aaTak:

3amarak 122. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy dame mavke K, L
u M y xojuma mez08 onucanu kpyz ceue pedom npage odpeliene BUCUHOM
AD, mexwcuwrom oyxmcu AA1 u cumempanrom AF cnomawmee yena %00
memena A.

amarak 123. Jlame cy mpu xoauneaprne mawke D, E u Ay. Koncmpy-
ucamu mpoyeao AABC xome je mauxa D noonoxcje sucune uz memena A,
mauka E npecex cumempane ynympawmees yzaa K00 memena A ca cmparu-
yom BC, mauxa Ay cpeduwme cmpanuye BC u xome je 0yxc xoja cnaja
meme A ca opmouenmpom H jeonaxa damoj dyxcu d.

Pememe: Anasuza. Hera je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. Heka je
rauka D momHOXje BucuHe M3 Temena A, tauka E mpecek cumerpadie
VHyTpalmer yriaa koa reMena A ca crpanunom BC, tauka A cpenummre
crpaunune BC u Heka je my:k koja cmaja teme A ca oprouentpom H jen-
naka naroj ayxu d (Cnuka 2.63). Osmaummo ca O meHTap ONMCAHOTD
kpyra oko tpoyriaa AABC, a ca N mpeceuny Tauky CUMeTpaJjie YHY-
Tpammer yriaa kon temena A ca cumerpasiom crpanune BC Tpoyria
AABC. Tama tauka N mpunana kpyry . Tpoyrao AOAN je jen-
makokpaku na je LOAN = LONA. C gpyre crpane, Baxku LONA =
ADAE. Cnemu LOAN = LDAFE, 1j. AFE je cumerpana yraa £DAO.
To smaum na cy npase AD um AO Tanrente Ha Kpyr k' ca meHTpoMm y
Tauku F u monynpeunukom DE.

ITpema Ojaeposoj Teopemu (3anarak 8.) mysxku AH u OA; cy na-
panense npu yvemy je OAy = AH/2 m OA; n AH cy ucrocmepre. To
suaun ga je OAy = d/2. llpumerumo jom na 3a tauke D, E u A Baxku
pacnopen tadyaka D — F — Aj.

Kowempyxuuja. Hera cy ma nmpaBoj p mare tauke D, F u A; Takse
na Bazku pacunopen D — E — A;. Koucrpyumumo tauky O TakBy na
je OA; L p u OA; = d/2. Koumcrpyumumo 3arum kpyr k'(E,DE) u
tanrenty t u3z tauke O Ha kpyr k. O3maumMo ca n HOpMAaJy Ha MpaBy
py Tauku D a ca A mpeceuny Tauky mpaBux t u n. KoHCTpyummmMo
kpyr [(O,0A) n o3uaunmo ca B u C npeceune tauke kpyra | u mpase p.
Taurke A, B u C cy 1o KOHCTPYKIMjU HEKONMMHeapHe u oapebyjy temena
tpoyrana AABC. Hokaxumo na je tpoyrao AABC TtpaskeHnu Tpoyrao.

[oxas. (i) o wromcrpykumju cy mnpase n = AD u p = BC wmeby
coboM HOpMaJiHe ma je Tauka D momHOkje BucuHE U3 TeMena A Tpo-

yriaa AABC.
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Cuka 2.63.

(ii) o roucTpykuuju je mysx OA; HOpMasHa y Tauky A HA TETUBY
BC xpyra [(O,0A) na je A; cpenumre nysxu BC.

(iii) O3maunmo ca N mpeceuny tauky npase OA; u xpyra [. Tana
je tpoyrao AOAN jemmarxokparu na je LONA = LOAN. Ilame Baxku
ADAN = LOAN mna je LONA = LDAN, tj. AN je cumerpaisa yria
£DAQO. C gpyre crpane, AFE je MO KOHCTPYKIUjU CUMETpaJa yria
ADAO, na ce npase AF u AN noknanajy. Ilpasa AN je cumerpadia

yraa £ BAC 36or jemnakoctu kpyskuux jgykosa BN u CN. Ilakne, AE
je cumerpausia yraa £ BAC, ma je u 0Baj yCIOB 3aJ0BOJLEH.

(iv) Osmaummo ca H oprouentap tpoyriaa AABC. Kao y anamusu
3amaTka, nokasyje ce ma je OA; = AH/2. C gpyre crpase, mO KOH-
crpykmuju je OA; =d/2. Cnemn AH = d na je tpoyrao AABC 3aucra
TPasKeHN TPOYTao.

Luckycuja. Ilom ycmosoM ma Basku pacuopen tavyaka D—FE— A; 3amarak
nMa IBa, jeTHO WU HEMA PEIIEHka Y 3aBUCHOCTH OJ TOTA Ia JIU U3 TAUKE
O ma kpyr k' mocroje nBe, jeqHa WAV HUjeIHA TAHTEHTA.

Sanmarak 124. Jlame cy mpu paswe mauxe D, E u O. Kowcmpyucamu
mpoyzao AABC maxo da my je mawka D nodnoxcje eucumne uz memena
A, mawxa E npecex cumempane yrympawmwee yeaa LA ca cmpanuyom BC
u O uenwmap onucanoz Kpyza.

Pememe: Ananusza. Hera je AABC TpaskeHu TpOoyrao, Tj. HEKa My je
rauka D momHOxkje BucuHe u3 TeMeHa A, tauka E mpecek cumerpase
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yuyTpammer yriaa £A ca crpamunom BC u tauka O MeHTAp OMUCAHOT
kpyra (Camka 2.64). Huje temro 3akmyumty na yrao £LDEQO mopa
outu tyn. Osmaummo ca N mpeceuny Tauky cumerpasie AF u omuca-
vor kpyra [, a ca K cpemumre ny:xku AN. Tana je OK 1 AN, na Tauka
K npunana kpyry k' man npeunnkom OF. C apyre crpane, Tauka K je
nomjenuako ynamena on npasux ON u AD, Tj. npunama npaBoj § map-
anesuoj nmpasama ON u AD npu yeMy je mpaBa S MOOjeIHAKO yAaJbeHa
on npasux ON u AD. Hame, AD je ynpasua va DFE u A npunana npa-
Boj KFE. Cana umMaMO NOBOJbHO €J€MeHATa 3a KOHCTPYKIWUjY TPOYTJa
AABC.

A

Caura 2.64.

Kowempyxuuja. Hexka cy D, E m O Tpu pa3He Tauke TakBe na je yrao
£DEO tyn. Komcrpymmmmo kpyr k' man npeunukom OF u mopmadge
n u m penom y taukama D m O ma mpasy DFE. Koucrpymwmmo cana
npaBy s maMmeDy mapaJjieslHUX MPAaBUX M W N HOAj€AHAKO yAAJHEHY O
obe mpase 1 o3HaumMoO ca K mpecedrny Tauky mnpase s u kpyra k'. Ca
A u N osmauuMo mpeceune tauke npase KF pemoMm ca mpasama n U
m. Tanma je OA = ON. Ha kpajy, KOHCTPpyUIIUMO KPYT | ca MEHTPOM Yy
taukn O u noaynpevnnkomM OA = ON. Osumauumo ca B u C mpeceune
tauke Kpyra | ca mpasom DFE. Ilo xkoucrpyknuju, trauke A, B u C cy
HerosmmHeapHe u onpebyjy Temena meror Tpoyria AABC.

Zloxas. IlokaskMMO na je OBAKO KOHCTPYUCHU TPOYTao YIPABO TPaKEeHU
TPOYTAo.
(i) Tlo koucTpykumju Tauke B u C npumanajy kpyry | ca HeHTpOM
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y tauku O um moaynpeununkoM OA. To 3maum ma je tauka O meHTap
onucaHor kpyra oko tpoyriaa AABC.

(ii) o romcrpyrmuju je n L DE, A, D € n, B,C € DE na je AD L
BC, T1j. Ttaura D je momuoskje Bucune m3 temena A tpoyraa AABC.

(iii) [To korcTpykuMju cy tauke A, K, F u N KosuHeapHe U mpaBa
m je cumerpana ayxku BC jep je OB = OC. To 3mauu ga je AN
cumerpadia yraa £ BAC, na je E nmpeceuna Tauka cumerpaJje yriaa £A
u crpanune BC Tpoyrna AABC.

Huckycuja. Tlom ycmoBom ma je yrao ADFEQO Tyn 3amatak uMa OBa
pemema ako Kpyr k' 1 mpaBa s uMajy ABe 3aje IHUUYKE Tadke. Y OCTAJMM
ciIyJajeBUMa 3aaTak HEMAa PelIeHha.

3amarak 125. Jame cy mpu mauke A, A1 v H. Koncmpyucamu mpoyeao
AABC maxo da my je mauka A meme, A1 cpeduwme cmpanuue BC u H
0pMOoUEHMaAP.

Pememe: Ananusza. Hera je AABC TpaskeHu Tpoyrao, Tj. HEKa My je
rauka A teme, A; cpemumre crpanune BC u H opronenrtap (Cuuka
2.65). Heka je | kpyr ca mearpom y tauku O OmMCAH OKO TPOYILJa
AABC a N upeceuna tauka kpyra | u cumerpate crpauune BC, mpu
uemy je A, N + BC. Osmauumo ca A’ nommosxje Bucume m3 tauke A
a ca D mpeceuny taury mpase OC u kpyra [. Tana je {DAC upas
1j. DA 1 AC. Kaxo je jom BH 1 AC, 3akmyuyjeMo ma cy IpaBe
DA n BH mnapanenune. C mpyre cTpaHe, HA UCTU HAYUH 3aKJLYUIYjEMO
na cy u nupase BD u AH napasenne. Ilakmue, yuerBopoyrao ADBH je
mapaJjiejiorpaM, ma cy My HacnpaMmue crpamune AH u DB jemuake u
uctocmepue. Kon mpaBoyrsor tpoyraa ABCD ca mpaBuM yrioM KOI
temena B ny:x OA;p je cpenma aunuja jep je Ay cpemumre crpanune BC
u OA; L BC. To 3uauu ga je OA; = BD/2 u OA; || BD npu uemy cy
nyxu DB u OA; ucrocmepre. lakne, ouhe OA; | AH, OA; = AH/2
u nyxu OA; u AH cy ucrocmepue. Iame, temena B u C npumanajy
npaBoj Koja je y Tauku Ay mopMmaJsHa Ha npasy AH.

Konempyxuyuja. Hera cy A, Ay m H tpu mare taure. Kpos Taury A;
KOHCTPYUIIUMO TIpaBy s mapaJsienny npasoj AH. Ha npaBoj s ompenumo
raury O rakBy na je OA; = AH/2 u na cy nysu OA; u AH ucrocmepHe.
Koncrpyumwmmo 3atum kpyr [ ca meaTpoM y Tauku O U MOy TPEYHUKOM
OA. Y Tauku A) KOHCTPYUIIUMO IIPaBy p HOpMaJHy Ha npasoj s. Ca B
u C o3HauMMO TpeceuvHe Tauke npase p u kpyra [. Tauxke A, B u C cy
IO KOHCTPYKIMjU HEeKoNMmHeapHe, na oapebyjy temena tpoyraa AABC.
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Ciuura 2.65.

Zoxas. IlokaskuMO na je OBAKO KOHCTPYUCHU TPOYTao YIPABO TPaKEHU
TPOYTAO.

(i) Taura A je treme Tpoyraa AABC.

(ii) Taurka A} mO KOHCTPYKIMjU HpUHana cuMerpasn s crpanune BC,
na je Ay cpeauriTe Te CTpaAHWUIE.

(iii) TTo koucTpyrMju cy npase AH u s = OA; napasense npu yemy
je OA; = AH/2. Osuauumo ca Hj opTonesTap KOHCTPYUCAHOT TPOYTIIa
AABC. Kao y ananu3u 3anaTka nokasyje ce na je OA; = AH /2, AH, ||
OA; npu uemy cy AHy, u OA; ucrocmepue mysxu. IIpema Tome, Tauke
H u H;, ce morsanajy, na je H opromenTap KOHCTPYWCAHOI TPOYIJIa
AABC.

Luckycuja. 3amaTak UMa jeIUHCTBEHO PELIEH:€ IO yCJIOBOM Ha cy A,
A1 m H Tpu pasue Tauke.

Samarak 126. /am je xpyzl u mavwka H y pasnu moez xpyza. Y xpyel ynu-
camu mpoyzao AABC xome je opmoyenmap dama mayuxa H, a cmpanuya
BC jeonaxa damoj dyacu a.

Pememe: Awnasusza. Heka je tpoyrao AABC kome je oproueHTap
nata tauka H, a crpamuna BC jemnaka maroj mysKv @ yOucaH y OaTU
kpyr | (Cnuka 2.66). Osnaunmo ca O uenrap kpyra l a ca A; cpenumre
crpauune BC. Ilpema Ojmeposoj Teopemu, ay:xu AH u OA, cy mapa-
nenHe u ucrocMmepre u npurom Bazxku OA; = AH/2. Kana cy mosmate
crpanuna BC = @ u onucanu Kpyr | OHIA je MO3HATO U pacTojame d
tauke O on mpase BC, 1j. OA; = d. Tauka A mHamxa3u ce HA pacTojamy
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A

a2

Cuka 2.66.

2d om Tauke H. Cumerpadia s crpanune BC mapajesnna je npasoj AH.
Tauke B u C npunanajy HOpMaJii Ha CUMETPAJy § U Ha PacTOjamy Cy
a/2 on we.

Konempykyuja. Y momohHOj KOHCTPpYKIMjU KOHCTpyUIuMO nysk d = OA;
Kaaa je mosHaT ommcanu Kpyr [ u crpanuna BC = a.

Heka cy cana y pasuum matu kpyr | u tauka H. Komcrpywumumo
kpyr k' ca mentpom y tauku H u moaynpedHukoM 2d M O3HAUMMO Ca
A jemmy on mpeceununx Tadaka kpyrosa [ u k. KomcTpyumummo mpasy
s ¥po3 Taury O mapasenny npaBoj AH. Heka je mpaBa p mapaJesnna
npaBoj s Ha pacTtojamy a/2 on mwe. O3HauuMo ca B jemHy oJ npecevHux
TAauKy TpaBe P u Kpyra | 1 TO OHY 3a KOjy Basku ma cy aysxku AH m OA;
UCTOCMEpHE, Tae ¢MO ca A] O3HAUMIM TOMHOKje HOpMAaJe u3 Tauke B
"a mpasy s. Osmaummo ca C mpeceuny Tauky npase BA; u kpyra .
Tanma je Ay cpemumre nysxku BC, a tauke A, B u C cy HeKoJmHeapHe
u onpebyjy Temena Tpoyraa AABC.

Zoxasz. IlokaskuMo ma je OBaAKO KOHCTPYUCHU TPOYTao yIPaBO TPaKEHU
TPOyTao.

(i) ITo komcrpyrmuju tauke A, B u C npunanajy kpyry [, tj. [ je
omucanu Kpyr oko tpoyriaa AABC.

(ii) Mo komcrpyrumju je BC = BA; + A1C = a/2+ a/2 = a, na je u
OPYTU YCIOB 33JATKA 3aJ0BOJLEH.

(iii) Osmaummo ca H; opronenrap tpoyria AABC. Tapna, npema
Ojneposoj Teopemu my:xu AH; m OA; cy mapajenHe m MCTOCMEpPHE
u npurome je AH; = 20A;. llo roucrpyrkmuju aysxxu AH u OA; cy
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mapaJjiesne u ucrocMepue npu dyemy je AH = 20A,. To 3maum ma ce
rauke H u H; noknanajy, tj. H je opromenTtap tpoyriaa AABC.

Lucxycuja. Ilon ycmoBoMm ma je mpedHuk Kpyra | Behu on mare oy:Ku a
3a1aTaK UMa jeIWHCTBEHO DeIlerhe 0 Ha IOLYIapPHOCT.

3amarak 127. Koncmpyucamu mpoyzao AABC xome cmpanuya BC jeo-
Haxa 0amoj 0yacu a, 0yxc Koja cnaja meme A ca opmoyenmpom H jeonaxa
0amoj dyacu d U NoAYNPeYHUK YNUCAHO? KPY2a jeorar 0amoj Oyxcu p.

Pememe: Awnaausza. IlpernocraBumo ma cy rox tpoyria AABC natu
cnenehu emementn: crpamuna BC = a, onceuak Bucune AH = d un
MOJIyIPEYHUK YIUCAHOT Kpyra p, Ipu yeMmy cMo ca H o3Haumiam opTo-
neunrap maror Tpoyria. Heka je O memrtap ommcaHor Kpyra [ OKO TPO-
yrama AABC, A; cpemumre crpanune BC, N mpeceuna Tauka Kpyra
I u cumerpane crpanune BC taksa ma je A, N - BC. Osmaummo ca
S menrap ymucanor kpyra k y tpoyray AABC. Tana, tauka S mpu-
naja reOMETPUjCKOM MECTY IeHTapa yIMCAHUX KPYyroBa (Buau 3anaTak

72.), tj. nyry BC kpyra k' ca menTpom y Taukm N U IOIyNPEYHUKOM

NB = NC, upu uemy je BC, N+ B(C'. Tauxra S Hama3u ce Ha pacTojamy
p on crpauute BC.

Cnura 2.67.
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FKonempyxuuja. Ha mpaBoj p oapemumo tauke B u C TakBe ma je my:k
BC jennara maroj my:xu a (Cnuka 2.67). Osmaummo ca A; cpenpumre
nysxku BC. Ha cumerpanu s mysxkm BC' ompemumvo taury O TakBy Oa
je myxx OA; = d/2. Koucrpyumummo kpyr [ ca umenrpom y tauru O
u noaynpeunukom OB = OC. Ca N 03HAYMMO jeOHY OI IPECEYHUX
Tauaka npase s 1 kpyra [. Koncrpyumumo kpyr k' ca meHTpoM y Tauku
N u nonynpeunukom BN = C'N. Ha pactojamy p on npase p KOHCTPY-
UIMMO TPaBy ¢ TapajieJHy mpaBoj p, Tako na je N,q -+ p. Osmaunmo
ca S mpeceuny Tauky mpase ¢ u Kpyra k’, a ca A Opyry mpecedmy
taurky kpyra [ u mpase NS. Ilo komcrpykmuju, taure A, B u C cy
HekosmHeapHe u oapebyjy Temena Tpoyraa AABC.

Joxas. IokakuMO na je OBAKO KOHCTPYUCHU TPOYTao yOPaBO TPAKEHU
TPOyTao.

(i) ITo korcTpyRUMjU je cTpanuna BC jenHaka maToj Ky:KW a.

(ii) Taura S MO KOHCTPYKUMjU TPUIALA T€OMETPU)CKOM MECTY IEH-
Tapa yIUCaHUX KPyroBa U Ha pacTojamy p je om crpamune BC, na je
U IPYTU yCJOB 3a0BOJHEH.

(iii) Osnaunmo ca H oprouentap tpoyria AABC. Kao y ananusu
3aaTKa JOKa3dyje ce ma 3a mapaJienane u ucrocMmepue ny:xk AH u OA;
Basku OA; = AH/2. C mpyre crpase, no koHcTpykuuju je OA; = d/2,
ma je AH = d.

Luckycuja. C o063upoM Ha TO nOa mocToje maBe MoryhHoctu 3a m360p
tauke N, 3amaTak MOKE UMATU YETUPHU, OBA WU HUjETHO peIlleme, Yy
3aBUCHOCTHM OJ] TOTa Ha JX IpaBa ¢ W Kpyr k' mMajy mBe, jemHy win
HeMajy 3ajeJHUYKNX TadaKa.

3anmarak 128. Jlame cy mpu nexoauneapre maywxe Ay, S u E. Kowempy-
ucamu mpoyzao AABC maxo da je A1 cpeduwme cmpanuuye BC, mauxa S
uenmap ynucaroz kpyza u E mauka y xojoj cumempana ynympawmez yeaa
LA ceue ecmpanuuy BC.

Pememe: Anasusza. Hera je AABC tpaskenu Tpoyrao, Tj. HeKa Cy MY
merosmHeapue Tauke Ay, S u E pemnom cpenumnte crpanune BC, nen-
Tap ynucasor kpyra u npecek cumerpadse £A u crpanunoe BC (Cunura
2.68). Osmaummo ca [ onucanu kpyr oko tpoyria AABC, ca k ynucanu
a ca k, cmosba ymmcaHu Kpyr, ca IEHTPOM y Tauku S, KOju momupyje
crpanuny BC. Herka cy P u P, nomupHe Tauke pemoM Kpyrosa k u kg
ca crpanunom BC. Y 3anarky 10. ) mokasano je ma je A; cpemumnre
nysxu PP,. llame, Tauka P je momHOkje HOpMaJie 13 Tauke S Ha MpaBy
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FA, = BC. Crpanuna BC mnpumaia yHYTPaIIH0] 3ajeIHUYKO] TAH-
reHTu Kpyroea k u ko, mok cy crpanuine AC u AB Ha CcHoJbalrmum
3ajeTHUYKUM TAHTeHTaMa MOCMATPAHUX KPYTOBa.

Cnura 2.68.

Konempyxuyuja. Hera cy mare Tpu Heromuueapue tauke S, F u A;. O3-
HaumMo ca P momHo:kje HopMasie u3 Tauke S Ha nmpaBy FA;. Ha mpagoj
E Ay xoucrpyummmo taury P, takBy na je PAy = AP, u P— Ay — P,.
Y raurkn P, KoHCTpyWmumMO HOpMaJy n Ha mpaBy FA; m o3Haummo ca
S, npeceuny tauky npasux AF u n. Koncrpyummmo kpyrose k(S, SP)
u kq(Sq, SaPy). IlpaBa FA; je yHyTpamma 3ajeJHAUYKA TAHTEHTa KPY-
roea k u k,. IlpernocraBumo na je SP < S, P,, Tj. ma Bau pacrnopen
ravaka P — F — A;. KoHcTpyummMmo 3ajeHUYKe CIOJbAIIE TAHTEHTE
t1 u ty kpyrosa k u k,. Osmauumo ca A mpeceuHy Tauky OpaBux tp
u ty, ca B mpeceuny taury mpasux t; u FAj; a ca C mnpeceuny Tauky
npaBux to u KA. Ilo koucrpykuuju, tauke A, B u C cy HEKOJIUHEeapHE
ma onpebyjy temena tpoyrna AABC.

Jloxas. IlokaskuMoO na je OBAKO KOHCTPYUCHU TPOYTa0 yIPABO TPaKCHU
TPOYyTao.

(i) ITox npernocraBkoM na Bazku pacunopen radaka P—E—A; saxuhe
uA—-S—FE-S, naje gkpyr k(S,SP) ynucan y tpoyrao AABC, Tj.
Tayka S je HeHTAp YOUCAHOT KPyTa.

(ii) ITo roucTpykIMju, Tauka E ce Hama3u y npeceky cumerpadie SS,
yrua konm temena A u crpanune BC tpoyraa AABC, na je u apyru
YCJIOB 3a,1aTKA 3a,I0BOJHEH.
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(iii) Osmaummo ca A’ cpemumre crpamume BC. Tama je, kao y
apamusu, tauka A’ cpemumre nysxu PP,. C apyre cTrpase, IO KOH-
cTpykmmju, cpemumre ay:xku PP, je tauka A;. 360r je AMHCTBEHOCTHU
cpeIMImTa Oy:KHU 3akbydyjemo ma je A = A’ ma je taurka A; cpemumre
nysku BC. Ilarkme, AABC' je TpaskeHu TpOyrao.

Huckycuja. Ilom ycmoBom ma Basku pacmopen tadaka P — E — Ay, Tj.
naje yrao £SFE A, Tyn, 3aIaTak UMa je IMHCTBEHO PEIIeme 10 Ha MOMIy-
OapHOCT. [l

Samarak 129. Jlame cy mpu nexosuneapre mavwke A1, Sq u E. Kowempy-
ucamu mpoyzao AABC maxo da je A1 cpeduwme cmpanuye BC, mavka
Sa yenmap cnoma ynucaroz kpyza xoju dodupyje cmpanuuy BC v E mauxa
Y Ku0joj cumempana yrnympawmez yeaa LA ceve cmpanwuyy BC.

Pememe: Anaausza. Hera je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HEKa CY
tauke A1, S, u E HeronuHeapHe u HEKa je A - CpeAUINTE CTPAHUIE
BC, S, - nenrap cmnoJba yOUCAHOT Kpyra Koju momupyje crpanuty BC
n E - mpecek cumerpane £A u crpanunoe BC (Cuwmka 2.68). O3-
HauuMO ca | omumcaHu Kpyr oko tpoyria AABC, ca k ynucanu Kpyr
ca meHTpoM y Taukum S a ca k, CIoJba yOUCAHU KPYT KOjU NOAUDPYje
crparuny BC. Herka cy P u P, nomupHe Tauke pemoM Kpyrosa k u kg
ca crpanunom BC. Y 3anarky 10. b)) morasano je ma je A; cpenumrre
nysxku PP,. Ilame, tTauka P, je MOmHOXje HOpMAJe U3 Tadke S, HA
npaBy FA; = BC. Crpanuna BC npunana yHyTpallmkOoj 3ajeTHUYKO]
TaHreHTu Kpyrosa k u k., mok cy crpanune AC u AB Ha CHOJbAITHUM
3aje THUYKUM TaHTEHTaMa MOCMATPAHUX KPYyTOBa.

HacraBak pemema mpemymra ce YuTaoly. O

3amarak 130. Koxncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy my dame mexncu-
wHe dyacu BBy = my u CCL = me ka0 u yzao LA = a.

Pememe: Ananusa. Hera je AABC tpaskenu Tpoyrao, Tj. HeKa Cy MY
BBy = my u CCy = m, TeRumHbe Oy:KA a yrao kon temMena A jenmak
MaTOM YTy «. Y TOM ciyyajy TemMe A mpumana reoMeTPUjCKOM MECTY
Tavyaka M3 Kojux ce nyxk BB; Bumm nox yraom « (Camka 2.69 (i)).
Tauka Cy mpencrasma cpemumre crpanune AB, tj. BA : BC; = 2.
To 3HAYM ma y XOMOTETUjU Ca IEHTPOM y Tauku B 1 KoepuiujeHTOM
k = 1/2 raukm A omrosapa rtauka (7. C mpyre crpane, tauka C
Ipunaga Kpyry ca HeHTPOM y TeRUINTY 1 ¥ MOJIyIPEeYHUKOM M./3.
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Cuura 2.69.

Konempyruuja. Koucrpyumumo nysx BB1 = my u Ha B0j Tauky 1 TaxkBy
na je BT : TBy =2 :1. Ca noueTkOM y Tadykyd B KOHCTPYUIIUMO MO-
aynpaBy p takBy na je £(BBi,p) = a (Cauka 2.69 (ii)). Hexka je s
cuMeTrpaJsa nysku BBj a n HopMmasa Ha moaynpaBy p y Tauku B. O3-
HaunMo ca O IpeceuyHy Tauky IPaBUX S U N, a ca k KPyr ca IEeHTPOM y
tauku O u nonynpeunnkom OB = OB;. Jlyk BB kpyra k, koju Huje ca
ucre crpase npase BB kKao u mosynpasa p, IpeACTaABbA T€OMETPU]CKO
MECTO Tavaka u3 Kojux ce my:x BBj Buau mon yriom . KoHCTpywmmmo
3aTUM Kpy&HU JTyE k' KOju y xomoTeTuju Hp /o OArOBapa KPY:KHOM
ayry k. O3HaumMo ca [ Kpyr ca NeHTPOM y Tauku 1 U MOJIYIPEYHUKOM
m./3, a ca C] npeceuny Tauky KpyskHOr Jayka k' u xpyra [. Ha momy-
npasoj C1T ompenumo tauky C rtaksBy na je CT = 2/3m, u na Baxku
pacnopen tauaka C1—T —C'. Ha kpajy, o3HaunMo ca A mpecevyny Tauky

npase C'B; u kpys&Hor ayka BBj kpyra k. Ilo koacTpykmmju, Tauke A,
B u C cy uwekonuueapue u onpebyjy temena tpoyraa AABC.

Joxas. Iloka:kuMO na je OBAKO KOHCTPYUCHU TPOYTAaO YIPABO TPAKEHU
tpoyrao. Ilo xomcrpyrmuju je C1 = Hpi/9(A), 1j. AC1 = AB/2 n
A — Cy — B, omakyne caemu na je C cpemumre crpanune AB. Tauka
T mo roucTpykmuju menu nysxku BB; u CCp y ommocy 2 : 1, ma oHa
npenctaBmba TeskumTe Tpoyraa AABC. To 3maum ma cy nysxu BBp u
CC1 rexumue nysxu tpoyria AABC.

(i) o komcTpyrmmju je je BB; = mp, ma je OpBU YCJIOB 33TaTKA
380BOJHEH.

(ii) ITo koucrpyrumju je CCy = CT +TCy = 2m./3 +m./3 = m., Tj.
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CCi1 =m, na je u Opyru yCJOB 3aI0BOJLEH.

(iii) [To koHCTPYRUMjU, Teme A mpumaa reOMETPUjCKOM MECTY Tada-
ka TakBux na je L BAB) = a a teme C npunana mosyupasoj ABi ma je
LA = £ABAC = «. llakne, kouctpyucanu tpoyrao AABC je Tpakenu
TPOyTao.

Juckycuja. Tlom ycaoBoM a HOCTOjU IPecedHa Tadka KPY:KHOT Jyka &k
u Kpyra | 3amarak mMa jeQUHCTBEHO peIlemne. O

3amarak 131. Jam je xpyel u y weeogoj pasnu mavka T'. Kowcmpyucamu
mpoyeao AABC ynucan y xpye I, maxo da my mawka T 6yde mexncuwme,
a pasauka yeso8a £00 memena B u C jeonara damom yeay w.

Pememe: Awnaauza. Heka je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao, Tj.
HEKa je YIUCAH y OHaTu KpyT [, Tako na My marta tauka T Oyme TeskumiTe,
a passuka yriaoBa kon temena B u C jemnaka matom yray w. O3HAYNMO
ca O unenrap kpyra l, ca A; cpemumre crpanune BC, ca D momHoxkje
BucuHe u3 treMena A, a ca F u N npecedne Tauke cuMeTpaJie YHYTPAaITH-
jer yraa kon temena A pemom ca crpanunoMm BC u kpyrom | (Cuuka
2.70 (i)). IIpema Ojneposoj teopemu (Buau 3anarak 8.), tauke O, T
u H cy konuneapue, Tauka T je uzmeby tavaka H u O u HT = 27T0O.
Tarobe, mysxku AH u OA; cy mapajeiHe U UCTOCMEPHE, MPU YeMy je
AH = 20A;. Baxn jom ma je BC' L OA;. Jlako ce moka3syje ma je
ADAE = (,B — £C)/2 =w/2 u na je AN cumerpana yraa £LHAO. To
sHaun na je LHAO = w, Tj. Tauka A mpumama reOMETPUjCKOM MECTY
Tayaka u3 kojux ce my:xk HO Bumu mon yriom w. Hamomenumo jomr ma
TexumTe 1’ mpunanga yHyTPAIImhOCTHA KPyTa (.

Konempykuyuja. Hera je matr xpyr [ ca meatpom O U y HErONBO] VH-
yTpammocTu Tadyka 1 paszauuunrta on tauke (. Ha mpasoj OT ompe-
mumo taury H taxBy ma je HT = 270 m ma BaKM pacmopen Tadaka
O —T — H (Cuuka 2.70 (ii)).

Ca nmouetkoMm y Taukn H KOHCTpyWmmMMO MOJynpaBy p' TakBy Aa je
£(HO,p) = w. Koncrpyumumo mopmasy n' Ha momymnpasy p' y Tauku
H u cumverpany s nyswu HO. Ozmaunmo ca O mpeceuny Tauky IpaBuX
n’ u s m xKoucTpynmmmo kpyr k' ca menrpom y taukm O’ m mosympe-
yaukom O'H. T'omerpujcko MecTo Tadaka u3 kojux ce aysk OH Bumn

nox maTuM yrioMm w npeacrassma ayk OH wpyra k' xoju mHuje ca ucre
crpane npase OH ca koje je monynpasa p’ (Bumm 3amatak 71.). Os-

mauuMo ca A mpeceuny Ttaury kpyra | u ayka OH. Koucrpyumumo
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Cuura 2.70.

npaBy s kpo3 Taurky O napaJjenny npasoj AH. Ha npasoj s ogpenumo
tauky A takBy ma cy my:xu OA; u AH ucrocmepne u OA; = AH/2.
Koucrpyumunmo kpos tauky A; HOpMaJy ¢ Ha NPaBy S U O3HAUYUMO Ca
B u C upeceune taure Te HOpMAase ca kpyrom [. [lo koHcTpyrumjm,
tauke A, B u C cy mexkonuueapue u onpehyjy temena tpoyraa AABC.

Joxas. INokaxumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo roucTpykumju rauke A, B u C npunanajy kpyry [, na je npsu
YCJIOB 3a1aTKa 3a,10BOJLEH.

(ii) ITo komcrpykmmju je A; cpemmmre nyxku BC, OA; L BC,
OA, | AH, omakne caemu na je AH 1 BC, 1j. rauka H unpunazna
Bucunu u3 temena A tpoyria AABC. Ilpema mpsom memy Ojimepose
TeopeMe 3akpyuyjemo ma je H opronentap tpoyria AABC. Ilo kon-
crpykmuju cy Tauke O, T' nu H xonunnreapue, upu yemy je HT = 2T0O, na
je ma ocuoBy mpyror mesa OjmepoBe Teopeme mara Tauka 1 TeRUIITE
tpoyrana AABC.

(iii) O3maummo ca D nonHo:xje BucuHe u3 reMeHa A a ca N mpecedny
raury kpyra | m mpase OA; rtakBy ma je A, N +~ BC. Tanma je AN
cuMeTpaJia YHyTpammer yria ko temena A. Oznaunmo ca E npeceuny
raury npasux AN u BC. Kao y amanusum 3amaTka mokasyje ce ma je
ADAE = (B — £C)/2, 1j. na je LDAO = 4B — £C. C gpyre crpane,
mo koHCTpykImju je L HAO = w, 1j. LDAO = w. Hakne, {B—AC = w,
ma je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

Lucxycuja. 1lonm ycnoBoM ma je w < 2R, n ma je T yHyTpamma Tayka
Kpyra [, 3a1aTak uMa OBa, jeTHO WU HEMA DEIleHma, OO Ha CUMETPU]Y Y



2.6. KoHcTpykumje Tpoyriosa 135

omuocy Ha npaBy OT', y 3aBUCHOCTU O TOTa 1a iy pasmarpanu ayk OH
kpyra k' ca Kpyrom | uMa nBe, jeqHy WIM HeMa 3ajeJHUUYKAX TadaKa.
Y ocTamuM caydajeBUMa 3amaTakK HeMa Pelemba.

3amarak 132. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je damo: cmparua
BC = a, noaynpeunuk ynucanoz Kpyea p u nosyooum p.

Pememe: Anasuza. Hekra je rpoyrao AABC tpaskenu Tpoyrao. O6Gesne-
kMo ca P, (Q u R nomupHe Tauvke ynucaHOr Kpyra k pPeaoM ca CTpPaHU-
nama BC, AC n AB, tpoyriaa AABC (Cmura 2.71 (i)). Osmaunmo ca
P,, Q, n R, noaupHe Tauke CIOba YIUCAHOT Kpyra kq(Sqy, po) peaoM ca
BC, CAu AB. Tana je S, P, = S;Qq = SaRa-

C mpyre crtpane, kao y ' BesukoM” 3amaTky mOKa3yje ce ma BayKu
AQ, = AR, = p u QQ, = RR, = a. Cana umaMo DOBOJLHO €JIEMEHATa
3a KoHCTpyKujy Tpoyriaa AABC.

)

Ciuura 2.71.

FKonempyxuuja. Ha npasoj | ompemumo tauke A, R u R, TakBe na je
A—R—-R,, AR, =pu RR, = a (Cnura 2.71 (ii)). Y rauskn R roHCTpDY-
UIMMO HOPMAJy M U Ha B0j Tauky S TakBy ma je RS = p. Koucrpy-
UIIUMO 3aTUM HOPMAaJy N, V Tauku R, Ha mpaBy | u o3HaumMo ca S,
npeceuny tauky npasux ng, u AS. Koncrpyumumo kpyrose k(S, RS) n
ka(Sa, SeRs). lIpaBa RR, je mUXOBa 3ajeJHUYKA CIOJHAIIHA TAHTEHTA.
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Hexka je t mpyra 3ajemruura cmoJballliba TAHTEHTA OBUX Kpyrosa. 300r
cumerpuje, Tauka A mpumnana npasoj t. IIpermocraBuMo na Kpyrosu
k un k, mMmajy yHyTpammbUX 3ajeTHUYKAX TAHCEHTU U HEKa je ) jenHa
on mux. Osmauummo ca B u C mpeceune Tauke TaHreHTe {1 pegoM ca
npasama | u t. Tauke A, B u C cy 1m0 KOHCTPYKIIMjU HEKOJUHEAPHE U
onpebyjy temena tpoyraa AABC.

Zoxas. Horaxumo na je AABC TpakeHu Tpoyrao.

(i) o roucTpykumju je xpyr k(S,p) ymucan y tpoyrao AABC, Tj.
p je moaymnpevHuk ynucanor kpyra tpoyriaa AABC.

(i) Osmaummo ca @ u (), TOIHOXKja HOpMAJIA PEIOM U3 Tadvaka
S u S, wa npasy AC. Kao y amanusu 3amaTka MOKasyje ce ma je
AQ, = AR, = (AB+ BC + CA)/2, a xaro je no koHcTpykuuju AQ, = p
cnenn na je (AB + BC + CA)/2 = p, 1j. nonyobum tpoyraa AABC je
jemHaK maToj MYHKU P.

(iii) Kao y amamnu3m 3anarka ce mokasyje ma je RR, = BC, a kako
je mo xkoucrpyriumju RR, = a cienu na je BC = a na je u tpehu ycuos
3aaTKa 3aJ0BOJLEH.

uckycuja. 3amaTak uMa IBa jeIHO WU HEMa PELIeHa Y 3aBUCHOCTU O
Tora ma siu Kpyrosu k u k, uMajy ABe, jenHY WU HEMA]y YHYTPAITHUX
3ajeTHUYKNX TaHTEHTHU. 0

3amarak 133. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je 3a0amo: y2a0 %00
memena £ A = q, NOAYNPEUHUK YNUCaHoz Kpyza p U NOAYOOUM D.

Yuyrcreo: Kopuctutu na je AQ, = AR, = p u ma ce IeHTap yIUCAHOT
Kpyra HaJla3u Ha pacTojamy p oI KpakoBa yria £A = «. O

Samarak 134. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yzao k00 me-
Mena LA = a, NOAYNPEYHUK CNObA YNUCAHOZ KPY2Q Pg KOJU 000UpYje cmpa-
nuuy BC u odceuwax cumempane AE = 1,.

YuyrcrBo: Kopucturu na ce meHrap cmosba yIucaHor Kpyra k, Hajla3u
Ha pacrojamy p, OO KpakoBa yria £A = a u ma tavka F mpumana
TAHTE€HTU Ha KPYT k. |

3amarak 135. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yzao %00 me-
Mena LA = QU NOAYNPEYHUUU CTLOMDA YNUCAHUT KPY208a Pg U Ph-
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YuyrcrBo: Kopucturu na ce neHrap crnosba YIUCAHOT Kpyra k, HAIA31
Ha pacTojamy p, OX KpakoBa yria £A = « a ma ce meHTap CIoJba YIU-
caHOT Kpyra kjp HAJA3W HA PACTOjamy pp O1 KPAKOBA yIJia HAIOPEIHOT
natoMm yray £A = . Ilopen Tora Temena B u C npunanajy yHyTpAaI-
B0] 3ajeIHUYKO] TAHMEHTU KPyroBa kg, u Ky. O

3anmarak 136. Koncmpyucamu mpoyzao AABC' axo je zadamo: yeao %00
memena £A = q, NOAYNPEUHUK CNOHA YNUCAHO2 KPYed Py Koju 000upyje
cmpanuyy AC u p noayobum.

Pememe: Awnaausa. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC tpakeHu
Tpoyrao. Obenexkumo ca Py, Qp u R moaupHe Tayke CIOJLa YIUCAHOT
kpyra ky u npasux BC, AC' u AB, penom (Cnura 2.72). Kako taure P,
Qp u Ry mpumanajy kpyry ky(Sp, py) TO je SpPy = SpQp = pp u BRy = BP,.
C mpyre crpane je BRy+ BP, = BA+ ARy + BC+CP, = BA+ AQyp +
BC+CQy=BA+ BC+ CA =2p. [lakne, buhe BR, = BP, = p, rue je
p noxyobum. Canga mMaMoO CBe eJeMeHTe 38 KOHCTPYKIU]Y.

Cauka 2.72.

FKonempykyuja. KoHCTpywImuMo maBe TMOJSyIpaBe p U ¢ Ca 3ajeTHUUYKAM
nouerkoM y tauyku A Ttakse ma je A(p,q) = a. Iponysxumo nomyunpasy
p peko TeMeHa A 1 Ha TOM MPOIY:KETKY ca DD 00eaeRKnuMo TpOU3BOLHY
raury (Cauka 2.73). Komcrpyummmo cumerpaay s yraa £(q, AD) n
Ha 0] Taury Sp yIa/beHy 3a p, on moaymnpasux q u AD. Osnaummo
ca Ry, u Qp momHOXja HOpMaJia u3 Tauke S, Ha nosaynpase AD u q,
penom. Kako je S, na cumerpanu yraa £(q, AD) To je SRy = SQp = py.
Koucrpyumumo name kpyr ky(Sp, pp). On momupyje momynpase AD u
q vy Taukama Ry u Q. Ha mpasoj p ompemumo Ttauky B TakBy na je
BRy, = p u mpeTnocTaBuMo ca Baxku pacnopen trauaka B— A— Ry,. Tauka
B je Bau rpyra ky(Sp,pp) u BRy je jemna rtanrenta. KoHCTpyummmo
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U Ipyry TaHreHTy u3 tauke B Ha Kpyr ky(Sp,pp) U HOOUPHY TAuKy
oznaunmo ca P,. Ca C o3HaumMmo mpecedny Tauky moaynpasux BP, u
q. Taure A, B n C cy Tpum HerkoiauHeapHe Tauke u oxpebyjy TemeHa
mexor Tpoyraa AABC.

Cuuga 2.73.

Joxas. Horaxumo na je AABC tpaskenu tpoyrao. (i) Ilo kocTpyE-
mju £(p,q) =a, Bep, C €quna je LA=LBAC = «.

(ii) Kpyr ky momupyje npase AB, BC u AC penom y taukama Ry,
Py, u Qp. Karo je meroB moJgyIpevHUK jefHaK pp MO0 KOHCTPYKIUjU, TO
je U Opyru yCJIOB 3aI0BOJbHEH.

(iii) Kao y amanu3u 3amaTka mokasyje ce ma je

BRy, = BP, = (AB + BC + CA)/2

C nmpyre crpase, mo KOHCTpykuuju je BR, = p omakie ciuenu na je
nmoJayobuMm jemHak p, ma je m Tpehu yciioB 3aI0BOJLEH.

uckycuja. 3amarak uMa peliekne TOL YCIOBOM na je a < 2R u ma Baku
pacnopen tauaka Ry — A — B. Y ocranuMm ciyvajeBuMa 3aaTak HEMA
pelema. O

3anmarak 137. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yzao %00 me-
mena LA = a, p noaynpewruk ynucanoz kpya u 3oup cmpanuya b+ c = d.

Pememe: Anaausa. IlpernmoctaBumo na je tpoyrao AABC tpaskeHu
Tpoyrao, Tj. yrao £A jemHak je yriay «, p TOJYHNPEUYHUK YIUCAHOT
Kpyra u 36up crpanuna b u ¢ jennak naroj mysku d (Couka 2.74). O3-
HaumMo ca S meHtap ymucaHor kpyra y tpoyrao AABC. Ca P, Q u
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R o3maurMo momHOKja HOpMaJa u3 Tauke S penoMm Ha crpaxune BC,
CA u AB tpoyraa AABC. Onumwumo kpyr ki oko tpoyria AABC
u o3HaumMmo ca N Apyry mpeceuny rTauky mpase AS ca kpyrom k.
Osmaunmo ca N’ momHoje HopMaJie u3 Tauke N Ha npasy AB. Kon-
CTPYUIIUMO CIOJba YIUCAHU KPYT ko, KOju momupyje crpanuny BC. Y
Sanarky 10. n) nokasamu cmo na je AN’ = (b+¢)/2 = (AB + AC)/2.
Taurke S u S, cy Ha KPyry ca MeHTPOM y Tauyku N U MOJIYIPEUHUKOM
BN = CN ma je SN = 5,N, a temena B u C' npunanajy yHYTPAIIbHO]
3ajeqHUYKO] TaHreHTH Kpyrosa k u k,. Canma ce jako MOKe KOHCTDY-
ucatu Tpoyrao AABC.

Cuura 2.74.

FKonempykyuja. KoHCTpyWImuMo aBe TMOJSyIpaBe p U ¢ Ca 3ajeTHUUYKAM
nouerkoM y tauku A Ttakse na je £(p,q) = . Komcrpywumwumo 3armm
cumerpasy s yraa £(p,q) u Ha H0j OAPEIUMO TAdKy S HA PACTOjamy p
on monynpasux p 1 ¢. O3Haummo ca R u () mOAHOXKja HOpMAJa TaukKe
S penom ma noxyunpase p u q (Cuuka 2.75). Ha momynpasoj p oxpen-
mvo tauky N’ tako ma je AN’ = d/2, rne je d = b+ ¢ mara myx. Y
taukn N’ KOHCTPYUIIMMO HOPMAJIy N Ha MOJYIPaBy p W O3HAUMMO Ca
N mpeceuHy Tauky MPaBUX N U S. [IPEeTIOCTABUMO I8 BAyKU PACIOPEN
tauaka A — S — N. Ha momynpaBoj s ompemnMo Taury S, TakBY Ia
Basku pacmopen tadaka S — N — S, u SN = NS,. Ca R, o3maunmo
MIOQHOMKje HOpMaJe U3 Tauke S, Ha HoJympaBy p. KoHCTpyumwmmo 3a-
tum kpyrose k(S,p) u kq(Sa, SeRa). Ilo KOHCTpYKUMjU, mOTynpase p u
g cy 3ajemHuuke crnojbamme Tanreare kpyrosa k(S,p) u kq(Sa, SaRa).
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[Ipernocrasumo na kpyrosu k(S,p) u kq(Sa, SeRs) nMajy yHYTpaAIIHUX
3aje JHUYKVX TAHTEeHTU U JeIHY On mux obesesxumo ca t. O3HauumMo ca
B u C mnpeceune Tauke mpase f{ pemoM ca MoJympaBama p U ¢. Tauke
A, B u C cy HeKoJUHeapHe 1O KOHCTPYKUUju 1 onpebhyjy Temena HEKOT
tpoyrana AABC.

Cuura 2.75.

Joxas. INokaxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo koucTpyruuju je £(p,q) = a. Kaxo je jom B € p, C' € q cnemmn
£A=LBAC = a.

(ii) Hame, mo koucTpyKimju kpyr k(S, p) nomupyje cBe Tpu CTpaHuUIe
AB, BC u CA tpoyraa AABC ma je p NONYIPEYHUK YIUCAHOT KPYTa
y Tpoyray AABC.

(iii) Mo romcrpyrmuju je AN’ = d/2. C mpyre cTpame, ka0 y aHa-
nu3u, mokazyjemo na Basku Basku AN’ = (b + ¢)/2. Ymnopebusamem
mocJeOmUX NBEjy jemHaxkocTu mobujamo b+ c = d, ma je u tpehu yciaoB
3a1aTKa 3aI0BOJLEH.

Huckycuja. Ilom ycmoBom ma je a < 2R u nma BasKu pacmopen Tadvaka
A — S — N samarak nMa ABa, jeIHO WU HEMA PEllerha y 3aBUCHOCTHU O
TOTa Ia JIM KPyroBu k u k, uMajy IBe, jeqHYy WM HU jeHY YHYTDAIIbhY
3ajeIHUYKY TAHTEHTY. O

3anarak 138. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je zadamo: paszsuka
yeno6a £ B—AC = §, noaynpeuwnur ynucaroz Kpyza p U passuke CmpaHuya

b—c=d.
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Pememe: Anaausza. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC Tpaskenu
Tpoyrao. OsmauuMmo ca S IeHTap YIOUCAHOT a ca S, LIeHTap CI0Jba
ymucanor kpyra k, (Cuamka 2.76). Ca P u P, 03HAYMMO TOIHOX]a
HOpMaJia penoMm u3 Tavaka S u S, Ha npaBy BC. llpema 3anmatky 10.
Basku PP, = b—c. Koucrpyummmo cumerpaty s yriaa £A n o3gauuMo ca
FE npeceuny Taury npasux s u BC. Ca D 0o3HauYuMO MOIHOMKje BUCUHE
u3 temena A wa crpanury BC. Tarkobe Basku:

Cuka 2.76.

{PSE = {DAE = {BAE — {BAD = %AA — (R— 4B)
1 1 1
= J4A-R+ 4B = 4A— _(£A+ 4B+ 4C)+ 4B

1 1 1
=-4B— - =—(4B - =0/2
24 24{0 2( £LC) /2,
1j. APSE = ¢§/2. Canga muMaMO NOBOJPHO €JIEMEHATA 38 KOHCTPYKIWL]Y
tpoyria PSE, a camuMm tuMm u tpoyriaa AABC.

FKonempyxuuja. KorncrpyummMo npaBy [ 1 Ha H0] OOPEOUMO Taudky P.
3aTuM, KOHCTPYUIIUMO HOPMAJIY 1 Y TaUKu P 1 Ha 10] 0IpeauMo TauKy
S taxBy ma je PS = p. KoHcTpynmmMmo moaymnpaBy p ca HOUYETKOM Y
tayku S TtakBy ga je £(SP,p) =0/2 n o3Haunmo ca E mpeceuHy Tauky
npase [ u nmoayuapase p. Ha mpaBoj | KoHCTpyummuMo Tauvry P, ca oHe
crpane tauke P ca koje je u E tako ma je PP, = d (Cnura 2.77).
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Heka Basku pacmopen tauaka P — E — P,. Koucrpyumwumo y Tadru
P, mopmany Ha mpaBy | u meH mpecek ca mpaBoMm SE o3HauuMo ca
S,. Tama Baxku pacmopen tauaka S — FE — S,. Koucrpyummmo Kpy-
rose k(S,p) u kq(Sa, SePs). Ilo koHCcTpykumMju, npasa [ je 3ajenHudra
yHyTpamma Tanredra kpyrosa k(S,p) u kq(Sq, SqP,). Ilocrtoje tauno
IoBe mpaBe t] W ty, KOje Cy 3ajelHnUYKe CHOJballlh€é TAHTEeHTE KPYyroBa
k(S,p) n kq(Sa,SaPy). IlpermocraBuMo ma ce tanrente t; u ty CeKy u
npeceuny Tauky osumaummo ca A. Tauka A mpumana npasoj SE jep je
SE oca cumerpuje kpyrosa k(S,p) u kq(Sq, SeFs). IlpernocraBumo na
Basku pacnopen tavaka A — S — F — S,. Ilame, o3naunmo ca B u C
IpecevHe Tauke npase | penoMm ca Tanrenrama ty u to. Tauke A, B u C
Cy IO KOHCTPYKINjU HEKOJMHEeapHe ma onpehyjy TeMeHa HeKOr TpOoyria

AABC.

Cuura 2.77.

Joxas. INokaxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) O3maunmo ca D moguo:xje Hopmase u3 tauke A uwa npasy [ = BC.
Tana, kao y ananusu 3axatka nokasyjemo na je L PSE = (KB — £C)/2.
C apyre crpane je no koucTpykunju £ PSE = §/2. IIpema tome, Basku
AB — £C = §, na je npBu yCJOB 3aI0BOJLEH.

(ii) Kao y amamu3su, morasyjemo na Basxku PP, = b— ¢ u kako je mo
roucTpykuuju PP, = d 6uhe b—c = d, nia je u apyru ycJiaoB 3a10BOJLEH.

(iii) Ha wpajy, kpyr k(S,p) mo KOHCTpYKUMjU HOIUPYje CTPAHULE
AB, BC, CA tpoyraa AABC, Tj. ynucan je y tpoyrao AABC u kako
My je TOJIyIPEeYHUK jeqHAK HATOj AY:KU p, TO je U Tpehu yciaoB 3amaTka
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3a,I0BOJMbEH, Ta je KoucTtpyucanu AABC ynpaBo Tpa:KeHu TpOyTao.

Luckycuja. Ilom ycaoBom ma Basku pacmnopen ravaka P—E—P,, § < 2R
u na je ny:x PE mama on ny:xu EP,, 3agaTtak uma pememe. Y OCTAIUM
CIIyYajeBUMa 33JaTaK HEMA PEelIena. O

Sanmarak 139. Axo cy dame mpu xoaruneapre mauxe A, B u C, xoncmpy-
ucamu mauky D maxo da je H(A, B;C, D).

Ciuura 2.78.

Pememe: Koncrpyumwumo mpaBy | m Ha B0j Tauke A, B u C' Takse
na Bazku pacmopen tavaka A — C — B (Caura 2.78). Y taukama A u
B koucTpyumuMo ABe TPOM3BOJbHE MapajesHe npase a u b. Y Tauku
C' KOHCTPYWIIMMO TpAaBy ¢, KOja HUje MapajiesiHa ca mpaBaMa a u b.
Osznaummo ca M um N mpecedHe Tauke MpaBe ¢ PeIoOM ca mpaBaMa a
n b. Komcrpyummumo tauky N’ cumerpuuny taukm N y OTHOCY Ha
taurky B. Komctpynmmmo satum npaBy p oapebeny taukama M u N’
n obene:kMMO H.eH Ipecek ca mpasBom [ ca D. Ilokakumo ma Basku
H(A,B;C,D). Kako Basxku pacnopen tauaka A — C — B, 10 je upBu
ycaoB 3amoBosbed. Tpoyrmosu ACMA u ACNB cy ciauveu ma je
AC : CB = AM : BN. Awnasoruo, u3 caunuaoctu tpoyriaosa AADM u
ABDN' cnemu AD : BD = AM : BN'. VI3 caudHOCTH OBUX TPOYTJIOBa
u BN = BN’ zakmyuyjemo na je AC : CB = AD : BD, na je u npyru
yciaoB 3an0BodbeH. Jlakne Baxxu H(A, B;C, D). O

3anmarak 140. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucurna AD jeo-
Haxa 0amoj 0yxcu hg, NOAYNpeUHUK Ynucaroz Kpyea jeonar 0amoj oyxcu p
u ecmpanuya BC jednaxa damoj dyxcu a.

Pememe: Anasusza. IlpermocraBumo na je tpoyrao AABC Tpaskenu
tpoyrao. Osmaummo ca D momHokje Bucuue u3 temena A, ca S uen-
Tap ymoucaHor Kpyra k a ca S, IeHTap CuoJba yOUCAHOT Kpyra kg, Koju
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Cuuga 2.79.

nomupyje crpanuryy BC. Ozmauumo ca P u Q u R moaHokja HOpMAJsa
u3 tayake S pemom Ha npase AB, BC' u CA a ca P, Q, u R, monuoxja
HOpMauta u3 tadake S, penom Ha npase BC, CA u AB (Caura 2.79).
Ca S" u S/ osmaunmo momHOMkja HOpMaJa PeIoM U3 Tadaka S u S, Ha
npasy AD a ca E mpecedny Tauyky cUMeTpaJie yHYTPAIImLEr yTia KO
remena A ca crpanunom BC.

ITpema 3anarky 59. (6) maposu rauaka A, E u S, S, cy XapMOHU]CKA
cuperaytu, tj. Baxku H(A,E;S,S,). Omsnme je H(A,D;S’,S)) jep cy
A,D,S' S/ mopmanne nmpojekunje XapMOHU]CKM CIPErHYTHX Tavaka A,
E, S u S, ua npasy AD.

W3 pacnopena tauaka A— R—B—R,, A—Q—C—Q, cnienu RR, =
AR, — AR, QQ, = AQ, — AQ, AR = AQ, AR, = AQ,. Hakiue, Ba;xu u
RR, = QQ,. Cana je

1 1
RRq = 5(RRq + QQa) = 5(RB + BR, + QC + CQu)
1 1
= i(BP +BP,+ PC+CP,) = §(BC + BC) = BC = a,
1j. RR, = a. Bucuna tpoyraa je AD = h,. Cana mo:xemo npehu Ha
roHCTpykKuujy Tpoyriaa AABC.

ITomohna xonempyryuja (Bumu Samatar 217.):
YouuMoO HEeKy IpaBy p1 1 Ha 10j Tauke Ay u Dy takse ma je A1D1 = hg.
Hexka je S; Tauka nmpaBe pi1, TakBa 1a Basku pacrnopen tavyaka A;—S1—D1
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u S1D; = p (Cuuka 2.80). Tazna Ha mpaBoj p; MOCTOjU TAYHO jeIHA
tayka Sy takBa na je H(Ai, Di;S1,S2), npu yemy hiemo npermocrasutu
nIa Baxku pacmopen tadaka: A;—S1—D1—S3. ¥YMecTo oBe mpeTmocTaBKe
0 pacmopely Tadyaka MOKEMO YBECTU U IPETHOCTaBKY p < hg/2.

Fowempyrxuyuja. Ha mpomsBosmuoj mpaBoj m ompemumo tauke R u R,
TakBe na je RR, = a. ObenexxumMo ca Sgp u Sp, HOpMaje y TaukaMma R
u R, va mpaBy m, a ca S n S, 03HAUNMO TayKe penOM Ha MpPaBaAMa SR
” SRp,, Ca UCTe CTpaHe Ipase m, Tako na je RS = p u R,S, = D15s.
Koucrpyumumo kpyrose k(S,p) u kq(Sq, RaSs) (Caura 2.81). Ilpasa
RR, = t; je 3ajemnumura croJpallihba TaHTeHTa KpyroBa k u k.. W3
npernoctaBke p < hg/2 caemu S1D1 < S3D1/2, tj. SR < S,R,. 3ato
npasa S5, ceue npaBy RR, y Hekoj Tauku A Tako na cy tauke A u R, ca
pasuux crpana tauke R. O3maummo ca ty Apyry 3ajeTHUYKY TAHTEHTY
kpyrosa k u k,. W oBa TanrenTa 300r CUMETPUYHOCTU CAAPKUA TAUKY A.
Honupue Tauke TaHreHTe to ca Kpyrosuma k u k, o3HaumMmo ca Q u Q.

Kpyrosu k u k, MOTYy UMaTu uin He 3aje THUYKUX YHYTPAIIHUX TaH-
resaTta. llpermocraBuMO na mMajy 3ajelHUYKY yHYTPAIlikhy TAHCEHTY
u o3Haummo je ca p. Jlomupme Tauke mpase p u Kpyrosa k u k, 03-
Hauumo ca P u P, a ca B u C mnpeceune Tauke IpaBe p PEIOM Ca
npasama RR, 1 QQ,. Tauka A je MO KOHCTPpYKIMjU MpECEYHA TaUKa
CTIObAITBLUX 38j6JHUYKUX TAHreHaTa Kpyrosa k u k, a B u C cy Ha yH-
YTPAIIBHO] 3aje JHUYKO] TAHTEHTU P MOMEHYTUX KPYTroBa, OJaKJe CJeIu
na cy A, B u C' Ttpu HerosuHeapHe Tauke, ma oapehyjy TemeHna HEKOT
tpoyraa AABC.

M

%1 S\ D1 S2

Ciuura 2.80.

Zoxas. Horaxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.
(i) ITo koucTpykumju je kpyr k(S,p) ymucan y tpoyrao AABC, na
je p TMOJIyIIPEUYHUK YIUCAHOT KPyTa y Taj TPOyrao.
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(ii) Takobe, mo roucrpykmuju je RR, = a. C mpyre crpase, Kao
y aHaJm3m mnokasyjemo na je RR, = BC onmakie 3akmydyjemo na je
BC = a na je u npyru ycJaoB 3aI0BOJHEH.

(iii) Horaskumo jom u na je sucuna AD jemmaka natoj mysku hg.
Osmaunmo ca F 3ajemunury Taury cumerpate yria £A m crpaHuie
BC a ca D osmaummo momHOkje HOpMatde u3 Ttauke A ma mpasy BC.
[To koucTpyRIUjU Cy Tauke S u S, NEHTPU PEIOM YIUCAHOT Kpyra k u
CIIOJba YIUCAHOT KpyTa kg, OJAKIEe KAaO y aHAJU3U 3aKBbYyUyjeMo na je
H(A,E;S,S,). Osnaunmo mame, ca S’ u S nomaosxkja HOpMaJa pemxoMm
u3 ravaka S u S, na npaBy AD. Tana, rauke A, D, S’ u S/, cy nopmamnue
npojekmnuje penom tauaka A, E, S u S, wa npaBy AD, omakie ciemu
na je H(A,D; S, S)).

Ciuura 2.81.

ITo xoucrpyruuju je H(A1, Dy; S1,52).

Iaxkane, uerBopke tauara A, D, S’ S/ u Ay, D1, 51,52 cy nBe ueTBOpke
XapMOHUjCKU CIIPErHYTUX U HA UCTU HAUMH pacnopeheHux Tadyaka, Ipu
uemy je D1S1 = SR =p = 5D u DSy = SqR, = DS,. Cnemu na je
AD = A1 Dy. Kako je jom A1Dy = hy 10 je AD = h,, na je u tpehn

YCJIOB 3a00BOJLEH.

Luckycuja. Tlon ycamoBom na Basku pacnopen ravaka A;—S1—D1—5s, 1j.
na je p < hy/2 3amarak uma naBa, jeJHO WM HEMa PELICHA Y 3aBUCHOCTU
on Tora ma aum Kpyroeu k u k, umajy aBe, jeqHY WU HEMA]V 3aj€ THUIKUX
VHYTpaITLUX TaHCeHaTA. g
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3amarak 141. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna AD jeo-
Haka 0amoj 0yxcu hg, NOAYNPEUHUK YNUCAHOZ KPY2a jeOHakr 0amoj Oyxcuy p
U NoAYobUM jedrar 0amoj Oyxcu p.

Pememe: Anaausza. IlpermocraBumo ma je tpoyrao AABC Tpaskenu
Tpoyrao. Osmaummo ca D momHo:kje Bucune u3 TeMena A, ca S nen-
Tap ynmcaHor Kpyra k a ca S, MEHTap CIojba yOUCAHOT KpyTra kg, KOju
nomupyje crpanury BC. Osmauumo ca P u Q u R momupHe Tauke
kpyra k penom ca mpaBama AB, BC u CA a ca P, Q, u R, momupue
taure kpyra k, penom ca npasama BC, CAu AB (Cmura 2.79). Ca S’
u S/ 03HAUMMO MOAHOKja HOpMAJa PeNoM m3 Tadaka S u S, HA mpaBy
AD a ca F npeceuny Tauky CUMeTpaJje YHYTPAIIWmEr yria KO TEMeHa
A ca crpanunom BC.

IMpema 3anarky 59. (6) maposu rauaka A, E u S, S, cy XapMOHU]jCKA
cupernytu, 1j. Baxku H(A, F;S,S,). Onmasne je H(A,D;S’,S)) jep cy
A,D, S’ S! mopmasze nmpojeruuje XapMOHU]CKM CIPErHYTHX Tadaka A,
E, SuS, ua npasy AD.

Tarobe, Baxu AR, = AQ, = (AB + BC + CA)/2. Capna umamo
IOBOJLHO €JIEMEHATA 38 KOHCTPYKIM]Y. 3aBPHIETAK PENIeHa MPEMyITa
Ce YUTAOIY.

3anmarax 142. Konwcmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucurna AD jeo-
Haxa 0amoj 0yxcu hg, NOAYNpeuHUr Yynucaroz Kpyea jeonar 0amoj Oyxcu p
u 36up cmpanuya b+ c=d.

YuyrcrBo: Kama cy mosmaru BucuHa h, W MOJYIPEUYHUK YIUCAHOT
Kpyra p, OHIa MOMKEMO OAPEIUTU MOJYIPEUYHUK p, CIOJHba YIUCAHOT
Kpyra y momMohuoj koHCcTpykimuju. ¥ ”Beaukom 3amaTky” je mokaszaHo
na Baku AN’ = (b+c¢)/2 u NN’ = (p, + p)/2, upu uemy je N npeceuna
Tayka CUMeTpaJjie YHyTPAIImher yria KOx TeMeHa A u ommcaHor Kpyra
I, a N’ mopmaana npojeknuja tauke N Ha npaBy AB. 3Hauu, mpaso-
yrau Tpoyrao AANN' MoxeMo JTako KOHCTpyUCATH. 3aTUM Ha IPaBoj
AN ompemumo Tauke S u S, pemoMm Ha pacTojamy p U p, on npase AB.
Koucrpyumumo kpyrose k(S,p) u kq(Sa, pa). Crpanuna BC upunana
VHYTPAIIhOj 3ajeIHUYKO] TAHIMeHTU KPyrosa k u k,, IOK Cy CTpaHUIE
AB u AC wa cmnoballibuM 3ajeTHUYKAM TAHMEHTAMa TOMEHYTUX Kpy-
roBa. g

S3amarak 143. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna AD jeo-
Harxa 0amoj Oyacu hg, noAynpeuHur ynucanoez xKpyea jednax 0amoj oyucu p
U MEACUWHA OYHC jeOnara 0amoj OyYyncu M.
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pi! (i)

Ciuura 2.82.

Pememe: Awnanusza. Hera je tpoyrao AABC Tpaskenu tpoyrao. O3-
mHaumMo ca Aj cpemumre crpanune BC, ca N mpeceuyHy Tadky OMuUCa-
Hor kKpyra | u cumerpaJie crpanurne BC mpu uemy je A, N + BC, ca
D nopuo:xje Bucune m3 temena A, ca E mpeceuny Tauky cumerpadie
yHyTpammer yriaa kox temena A um crpamune BC, ca S u S, pemom
IEHTAP YIUCAHOT KPyTa k U CIOJba yOUCAHOT Kpyra kg, KOju Jomupyje
crpaauny BC (Cnuka 2.82 (i)). Hommupue tauke nupasux BC, CA un
AB ca kpyrosuma k u k, osumauumo pemom ca P u P,, Q u Q,, R n
R,. Hera cy S’ u S nomuoskja mopmasa pemom u3 Tadaka S u S, Ha
npasy AD. C o63upom Ha 1O ma je H(A, E; S, S,) cnemn H(A, D; S, S?)).
To 3naum ma y moMohHO] KOHCTPYKIXjU, C OO3UPOM Ha TO 1A Cy TAUKe
A, D u S’ nosnare MOKeMO OIpeIUTU TAUKY S, Tj. MOKEMO OIDEIUTI
MOJYIPEUHUK P, CIIOJba YOIUCAHOT KPyTa k. Rao y ”Beaukom” 3amaTtky
nokasyje ce ma je AiN = (p, — p)/2. IlpaBoyram tpoyrao AADA; ce
mako Moxke koucrpyucatu. Cana MmoskeMo npehim Ha KOHCTPYKIU]y TPO-

yraa AABC.

Iomohna Konempyruuja (Bunn 3anarak 217.). Oapenumo Ha HEKO] mpa-
Boj p1 Tauke A, D; u S1 takse na je AyDy = hg, S1D1=p=SPu
Basku pacnopen tadaka A; —S; — Dy (Cuumra 2.82 (ii)). Tana ma mpa-
BOj p1 IOCTOjU TAUHO jenHa Tauka So Taksa na je H(Ap, Di;S1,S2), npn
yemy hieMo mpeTnocTaBuTH qa Baxku pacnopen radaka: A;—S1—D1—Ss,
Tj. p < hye/2.
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Fonempyxyuja. Koucrpyunmmmo nmpasoyrau tpoyrao AAD A, kox kora
jedD =R, AD = h,u AA; = mgy. Y Tauku A| KOHCTPYUIINMO HOPMAJY
s ma mpaBy A1 D u Ha woj tauky N takBy na je AN =du A, N+ DA;.
Ha mpaBoj AN KOHCTpyUIIMMO TAYKy S Ha pacTojamy p omx mpase DA

taro na Baxu A, S — DA;. O3HaunMo ca k KPyT ca IEHTPOM y Taukn S
U TIOJIYyIIPEYHUKOM p, a ca F mpeceuny tauky npasux AN u DA;. Heka
cy t1 u to Tanrente kpyra k u3 tauke A. Ca B u C 03HAUMMO IpecevHe
Tauke npasux t1 u to ca mpaBom DAp. Ilo rkoucrpykmuju A, B u C cy
Tpu HeKoJuHeapHe Tauke u oapebhyjy temena tpoyriaa AABC.

Joxas. Ioraxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) Ho roucrpyrumju je AD | DAy, AD = h,, B,C € DA;, onakiue
ciemu na je AD | BC, 1j. nara ayx h, je sucuna tpoyraa AABC.

(ii) ITo KOHCTPYKUUjU je p MOIYNPEUYHUK YIUCAHOT KPYra y TPOYTILY
AABC.

(iii) O3maummo ca S, meHTap CIoJba YIUCAHOD KPyTa KOJU HOIUPY]je
crpaauny BC. Tana cy Ttauke A, E, S u S, XapMOHUjCKU CIpPETHYTE,
ma MCTO Ba:kKM W 3a IBUXOBE HOPMaJiHEe Hpojeknuje Ha upaBy AD, Tj.
Basku H(A, D;S’,Sa’). Tlo roucrpykuuju je AD = hy, S'D =pu A—
S"— D, onakune caequ na je DS! = p, (kao y nomohHOj KOHCTpYKIMjU).
Osmaunmo ca P u P, moaHOXja HOpMAaJia peIoM U3 Tavaka S u S, Ha
npaBy BC. 3a nyx A1N Bawu AN = (pg — p)/2 = (SeFPa — SP)/2 n
AN L PP,, tj. AiN || SP,S,FP, a to 3naun na je A1 N cpenma nunuja
caoxkuor Tpamnesa SPP,S, na je Ay cpenumre crpanune PP,. Kako ce
cpemumra nysxu PP, n BC noknanajy (Bumu ”Benukn” 3amarak), TO
je AA] = m, tesxumua nysx tpoyraa AABC.

Juckycuja. Tlom ycnoBom ma je hg, < my u p < hg/2 3amarak nma
jeIMHCTBEHO pellene N0 Ha MOIyIapPHOCT. O

3amarak 144. Kowncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je eucuna AD jeo-
HaKxa 0amoj Oyacu hg, noaynpeunur ynucanoez xpyea jednax 0amoj oyncu p
U NOAYNPEYHUK ONUCAHOZ KPY2a JeOHak 0amoj Oyncu T.

Pememe: Anasusza. Hera je tpoyrao AABC TpaskeHU TpOyrao, Tj.
Heka My je BucuHa AD jemmaka maToj OysEU hg, TOJYIPEUYHUK yIUACA-
HOT Kpyra jeIHaK JaTo] OY:KU p U MOJNYIPEYHUK OMUCAHOT KPyra jemHaK
naroj nyxu v (Cauka 2.83). Kana cy mosmatu h, u p y nomohinoj KoH-
cTpykuuju oxpebyjemMo momynpedHur p, CIOba YOUCAHOT KPyra KOjU
momupyje crpauurny BC. Tarobe, Basku A1N = (p, — p)/2, A,N + BC
(kao y 3amarky 2.82). Taura S je ma pacrojamy p ox upase BC u
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Ciuura 2.83.

nIpunanga reoMeTPUjCKOM MECTy IeHTapa yNHUCAaHUX KPYyroBa, Tj. JIYKY

—~

BC kpura k'(N,NB = NC), 3a xoju Baxku BC, N +~ BC. Taukra A ce
HaJa3m y mpeceky mpase SN um omucasor xpyra l.

Homohna konempyruyuja (Bunn 3anarak 217.). Oapenumo Ha HEKO] mpa-
BOj p1 Tauke A1, D; u S1 takse na je A1Dy = hg, S1D1=p=5SPu
Basku pacmopen tadaka A; —S; — Dy (Cumra 2.82 (ii)). Tana ma mpa-
BOj p1 MOCTOjU TAYHO jenHa Tauka So TtakBa na je H(Aj, D1;S1,52), nupu
yeMy NieMoO IpeTnocTaBUTU Oa BaykU pacmopen tadaka A1 —Sp— Dy — S,
Tj. p < hg/2. Tana je D1Sy = p, Oy mOLyDapHA MOJIYIPEYHUKY CIOJbA
YIOUCAHOT KpyTra Koju mommpyje crpanunyy BC tpoyraa AABC.

Konempykuuja. Koucrpywmmumo kpyr | nmpeunuxka MN = 2r. Ha MN
ompemumo taury A; takBy na je AN = (p, —p)/2u N — A — M. Ca
P 03HAUMMO TpaBy HOpMaJHy y Tauku A; Ha npeunur MN, a ca B u
C mpeceune Tauke mpase mpase p u kpyra [. Osmaummo ca k' kpyr ca

neaTpoM y tauku N u monynpeunukom NB = NC, a ca BAC JIYK Kpyra
k' 3a Koju Baskm BAC, N +p. Ha pacrojamy p ox npase p KOHCTPYUIINMO
npaBy ¢ TmapaJiesHy TpaBoj p TakBy na je ¢, N + p. Osmaummo ca S,
MO YCIOBOM Ma TOCTOjU, TIPECEUHY TauKy JIyKa BAC' ca mpasoMm ¢q. Ca

A osmaummo mpeceuny tauky npase SN u kpyra [. Ilo koHcTpykuuMju,
tauke A, B u C cy nerkonuneapue u onpebyjy temena tpoyrana AABC.

Loxas. Iokaxxumo na je Tpoyrao AABC Tpaskenu Tpoyrao.
(i) Tauke A, B u C npunanajy kpyry [ HOJyIpEYHUKA T, 1A j€ IPBU
YCJIOB 3a1aTKa 33J0BOJHEH.
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(ii) Mo koHCcTpYKIMju Tauka S mpUNamza TeOMETPUjCKOM MECTY IEH-
Tapa yOWCAHUX KPYroBa M Ha pacTojamy p je on BC, ma je m mpyru
YCJIOB 3amaTKa 3a,I0BOJHEH.

(iii) O3mauymmo ca S, TAUKY CUMETPUYHY TAUKKA S Y OLHOCY HA TAUKY
N a ca F mpeceuny tauky npasux SN u BC. Tana je S, menrap
CroJha yHOUCAHOT Kpyra kKoju momupyje cpamuny BC. O3maummo ca
P u P, momuoskja mopMmasa penom u3 S u S, va BC. IJlakne, Baxku
H(A, E;S,5,). Tarobe p u p, cy pemoM NONYyIPEUYHUK YIMCAHOT U
CcroJba ymucaHor kpyra koju momupyje BC, jep je A1N cpemma au-
Huja caoskenor Tpanesa SPP,S,. Heka cy S’ u S, monnoskja HOpamama
u3 S u S, ua Bucuny tpoyriaa AABC. Tana je H(A,D;S’,S,). Kako je
A-S"—-D-5! 58D =p, S!D = p, n ynopebyjyhu ca onrosapajyhum
Ny3KUMa ¥ TOMONHOj KOHCTPYKIMjU, 3akbydyjemo na je AD = h,, ma je
AABC TpakeHu Tpoyrao.

Juckycuja. Tlon ycmosom ma je p < hg/2 < r, 3a1aTak MOKe UMATHU IBA,

jemHO MU ma HeMa pellema y 3aBUCHOCTHU o1 Tora ma ju ayk BC kpyra
k' u mpaBa ¢ uMmajy IBe, jeqHY MIM HEMajy 3ajeTHMYKUX Tadaka.

Sananu 145.-151. pemaBajy ce aHAJIOIHO TPETXOTHUM U HBUXOBO Pe-
[aBame IPenyITa Ce YATAOIUMA, 33 Be:KOy.

3amarak 145. Kowncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je eucuna AD jeo-
HaKa 0amoj 0ymcu hg, NOAYNPEUHUK CTOMHG YNUCAHOZ KPY2a KOju 000uUpyje
cmpanuyy BC jeonax damoj dyacu p, u cmpanuya BC jednaxa damoj
QYU a.

3amarak 146. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna AD jeo-
HaKa 0amoj 0ymcu hg, NOAYNPEUHUK CTOMDG YNUCAHOZ KPY2a KOju 000upyje
cmpanuyy BC jeonax damoj 0yocu pg u 36up cmpanuya b+ c = d.

3amarak 147. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna AD jeo-
HaKa 0amoj 0ymcu hqy, NOAYNPEUHUK CTLOMHG YNUCAHOZ KPY2a KOju 000upyje
cmparnuyy BC jednax damoj dyxcu pg u meacuwna 0ync AAy jeonaxa da-
moj 0yocu my.

Sanmarak 148. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna AD jeo-
HaKa 0amoj 0ymcu hg, NOAYNPEUHUK CTODHG YNUCAHOZ KPY2a KOju 000uUpyje
cmpanuyy BC jednax 0amoj Oyacu pg U NOAYNPeUHUK 0NUCGHO2 Kpy2a jeo-
Hak damoj 0yxcu 1.
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Samarak 149. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je noaynpeunuk
YNUCaro2 Kpy2a jednar 0amoj 0yxcu p, NOAYNP eUHUK CNoba YNUCAH02 KPY2a
xoju dodupyje cmpanuyy BC jednax damoj dyxcu pg u 30up cmpanuya
b+c=d.

3amarak 150. Koncmpyucamu mpoyeao AABC ako my je noaynpeunux
YNucaroz Kpyza jednar 0amoj 0ymicu p, NOAYNP eYHUK Cnoba YNUucanoz Kpyza
xoju dodupyje cmparnuyy BC jednarx damoj dyxcu p, u mexwcuwna 0yxnc
AA; jeonaxa damoj 0yocu my.

3amarak 151. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je noaynpeuwnur
YNucaroz Kpyza jednar 0amoj 0yxicu p, NOAYNP ewHUK Cnoba Ynucamoe Kpyza
xoju dodupyje cmpanuyy BC jednax damoj 0yxmcu pg U NOAYND EUHUK ONU-
carnoz kpyea jednar damoj oyxcu 1.

3amarak 152. Koncmpyucamu mpoyeao AABC ako my je noaynpeunur
YNUCaroz Kpyza jednar 0amoj 0yxicu p, NOAYNP EYHUK Cnoba YNucanoez Kpyza
xoju dodupyje cmpanuyy BC jednax damoj dyacu p, v cmpanuya AC jeo-
HaKxa 0amoj oyxicu b.

Q

iy,
<
()

Cnura 2.84.

YuyrcrBo: Kana cy mo3HaTu MOJYIPEYHUNN P U Oy, OHAA y MOMONHO]
KOHCTPYKIUjU MOKeMO onapemutu Bucuny AD = h,. 3a npasoyriu
tpoyrao AADC mosnara je rarera h, m xunorenysza AC = b, ma ra
nako moxkeMo koHcrpyucatu (Cumka 2.84). Taura S ce manasu Ha
cumerpasu yriaa £ ACD ua pacrojamy p on kpakoBa CA u CD. Tewme
B ce nobuja kKao mpecedHa Tauvka ApyTe TAHTEHTE U3 Tauke A Ha Kpyr

k(S,p) n upase CD. O
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3amarak 153. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je noaynpeunur
YNUCaH02 KpY2a jednar 0amoj OYicu p, NOAYNP eYHUK CRoba YNUCAHO2 KPY2a
xoju dodupyje cmpanuyy BC jednar damoj 0yxcu pg U 00ceuar cumempane
ynympawmwee yeaa £A jeonar oamoj 0yxcu l,.

A
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Sa

Ciaura 2.85.

YuyrcrBo: Kama cy mo3HaTu MOJIYIPEYHUNA P U Py, OHOA y MOMONHO]
KOHCTPYKIMjU MO:KeMO onpemutu Bucuny AD = h,. 3a mpasoyriu
tpoyrao AADFE mnosunata je rarera h, u xunorenysa AFE = l,, ma ra
nako MoskeMmo koucTpyucaru (Ciuka 2.85). Tauke S u S, KoHCTpYyUII-
uMO Ha mpaBoj AF Tako ma cy peIoM Ha pacTojamy p U p, onnpase DE,
Tako na Basku pacmopen tavaka A — S — E — S,;. Heka je N cpenumrre
nysu SS,. Komcrpyummmo kpyr k' ca mearpom y tauku N u mosympe-
yaukoM SN = S,N u ca B u C o3HaumMo npecedyne Tauke kpyra k' m
npase DE. ]

3amarak 154. Koxncmpyucamu mpoyzao AABC ako my je sucuna us me-
Mmena A jeonara 0amoj 0yxcu hy, NOAYNPEUHUK CNODA YNUCAHOZ KPY2a KOJU
dodupyje cmparnuuy AC jednax damoj dyxcu pp u cmpanuya BC jednaxa
damoj oyxcu a.

Pememe: Anasuza. Hera je tpoyrao AABC TpaskeHU TpoOyrao, Tj.
Hera My je BucuHa AD jemmaka matoj mys&u h,, TOJIYOPEYHUK CIOJLA
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Ciuura 2.86.

ymnucaHor kpyra koju nomupyje AC jemnak pp, u crpanuna BC jemnara
naroj mysxu b (Ciura 2.86 (i)). Osmaummo ca ky u k. cnosma ymnucane
Kpyrose koju momupyjy crpaumure AC' u AB penom, a ca S, u S, wu-
xoBe meHTpe. Heka je D mommo:xkje Bucune m3 temena A. O3maummo
jom ca F mpeceuny Tauky npasux SpS. u BC a ca Sj u S, HOpMauHe
npojekmnuje Tavaka Sp u S, va npaBy AD. Y 3amatky 59. je moka3zaHo
na saxku H(A, F; Sy, S.). Onasne cnemm na je H(A, D;S;,S.) rao mHOp-
MaJHe IIPOjeKIje XapMOHM]CKI CIPErHyTux tavaka #a npasy AD. To
3HAYM & Y TOMONHOj KOHCTPYKIMjU MOYKEMO OAPEAUTH MOJYIPEUHUK
pe CIIOJbA, YIIUCAHOT Kpyra Koju nomupyje crpanuiy AB. Y ”Beaukom”
3a1aTKy je mokaszaHo ma je QpQ. = RpR. = a, rme cy Qp, Q. mOTHOK]A
mopMmaaa u3 tauke S, Ha mpaBy AC, a Ry, R. momHoxkja HOpMAaja U3
tauke S, Ha npaBy AB.

ITomohna konempyruuja (Bunon 3anarak 217.). Onpenrmo Ha HEKOj mpa-
Boj p1 Tauke Ay, S1 mu Di takse ma je S1D1 = py, A1D1 = h, u Baxku
A1,8 = Dy (Cnuka 2.86 (ii)). Tana za npaBoj p; HOCTOjU TAYHO jeqHA
Tauka So TakBa ma je H(Ay, Di;S1,52), npu uemy hemo npernocraButu
na Baku pp > he/2. Tana je D1S = p. Oy moxynapHa HOLYIPEYHUKY
CIIOJba YIIMCAHOT Kpyra Koju nomupyje crpauuny AB tpoyraa AABC.

Konempyxuuja. Ha mpossosmuoj npasoj p oapemumo tauke Ry, 1 R, Takse
na je RyR. = a. Hexra cy ng, u nr, HOpMange pegoMm y Taukama [, u
R, va mpaBy p. Ha mpaama ng, n ng, KOHCTPpYMIINMO Tadke S, U
S. TakBe ma je SpRp = pp u ScR. = pe, npu wemy je Sp, S, + p. Kou-
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CTPpYUIIUMO KPyToBe kp u k. pemoM ca meHTpuMa y Taukama Sp u S
U TOJYIPEYHUNIIMA Pp U Pe. ROHCTPYHUIIUMO APYTY VHYTPAIIRY 3ajel-
HUUKY TaHTEHTy KpyroBa kp u k. u o3Haummo ca A mpecedHy Tauky
npaBux p u ¢. KOHCTPpyUImUMO CHIOJBAIIKLY 3a)jeJHUYKY TAHTEHTY 7" KPY-
roBa kp u k. u o3uauumo ca B u C mpecedne Tauke IpaBe T PEIOM Ca
npaBaMa p u ¢.

Tauke A, B u C' cy MO KOHCTPYKIUjU TPU HEKOJUHEAPHE TAUKEe Ia
onpebyjy temena meror tTpoyraa AABC.

Zoxas. okaxxumo na je tpoyrao AABC tpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo rouCcTpYKUMjU KPYT kp MOJIYNPEYHUKA pp, j€ CIOJba YIUCAH Yy
Tpoyrao AABC, na je npBu yCJIOB 33a1aTKa 3aJ0BOJLEH.

(ii) ITo romcTpykumju tauke S, u S, Cy LEHTPU CIOJbA YHUCAHUX
kpyrosa koju momupyjy crpanurne AC m AB tpoyrna AABC, ma 3a
BUXOBE HOpMaJHe mpojeknuje Ry u R, Ha mpaBy AB, Kao y aHaau3m
norasyjemo ma je RyR. = BC. C nmpyre crpale, O KOHCTPYKIUjU je
RyR. = a, na je BC = a, Tj. u Opyru yCJIOB 3a0aTKA je 3aI0BOJLEH.

(ili) Osmaummo ca D nomHoskje BucuHe u3 temena A, a ca Sp u S,
HOpMaJIHe Tpojernuje tavaka S, u S, Ha npasy AD. Ilpumerumo na je
tauka [ HOpMaJHa Tpojekiuja mpecevne tauke F npasux SpS. u BC
na npaBy AD. Tana, kao y ananusu 3axmyuyjemo na je H(A, F; Sy, Se),
a omasze je H(A,D;S;,S.). Ilo koncrpykumju je SpRy = pp = S1D1,
ScR. = pe = SoD1, AD = A1 D1 u A1 D1 = h,, omakie ciaenu na je BUCUHA
AD jemnaka martoj my:xu h,. Hakme, AABC je TpaskeHU TpOyTrao.

Juckycuja. Ilonm ycmoBom nma je py > hg/2, 3amarak mma jeIuHCTBEHO
pelieme 10 Ha IOy IapPHOCT.

3anmarak 155. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonara damoj oyxcu hg, NOAYND EUYHUK CTLODHA YNUCAHOZ KPY2a KOJU
doodupyje cmpanuyy AC jednar damoj 0yxcu py u 36up cmpanuya AC =b
u AB = ¢ jeonax damoj 0yxcu d.

YuyrcrBo: Kana je mo3nara BucuHa h, 1 NOJIYyIPEYHUK pp CIOJbA YIIU-
caHOT Kpyra kKoju momupyje crpanurny AC, omma y moMohHO] KOHCTPYK-
OUjU MOYKEMO OJPEIUTU MOJYIPEUHUK ), CIIOJba YIUCAHOT KpyTa k. KOju
nomupyje crpamury AB. Y 7 BemauroMm” 3amaTKy DOKa3aJu CMO I je
P,P.=b+c, rne cy P, u P, monupHe Tauke CIOJ/ba yYIUCAHUX KPYroOBa
ky m k. ca nmpasom BC. Ilakne, npaBa BC je 3ajemHuuka CHIOJLAILIHA
TaHreHTa Kpyrosa kp u k., a Teme A Hasma3u ce y IpeceKky YHYTPAIIHUX
3ajeJHUYKUX TaHTeHTU noMeHyTux kpyrosa (Camka 2.87). O
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ko

Ciuura 2.87.

3amarak 156. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna u3 me-
Mmerna A jeonara damoj 0yocu hg, MOAYNPEUHUK CNOHG YNUCAHOZ KDY2a
xoju dodupyje cmpanuyy AC jednax damoj 0yxcu py U PA3AUKG CMPAHULQ
AC =b u AB = ¢ jednax damoj dyxcu d.

Ciuura 2.88.

Yuyrcreo: Kana je mosnara Bucuna h, ¥ TOJYIPEYHUK pp CIOJbA YIIU-
caHOr Kpyra koju momupyje crpanurty AC, oHma Kao y IPETXOIHUM



2.6. KoHcTpykumje Tpoyriosa 157

ciydajeBuMa, y MTOMONHOj KOHCTPYKIMJU MOKEMO OAPEIUTH MOIyIpe-
YHUK P CIIOJbA YIUCAHOT KpyTra k. Koju nomupyje crpanuny AB. Y 7 Be-
aukoM” 3a1aTKy Hokasanau cMmo ga je AM' = (b—c)/2, MM' = (pp—pc)/2,
rue je M mpeceuna Tauka omucaHor kpyra [ oko tpoyriaa AABC, Takea

na je A,M = BC a M’ nonsoxje HOpMase u3 tauke M Ha mpaBy AC.
Iakie, 3a Tpoyrao AAMM', ca nmpasum yriom kox Temena M’, mo3nare
cy karere AM' m MM’ na ra nako mosxkeMmo KoHcTpyucaTtu. Llenrpu S
u S, ynucaHux Kpyrosa kp u k. nmpunamajy mpasBoj AM u Hagase ce
penoMm Ha pactojamy pp U p. on upase AM’' (Cnuka 2.88). O

Sanamu 157.-166. pemasajy ce aHAJOTHO IPETXOMHUM U HUXOBO pe-
[aBame MPEMyInTa Ce YATAOIUMA, 33 Be:KOy.

3amarak 157. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonara 0amoj 0yxcu hy, NOAYNPEUHUK CNODHA YNUCAHOZ KPY2a KOJU
dodupyje cmpanuyy AC jednax damoj Oyxcu py U MENCUWMN 0YXHC U3 Me-
Mmena A jednara 0amoj oymcu my.

3amarak 158. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo my je sucuna us me-
Mmena A jeonara 0amoj 0yxcu hy, NOAYNPEUHUK CNODHA YNUCAHOZ KPY2a KOJU
dodupyje cmparnuuy AC jednax damoj 0yxcu py U NOAYNPEUYHUK ONUCAHOZ
Kpyea jeonax damoj 0yxcu r.

3anmarak 159. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy MYy noaynpeuHuyy
CNoOva YnuUCaHUT Kpyzosa xkoju 0odupyjy pedom cmpanuue AC u AB jeo-
Haku damum Oyacuma py U pe pedom, a cmpanuya AC jedwaxa damoj
oyacu b.

3amarak 160. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo cy My noaynpeunuyu
CNo/a Ynucarur kpyzosa xoju 0odupyjy pedom cmparnuye AC u AB jeo-
HAKU 0aMUM OYAICUMA Py U P PEOOM, G MENCUWHA 0Yxc u3 memena A
jeonaxa 0amoj Oyxmcu M.

3amarak 161. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy My noaynpeuHuyy
CNoOMbaA Ynucarur kpyzosa xoju 0o0upyjy pedom cmparnuue AC u AB jeo-
HAKU 0aMUM OYHCUMG Pp U Pe PEDOM, G 00CEHAK CUMEMPAAE YHYMPAUTEZ
yeaa K00 memena A jednara 0amoj 0yxcu lg.

3amarak 162. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo cy MYy noaynpeuHuyy
CNOMKA YNUCAHUT KpYy2osa koju 0ooupyjy pedom cmparnuue AC u AB jeo-
HAKU 0GMUM OYAHCUMG Pp U Pe PEOOM, G NOAYNDEUHUK ONUCAHOZ KPY2a jeo-
HaK 0amoj 0Yxcu T.
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Samarak 163. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je noaynpeunuk
ynucaroz kpyza jednarx 0amoj 0Yyxcu p, a NOAYNPEHYHUYY CNOMDA YNUCAHUT
Kpy208a xoju dooupyjy pedom cmpanuye AC u AB jednaru d0amum 0yYyrcuma
Pb U P PEOOM.

3amarak 164. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy my noaynpewHuyu
CNODHG YNUCAHUT KPYzoaa koju dodupyjy pedom cmpanuye BC, AC u AB
JEOHaKU 0aMUM OYHCUME Pg, Pb U Pe PEOOM.

3amarak 165. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna usz me-
Mmena A jednaxa damoj dyxcu hg, mencuwna 0yxc u3 memena A jeonara
0amoj Oyxcu mg u 36up cmpanuya AC = b u AB = ¢ jednax damoj 0yxcu d.

3anmarak 166. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
Mmena A jeonaxa damoj oyacu he, meancuwmna 0yxmc u3 memena A jeonakxa
damoj dyxcu mg u paszsura cmpanuya AC = b u AB = ¢ jednaxa damoj
oyacu d.

Ciuura 2.89.

3amarak 167. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je dama paszsuka
yHympawnux yeaosa LB — AC = §, mencuwmna 0yxc uz memena A jeonaxa
damoj dyacu mg u 36up cmpanuya AC = b u AB = ¢ jednax damoj 0yxcu d.
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Cuura 2.90.

Yuyrcreo: Heka je AABC tpskenu Tpoyrao. Osmaummo ca D mon-
HOkje BucuHe u3 TeMeHa A a ca M um N mpeceune Tauyke cuMeTpaJie
crpaunune BC wm omucanor kpyra [, mpu demy je A, N + BC. Heka je
N’ nomnoxje mopmasie us tauke N Ha npaBy AB. Tana je kao y " Be-
aukoMm” 3amarky AN’ = (b+¢)/2 = d/2. Hakxne, trauka N’ je momupna

Tauka tamrente u3 tauke N ma kpyr k'(A,d/2) u A,N' = MN. Huje
remko nokazaru joumr ga je LMNA = LDAN = (B — £C)/2 (Cnuka
2.89). O

3anmarak 168. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je dama pasauxa
yrwympawnur yeroea £B — £C = §, nosynpewHur onucanoz kpyza jeonax
damoj dyxcu r u paszsurxa cmparuya AC = b u AB = ¢ jednarxa damoj
oyocu d.

YuyrcrBo: Osnaummo ca D momHokje Bucuue u3 temena A a ca M u
N mpeceune Tauke cuMmeTrpaJtie crpauune BC u onucaHor Kpyra [, mpu
uemy je A, N + BC. Heka je M’ nommosxje mHOpMaJse u3 tauke M Ha
npaBy AB. Tana je kao y ”Bemurom” 3amargy AM' = (b—c¢)/2 = d/2.
Ilakne, Tauka M’ je momupHa Tauka TaHreHTe u3 Tauke M Ha Kpyr

K'(A,d/2) u A,M’ = MN. Baxu, ka0 y IPETXOIHOM 3aIaTKy, jOII Aa
je AMNA = £DAN = (4B — £C)/2 (Cnuxa 2.90). O

3amarak 169. /lame cy dee pasne mauke A v B u dyxmc I. Odpedumu
mauxe C' u D na npasoj AB makee da je H(A,B;C,D) u CD = .
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Pememe: Ha npoussomuoj mpasoj m youumo ase tauxe A u B. Kon-
CTPYUIINMO MTPOU3BOJBbAH KPYT k KOju canpsxku tauke A u B. O3maummo
ca M u N npeceune tauke kpyra k m cumerpaiue nysxku AB (Cuuka
2.91). Kpos tauxy M KOHCTpYUIIMMO TIpaBy p mapajesany ca m. Ha
npaBoj p yoummo Taury L Tako ma je ML = 1. Tauke M, L u N cy
HekoyimHeapHe u onapebyjy TauHo jeman kpyr kj.

Cnura 2.91.

Tauxke M u N cy ca pa3Hux cTpaHa mpaBe m ma Kpyr k; U mIpaBa
m mMajy IBe 3ajeqHUYKe Tauke. Jemny on mux o3HaumMmo ca D. Kom-
CTPYUWIIUMO TPaBy ¢ Koja caapxu taurky N um mapajenna je ca LD u
o3HaunMo ca C mpeceuny Tauky mpaBux m u ¢. Jokaxkumo ma cy tauke
C u D TpakeHe Tauke.

Tauke N, M wn L npunanajy kpyry ki, npu uemy je LNML = R,
omaryie ciaenu na je NL mpeunur kpyra ki. C apyre crpane, Tauka D
npunana kpyry kp Ham npeunnkom NL na je ANDL = R, tj. ND 1 LD.
ITo roucrpykuuju je q | LD, na je ¢ L ND. Osuauumo ca P mnpeceuny
tauky npasux ND u q. Kako je ¢ = MP nmamo na je PM 1 PN.
Takobe je n

PC 1 PD. (2.6)

Harkme {AMPN = R na tauka P npunana kpyry Hamn npedraurom M N,
Tj. Tauka P npunana xkpyry k.

Youumo tpoyrao AAPB. U3 jemnakoctu aykosa AM u BM cnemu
jemuaroct yranoBa LAPM u {BPM, 1j. LAPC = £BPC na je PC
cuMeTpaJia YHyTpammer yriaa kox temena P tpoyrma AAPB. Cana,
ysumajyhu y 063up pesnanujy (2.6) 3akmyuyjemo na je PD cumerpasa
crnosalnmer yraa kon teMena P tpoyraa AAPB. Ilpema 3amatky 13.
B) ciequ AC : CB = AD : DB, a kaxko je jom A —C — B — D niun
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B—-C—-A—-D cnenn H(A, B;C, D). Tlo KOHCTPYKIMU je YEeTBOPOYTa0
MCDL mnapaJsenorpaM mna je u APYTH YCJIOB 3aJaTKa 3aI0BOJLEH, Tj.
Basku CD = ML =1. O

3a KOHCTpyucame TpoyrioBa y 3amanuma 170..-188.. mpumemyje
ce momohHa KOHCTpyKOuja u3 3amarka 169.

3anmarak 170. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je yzao %00 me-
Mmena A jednar damom yeay o, odceuwar cumempane yzaa K00 mamena A
jeonax damoj oyxcu l, u cmpanuya BC jednaxa damoj 0yxcu a.

Ciuura 2.92.

Pememe: Anasuza. Heka je Tpoyrao AABC Tpaskenu Tpoyrao. Kowu-
crpyumumo kpyr k ymucarn y tpoyrao AABC u kpyr k, cmoma ynu-
caH, koju momupyje crpanuny BC (Cawuka 2.92). Osmauumo ca S u
S, cpemumra KpyroBa k u kg, a ca R u Ry, Q u (), mooupHe Tauke
kpyrosa k u k, pemom ca mpaBama AB u AC. Osunauumo, mame ca P
u P, nomupue Ttauke kpyrosa k u k, ca crpanurnom BC a ca F mpece-
YHY TaUKy CUMETpaJie yHyTpallmer yria kon temena A u crpanune BC.
Hexka je F mopmaina npojeknuja tauke F ma npasy AB. Y 3amarky 10.
cMo mokazanu na Baxku RR, = a. Takobe Basku H(A, E; S, S,) (3amarak
59. (6)). Kako cy A, F,R, R, nopmaiuue upojekuuje rauara A, F, S, S,
to he 6uru 3anoBomeno H(A, F; R, R,). Cana, ¢ 063upoM Ha TO ga cy
nozuatu £ A u omcevak cumerpase yraa AE = [,, moxkemo npehiu Ha
roHCTpyKIUjy Tpoyriaa AABC.
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Konempyryuja. Korcrpyummmo nse nonrynpase A, u A, ca 3aje IHUYIKIM
novyerkoM y Taukn A rako ma je yrao £(Az, Ay) = a (Cuura 2.94). Kon-
CTPYUIIUMO 3aTuUM cuMeTpady A, yriaa £ A v Ha H0Oj OAPEIUMO TAUKY
FE rakBy ma je AE =1,. O3naunmo ca F momHO:Kje HOpMAaJe U3 Tauke F
ma moaynpaBy Az. Komcrpywmumo cana tauke R u R, Ha moaynpasoj
A, Tako na je H(A,F;R,R,) u RR, = a.

Homohna xonempyxyujo. Ha mpousBomHO] TPABOj M YyOUUMO OBE TaUKe
Ay u Fy takBe ma Basku AP} = AF. Koucrpyumumo tauke S; u S
Ha mpaBoj m tako nxa je H(Ai, F1;S51,5) n 5152 = a. Koncrpyummmo
MpPOU3BOJLAH KPYyT k, Koju canpsku Ttauke A, Fy. Osmaummo ca M u
N upeceune tauke kpyra k m cumerpasie aysxku A1 F) (Caoura 2.93).
Kpo3 Tauxky M koHCTpywmmMo mpaBy r mapaJiesny ca m. Ha npasoj r
younMo Tauky L Ttako na je ML = a. Tauke M, L u N cy HeKOJIuHeapHE
u onpebyjy tauno jeman kpyr ki.

Cnura 2.93.

Taurke M u N cy ca pa3HUX CTpaHa mpaBe m ma Kpyr ki u mpasa
m UMajy OBE 3ajeHUYKe Tauvke. JemHy O HBUX 03HAUMMO ca So. Kos-
CTPYHIINMO NPaBy ¢ HapaJiendy ca LSy v o3HauuMo ca S7 MpecevyHy
Tayky mpaBux m u ¢. KRao y 3anmarky 169. moka3syje ce ma Bakud
/H(Al,Fl; 51,52) n 5152 = a.

Canma wa momynpaBoj A, koHcTpyumemo Tavke R m R, Tako na
je AR = A151 u AR, = A1S; u kako je jom AF = A1F; TO Baxku
H(A,F; R, R,). Kako Basku pacnocen rauaka A; — S} — F; — Sy to he
outu A—R—F —R, un

RRa = ARa — AR = A1S2 — A151 = 5152 =a
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1j. RR, = a. KoucTtpyummumMo HOpMaJe Sk U Sg, Ha MONYyIpaBy Az Kpo3
tauke R u R,. O3mauumo ca S u S, npeceune Tauke penoM IPaBUX SR
u sg, ca nomynpasoMm A,. Koucrpyumwumo kpyr k(S,SR). W3 rauke E
Ha KPyr k MOTY Ce KOHCTPYHUCATHU MABE, jelHa WV HU jenHa TAHTEHTa Y
3aBUCHOCTU OJ[ TOra ma Ju je F Bau, Ha miau ymyrtap kpyra k. Ilper-
IIOCTABUMO J1a CE€ KPO3 TaukKy F MOyke KOHCTDYHMCATU TaHI€HTa Ha KPYT
k u oszmaummo je ca t. Ilom mpermocraBroM na je o < 2R, Tamrenta t
he cehm momympase A, u Ay y taukama B u C. Taurxe A,B u C cy
110 KOHCTPYKIMjU TPU HEKOJIUHEApHE Tauke ma oapebhyjy TeMeHa HEKOT

Tpoyraia AABC.

Ciuura 2.94.

Zoxas. HNoraxkumo na je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) Mo woucTpyrmmju je yrao £(A;, Ay) = o, Be A, C € Ay ma je
LA =4ABAC = a.

(ii) Taura E je na cumerpauu A, yraa £A u upu tom Bazku AE = [,
[0 KOHCTPYKIMjU, T je U APYTU YCJIOB 3aI0BOJLEH.

(iii) o romCcTpykumju je S uenrap ymucanor kpyra. Jlame Basku
H(A,F;R,R,) u RR, = a. Karo cy A, F,R, R, HOpMaJiHe IpOjeKiuje
rauaka A, E,S,S, to he 6uru H(A, E;S,S,), na he S, 6uru uenrap
crnodba yuucanor kpyra rpoyriaa AABC, koju pomupyje crpauuiy BC.

Kao y amamusu mokasyje ce na je RR, = BC u kako je RR, = a mo
KOHCTpYKIuUju, To he 6butu BC = a, ma je m Tpehm yciaoB 3a10BJbEH.
Hakae, tpoyrao AABC' je TpaskeHU TpOyTrao.

Luckycuja. Ilom ycmoBom ma je a < 2R u nma Baky pacmopen Tadvaka



164 2. Koucrpykimjcku 3amanu

A, R, F,R,, 3agaTak uMa IBa, JeOHO WIM HEMa Pellema y 3aBUCHOCTU
onm Tora ma Jyiu je Tauyka F BaH, Ha MaIM yHyTap Kpyra k. (]

3anarak 171. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je yzao k00 me-
Mmerna A jednar oamom yeay o, 00ceuar CuMempane yzia K00 mamera
A jeonar damoj Oyxcu l, u NOAYNPEUHUKX ONUCAHOZ KPYed je0Hak 0amoj
oy T.

YuyrcrBo. C o63upoM Ha TO ma je mo3HaT yrao £A = o m mogymnpe-
YHMK ONMCAHOT KPYyTa 7, Y IOMONHO] KOHCTPYKIUjU MOKEMO OIPEAUTHA
crpanuny BC = a. Y ToM cayuajy 3amaTak ce CBOAU HA IPETXOIHU.

Cuura 2.95.

Homohna xowcmpyrxyuja. KoHCTpywmuMO KPyr | MOJYIPEUHUKA T' U
jeman meros npeunuk MN = 2r (Caura 2.95). Ca modyeTkoM y Tauku
M KOHCTPYWIIMMO TOJyIpaBe p U ¢ Ca jedHe W ca APyre CTpaHe MOJy-
npase M N, rakse na je L(MN,p) = £(MN,q) = a/2. Ca B u C 03-
HAYMMO IIPECEYHEe Tauke Kpyra | pemoMm ca moaympasBama p u q. OBako
roHCTpyucana nysxk BC = a je cTpanuna TpasKeHOT TPOyTJa. 0

3anmarak 172. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je cmpanuya BC
jednaxa 0amoj oyxcu a, 00ceuar cumMempane yzaa ko0 mamerna A jeonax
0amoj dyacu ly, U NoAYNPeuHuK onucaroz kpyea jeorar 0amoj oyncu .

Yuyrcreo. C o63upoM Ha TO na je mosHara crpanuna BC = a u
MOJIyIPEYHUK ONMUCAHOT KPyTra 'y IPBOj MOMONHO] KOHCTPYKIMJU MOKEMO
onpemuTy yHyTpammu yrao LA = a.

KoucTpyumuMo moaynpase p U ¢ ca moYeTkoM y Tauku A Taxse na
je 4£(p,q) = a. Ha cumerpamu s yraa £(p,q) koHCTpyumumo taury F
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takBy na je AE =1,. Osmauumo ca F momHo:kje mHopMmasie u3 tauke F
Ha IOJIYyIpaBy p.

Y mpyroj moMohiHOj KAOHCTPYKUMju, Kao y 3anatky 171., ompemnmo
tauke R u R, Ha monyupasoj p takse na je H(A,F;R,R,) u RR, = a. Y
mpeceKky HOpMaJia peaoM Kpo3 tauke R u R, ca cuMmerpaaoM s HAJIa3UMO
rauke S u S,. Cana moskemo koHcTpyucatu kpyr k(S,SR). Temena B u
C mana3uMo y mpeceKky TaHTeHTe u3 Tauke F Ha KpyT k ca mosgympaBama
puq. ]

3amarak 173. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je dama pazauxa
yenosa AB — £AC = 0, sucuna uz memena A jeonaxa damoj oyxcu hg u
soup empanuya AC =b u AB = ¢ jednax damoj dyxcu d.

Pememe: Anaausza. O3maummo ca D momnoskje mopMmaJie u3 treMena A, a
ca F'u F npeceune Tauke peIoM CUMETPAJIE YHYTPAIILET U CIIOJbAITHEr
yria kon teMena A ca crpanunom BC. Heka cy S, u S, nenrpu croma
ynucaHux Kpyrosa ky u k. xoju momupyjy pemom crpauuine AC u AB.
Osnaunmo ca P, u P. nomupue tauke kpyrosa ky u k. ca mpasom BC
(Cnura 2.96). Cana je {DAE = (B — £C)/2 = §/2 u AD = h,
na ce tpoyro AADE wmoxke roucrpyucaru. Tarkobe mmamo LAFD =
£DAFE, kao omrpu yriosu ca HopMaiaauM kpauuma. V3 H(E, A;S., Sy)
cnemu H(D, F; P.,Py). Kao y ”Beaukom” 3amaTry mokasyje ce ma je
PP, = b+e.

Konempykyuja. Ca moueTkoMm y Tauku A KOHCTPYUIIUMO TMOJIYIPABE P
n q takse na je £(p,q) = 0/2 u Ha mosynpasoj p Tauky D TakBy na je
AD = h,. Y Tauku D KOHCTPYUIIMMO HOPMAaJIy 7 Ha IOJYyINpaBy P, a
ca F 03HAYMMO TpeceyHy TAUKY IpaBe N ca MOJynpaBoM ¢. KoHCTpy-
UIUMO Y Tauku A HOpMaJty m Ha MOJyOpaBy ¢ U o3HAUMMO ca F' mpe-
CEUHYy TAUKy TMPABUX M U N.

Homohna xworncmpyxryuja. Ha mpousBomHOj IpaBoj | youmMo OBe Tauyke
Fy u Dy rakBe ma Baskm F1 D1 = FD. Koucrpyumumo tauke P u P
Ha npasoj | tako na je H(Fy,Dy; P, P) m PiP, = d. Koucrpyumumo
nmpou3BoJbaH Kpyr k, Koju canpsku Tauke Fi,D;. Osmaummo ca M u
N upeceune tauke kpyra k u cumerpasne mysxu FyD; (Caura 2.97).
Kpos raurky M romcTpymmwmmo mpaBy 7 napadsenny ca . Ha mpasoj r
younmo Tauky L Tako na je ML = d. Tauke M, L u N cy HEeKoJuHEeapHE
u onpebyjy tauno jemam kpyr ki.

Tauke M u N cy ca pasux cTpana mnpase | ma Kpyr k| u mpasa
| mvmajy mBe 3ajemHWYKEe Tadke. JemHy Ol HBUX O3HAUYUMO ca Po m To
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Cuura 2.96.

oHy 3a kKojy je F1 — D1 — P». Kpo3 Ttauky M KOHCTPYUIIUMO TPaBYy ¢
napaaenny ca LP», m o3maumMo ca P; mpeceuny Tauky mnpaBux [ u q.
Kao y 3anarky 169. nokasyje ce na Baxu H(Fy, D1; P1, P2) u PL P, = a.

HacraBumo cana raaBry koHcTpykiujy. Ha npasoj F'D xkorncTpywur-
uMo Tauke P, u P, takse na je FP, = F1So, FP. = F"S1u F—P.—D—P,.
Y raurama P, m P, KOHCTpyUIIMMO HOpMAaJie N1 U No Ha upaBy FD u
03HAUMO PenoM ca S, u S, BUXOBE MPECeYHe TAUKe ca IpaBoM m. KoH-
crpyumuMo Kpyrose ke(Se, ScP.) u ky(Sy, SpFP,) 1 mpernocraBumo na je
rauka A Bam kpyrosa ky u k.. W3 Ttauke A xoHcTpyumumo obe yHYy-
Tpalrme Saje,ZIHI/ILII{e TAHT'€HTE IIOMEHYTHUX KPYroBa Y O3HAYUMO Ca B
u C BHUXOBe NpeceyHe TauKke ca MPaBOM 7 TAKO M4 BaKU PACIOPEn
F—B—-C. Tauke A, B u C cy HeKOJIMHEADHE TO KOHCTPYKIWjU U
onpebyjy temena tpoyraa AABC.

Joxas. INokaxkumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) o roucrpykuuju je AD L n, B,C € n, AD = h,, na je Bucuna
u3 Temena A jemHara maToj Iy:KU hg.

(ii) ITo koHCTpyRUMjU, Tauke S, u S, IPEACTABILAjY LEHTPE CIOJbA
YIUCAHUX KPyroBa ky u k., ma je SpS. cuMeTpasa CIoJballlbher yIriaa KOl
temena A. C ob63upoMm Ha TO ma je mo koucTpykiumju AE | AF, cnenn
na je AFE cumeTpadjia yHyTpammmer yria ko remena A. Kao y amanusu
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k]

Cuka 2.97.

3amarka, nokasyje ce na je L{DAE = (KB — £C)/2. C nmpyre crpasne,
no xkoucTpykuuju je LDAE = A(p,q) = §/2. Harne, LB — LC = §, na
je ¥ Ipyru| ycJOB 3ad0BOJHEH.

(iii) Kao y amasnusu, 3a oBako koucrpyucauu rpoyrao AABC nokasy-
jemo ma Basku H(F,A;S.,Sy), H(F,D;P., Py) u P,P. = b+ c. Ilo xon-
CTpYKLII/IjI/I je /H(Fl,Dl;Pl,PQ), P1P2 == d, FD = FlDl, FPC = F1P1,
FPb = Flpg, IIa je Pch = FPb - FPC = F1P2 - F1P1 = P1P2 = d, Tj.
P,P. =d. Hakne, b+ c=d, na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

Aucxkycuja. Tlom ycmoBom ma je 6 < 2R u 2h, < d 3amaTak mMa jenuH-
CTBEHO pellemne. ]

amarax 174. Koucmpyucamu mpoyzao AABC axo my je dama paszsuka
yeaosa AB — LC = §, sucuna uz memena A jednaxa damoj oymcu hg u
pazsuka cmpanuya AC = b u AB = ¢ jednaxa damoj dyacu d.

YuyrcrBo. Osmaummo ca D momHOoskje Bucuae u3 temena A, ca S u
S, IeHTap YIOUCAHOT ¥ CIIOJhba YIUCAHOT KPyra KOju TOAUPYje CTpa-
uuny BC, a ca P u P, muxoBe HOpMaJiHe mpojeknuje Ha npasy BC.
3a Tpoyrao AADFE wmMa ROBOJBHO ejeMeHaTa 3a KOHCTPYKRmUjy. M3
H(A,E;S,S,) cnemn H(D,E; P, P,). W3 ”Beaukor” 3amatka mMamo
PP, =b—c. O

3amarak 175. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonaxa damoj 0yxcu hy, 30up nosynpewnura p+ pg jeonar damoj
dyacu d v cmpanuya BC jednaxa damoj dyacu a.
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YuyrcrBo. Osmaunvo ca D nmomnosxkje Bucure n3 teMena A, ca S u S,
HeHTap yIMCAHOT M CHOJba yIMCAHOT KPyra KOju JOIUpPYje CTPaHUILY
BC, a ca S" u S/ wmuxose HOpManne npojeknuje Ha upasy AD. U3
H(A,E; S, S,) cnenn H(A, D;S’,S!). Takobe Basgu S'S!, = p+p, = d.
Y nomohnoj koucrpykmuju onpebyjemo S'D = p u S, D = p,. 13 " Be-
aukor” 3amatka je RR, = a. O

3amarak 176. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna usz me-
merna A jeonara damoj 0yocu hy, 36up nosynpewnura p+ pg jeonar damoj
Qyacu d U NOAYNPEYHUK ONUCAH02 KPY2a jeOHar 0amoj 0yxcu T.

Ciuura 2.98.

YauyrcrBo. Osmaummo ca D momHoxkje Bucume u3 temena A, ca S u
S, [eHTap yOUCAHOT U CIOJba YIUCAHOL KPyra KOjU MOAUpPYje CTpa-
auny BC, a ca S’ u S/, muxose HopMasHe npojekuuje Ha npasy AD, ca
Ay cpemumre crpanuine BC a ca N mpeceuyHy Tayky CUMETPAJie CTpa-
uune BC u ommcanor kpyra | (Camka 2.98). U3 H(A, E;S,S,) cnenn
H(A,D;S’,S,). Tarobe Baxu S'S, = p+ p, = d. Y nomohnoj kon-
crpyknmju onpebyjemo S'D = p u S, D = p,. Hera je cana dy = p, — p.
N3 "Benuror” 3anmartka je A|N = (p, — p)/2. Heka je N npoussosna
Tauka kpyra | noaynpeunuka r. Camga mokemo oapemutu tauke B u C
Ha kpyry [ takse ma je BC L AjN u AjN =d;/2. Tana, tauke S u S,
npunanajy kpyry k'(N,NB = NC) u penom cy Ha pacTojamuMa p U pg
on BC, npu uemy je S — N — S,, a teme A mobujamMo y mpecery mpase
SS, ca kpyrowm I. O
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3amarak 177. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
Mmena A jeonaxa damoj oyacu hq, 30up nosynpewnura p ~+ pg jeonar damoj
oyncu d v mencuwna 0yxc jeorara 0amoj 0yxicu my.

Ciuura 2.99.

YuyrcrBo. Osuauumo ca D moano:kje Bucuue u3 temena A, ca S u S,
IIEHTAp YOUCAHOT U CIOJba YIUCAHOT KPYyra KOju IOOUPYje CTPaHUILY
BC, a ca S’ u S/ muxose HOpMasHe npojekuuje Ha npaBy AD, ca A;
cpenumre crpanune BC a ca N mpeceuHy Tauky CUMeTpaJie CTPaHUIE
BC u onucanor kpyra | (Cmura 2.99). Kao y 3anarky 176. oxgpemumo
MOJYIPEUHUKE p U p,. Hera je cama dy = p, — p. V3 ”Beauror” 3a-
natka je AiN = (pg—p)/2. KorcTpynunmmo Hajupe npaBoyriu Tpoyrao
AADA,. Tlozuara my je karera AD = h, u xunorenysa AA; = m,. Ha
HopMasu Ha my:x DA; ompemmmo tauky N takBy na je AiN = di/2 n
A,N +- DA,;. Ha mpasoj AN xoHcTpyummmo Tauke S u S, pemoMm Ha
pacTojamuma p u p, om DAp, tako ma Baxkn A —S — N — S,. Temena
B u C nobujamo y mpeceky tanrentu u3 tauke A ma rpyr k(S,p) ca
npasom DA;. O

3anmarak 178. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmerna A jednara damoj 0yocu hy, 36up nosynpewrura p+ pg jeonar damoj
dyxcu d u odcenar cumempane yzaa k00 memena A jeonax damoj 0yxcu lg.

YuyrcrBo. Osuauumo ca D nomHoxkje Bucuue u3 teMena A, ca E mpe-
CeUHy TAUKy CUMeTpalie YHyTpAallmer yrjia Kox TeMeHa A ca cTpaHu-
mom BC, ca S u S, meHTap YyOWCAHOT U CIOJba YIUCAHOT KPYyra KOju
momupyje crpanuny BC, a ca S’ u S muxose HOpmasHe mpojekunuje
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Cuaura 2.100.

ma npaBy AD. Hexka je jom Ay cpemumre crpanune BC a N mpeceuna
rayka cuMerpasie crpanune BC u omucasor kpyra | (Ciumra 2.100).
Kao y 3amarky 176. ogpemmmo moaympedvHuke p U p,. Heka je canma
dy = pg — p. W3 "Bemuror” 3amatka je A1N = (p, — p)/2. Koucrpyun-
muMo Hajupe npasoyriu tpoyrao AADE, koMe je mo3HaTa XUIOTEHY 34
AFE =1, u karera AD = h,. Ha npasoj AE xoucrpyummumo Tauky N Ha
pacrtojamy di/2 on upase DE rtako na je AN + DE. Ha npasoj AN
KOHCTPYUIIUMO Tadke S u S, peloM Ha pacrojamuma p u p, om DE|
tako na Baxku A— S —FEF — N —.S,. Temena B u C nobujamo y mpecery
ranrenTu u3 rauke A Ha kpyr k(S,p) ca npasom DE. O

3anmarak 179. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
mena A jeonaxa damoj dyacu hy, 30up nosynpeunukra p+ pg jeonar damoj
dyacu d u yeao k00 memena A jedHar damom yzay .

Yuyrcreo. O3naunmo ca D momHOoKje BucuHE U3 TeMena A, ca F mpe-
CeuHy TauKy CUMeTpajie YHyTpallmer yria kon temena A ca cTpaHu-
nom BC, ca S u S, meHTap yOMCAHOT U CIOJbA YIOUCAHOI KPyra KOju
momupyje crpanuiy BC, a ca S’ u S muxoBe HOpMaHE TpOjeKIUje
ma npaBy AD. Hexka je jomr A; cpemumre crpanurne BC a N mpeceuna
Tauka cuMerpasae crpanune BC wm onucamor kpyra | m N’ mommoxje
Hopmase u3 tayke N Ha npaBy AB (Cuumka 2.101). Kao y 3amartky
176. onpenumo y moMONHOj KOHCTPYKIU]U MOJNYIPEUYHUKE p U py. Hera
je cama di = pg — p. VI3 ”Beauror” 3zamatka je NN' = (p+ pa)/2.

Korcrpyumumo ca modeTkoM y Tauku A moaympase p U ¢ Takse 1a
je 4L(p,q) = a u cumerpany r yraa £(p,q). Ha pacrojamy d/2 ox mo-
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Cuura 2.101.

JyIpaBe p Ha MOJYyOpaBoj r KoHCTpyummMo Tauky IN. Ha mpasoj AN
KOHCTPYUIIUMO Tauke S u S, peloM Ha PaCTOjamuMa p U P, O MOIY-
npase p. Temena B u C' mobujamo y mpeceky YHYTPAIIibe 3ajeTHUYKe
taurenre kpyrosa k(S,p) u kq(Sq, pe) ca momynpasama p u ¢ pexom. [

3amarak 180. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonaxa damoj 0yxcu hy, 30up nosynpewnura p+ pg jeonar damoj
dyacu d u pazsuxa yenosa AB — LC = 6.

kb

-
-

Caura 2.102.
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Yuyrcreo. O3mauuMo ca D momHoskje Bucune u3 teMena A, ca FE mpe-
CEeUHy TauKy CUMeTpaJie YHYTPAIImhEer yriaa Kol TeMena A ca cTpaHuinom
BC, ca S u S, meHTap ynucaHOTr U CIOJba YIUCAHOT KPyra PEenoM, KOju
momupyje crparuny BC, a ca S’ u S mwuxose HOpmaJsHe mpojerunuje
ma mpaBy AD. Hera je jom Ay cpemumre crpanune BC a N mpe-
ceuna Tauka cuMerpaJie crpanurne BC u omucanor kpyra l. Tama je
ADAFE = (B — £C)/2. Kao y 3amarky 176. ogpemumo y nomohHoj
KOHCTPYKIUjU TOJYyNIPEYHUKE p U p,. Heka je cama dy = p, — p. U3
”Bemuror” 3amarka je AiN = (p, — p)/2.

3a npasoyrau Tpoyrao AADFE nosuara je karera AD = h,, u omrap
yrao £DAE = §/2 na ra moxemo koHcTpyucatu. Ha pacrojamy d/2
on npase DFE Ha noayupasoj AF rkomcTpyumummo Ttauky N, TakBy Oa
je AN + DFE. Ha npaBoj AN roucTpyumumo Ttauke S u S, peaoMm Ha
pacrojamumMa p 1 p, on npase DFE, takse na je A—S—FE—S,. Temena
B u C nobujamo y mpeceky tanrentu n3 tauke A Ha kpyr k(S,p) ca
npasom DE. O

3anarak 181. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je sucuna u3 me-
mena A jeonara damoj oyacu hg, pasaura nosynpewHuxa Cnosa YnucaHus
Kpyeo8a py — pe jednara damoj dyacu d u cmpanuya BC jednaxa damoj
oy a.

Yuyrcreo. O3uaunmo ca D momHo:kje BucuHe n3 TeMena A, ca F mpe-
CEeUHy TAUKy CUMETPAaJe CIOJLAIImEr yTia Koa TeMeHa A ca cTpaHumoM
BC, ca Sy n S, nenTpe cnoma youcaHUxX KPyroBa KOju HOAUPY]Y PEIOM
crpanune AC, u AB a ca S; u S| mUuxoBe HODMaJHE IIPOjEKNUje HA
npaBy AD. Tana je H(A, F; Sy, Se) tj. H(A, D;S;,S’). Kako je nosmato

AD = hq, S}S. = pp — pe, Sp,S., A Z D u ompennmo y momohiHOj KOH-
crpykuuju noxynpeunure S;D = p, u SL.D = p.. VI3 ”Benukor” 3anarka
je RyR. = BC = a. 0

Kopumthemem momohue KOHCTPYKIje KAO Yy TPETXOTHOM 33,0aTKY U
pesyarara u3 ” Besuror” 3amaTka pemBajy ce 3amanu 182.-188.

3anmarak 182. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
mena A jeonara damoj oyacu hy, pasaura nosynpewHuKra cnosa YnucaHUL
Kpy208a pp— P jednara 0amoj oyxcu di u 36up cmpanuya AC v AB jeonax
damoj oyacu do.

3amarak 183. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna u3 me-
mena A jeonara damoj 0yxcu hg, pazisuka nNOAYNPEeYRUKA CNOHA YNUCAGHUT
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Kpyeoea py — pe jeowaxa 0amoj 0yxmcu d u NOAYNPewHUK ONUCAHOZ KPY2a
jeonax damoj oyxcu .

S3amarak 184. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna u3 me-
Mmena A jeonara damoj 0yxcu hy, pasisuka nosynpewHUKaG CNoba YNUCAHUT
Kpy208a pp — Pe jeonara 0amoj Oyacu d u NOAYNDEUHUK YNUCAHOZ KPY2Q
jeonax damoj dyxcu p.

3amarak 185. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonara damoj 0yxcu hy, pazisuka noAYNpewHUKG CNOLHA YNUCAHUT
Kpy208a pp — pe jednaxa 0amoj oyaxcu d u MOAYNPeYHUK CNowsa Ynucaroz
xpyea xoju dodupyje cmpanuuy BC' jeonar damoj 0yxcu pq-

3anmarak 186. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
mena A jeonara damoj 0yxcu hg, pazsuka noAYnpewHUKG CNOLHA YNUCAHUT
KpY208a pp— Pe jeOnaxa damoj oyacu d u 00cewar CuMempane YHyYmpawmes
yena ko0 memerna A jeonax damoj oyacu l,.

3anmarak 187. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonaxa damoj oyxcu hy, Pasisura noAYNPeYHUKE CNOba YNUCAHUL
KpY208a pp— P jeOHara 0amoj 0yxcu d u yzao k00 memena A jednax damom
yeay o.

3anmarax 188. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
mena A jeonara damoj oyxmcu hg, PA3IUKG NOAYNY EYHUKG CNOMDA YNUCAHUL
Kpy208a py — pe jednaxa damoj 0yxcu d u paszsuka yeaoea £B — LC = 4.

Samarak 189. Ha npasoj p dame cy mpu mauxe A, B u O. Koncmpy-
ucamu wa npasoj p mauke C' u D maxee da je H(A, B;C, D) u mauwka O
cpeduwme Oyxcu CD.

Pememe: IlpernocraBumo na tauke C' u D 3am0Bos/paBajy MOCTABIHEHE
ycamose. Tanma npema 3anatky 55. Bau OA-OB=0C?u A — B — O.
Hexka je B’ tauka npase p taksa na je OB =0OB u B— 0 — B’ (Cunuka
2.103). Osmaummo ca k xkpyr man npeunukom AB’. Tauka O ce Hanazu
y Kpyry k ma mpaBa n kpo3 Tauky (O HOpMaJiHA Ha MPABOj P UMa Ca
Kpyrom k nBe 3ajemHUUYKe Tauvke. JemHy on mux ozHaummo ca P. Ca l
03HAUMMO Kpyr ca neHTpoMm y Tauku O u noaynpeunukom OP. Kpyr [
U IpaBa p UMajy ABE 3ajemHnYKe Tauke, o3HaumMmo ux ca C'u D. Iyx
OP je BucuHa Koja oarosapa xunorenysu AB’ mpasoyrior tpoyria
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Cuaura 2.103.

AAB'P mna je OP? = OA-OB'. C npyre crpane, OP = OC = OD
jep raurke C' u D npunanajy kpyry [(O,OP). Kaxko je jom OB’ = OB,
cremr OA - OB = OC?. HNakne, Baxn H(A, B;C,D) u O je cpemamTe
myxu CD. O

3amarak 190. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo je dam yeao LA = «,
odcenak cumempane yhympaumneez yzaa k00 memena A jeonar damoj dyxcu
lg u 30up cmpanuya AC =b u AB = ¢ jednax damoj 0yxcu d.

Pememe: Anaausza. Hera je AABC TpaskeHM TpPOyrao, Tj. HEKa MY
je yrao LA = «, oncedak cuMeTpalie YHyTpPaIImLer yria Kom TeMeHa A
jemmak maroj my#u l, u 36up crpamuna AC = b u AB = ¢ jennak martoj
nysxku d. O3HaumMo ca F mpeceuny Tauvke CUMETpaJie YHY TPAIILEr yria
kon Ttemena A ca crpamunom BC. Heka cy S u S, nenrap ymnucanor
Kpyra k u crnosba ymucaHor Kpyra k, koju moaupyje crpaunuinyy BC. Os-
Haunmo ca R u R, nomupue tauke kpyrosa k u k, ca npasom AB, a ca
P, P, u Q, Q, moaupHe Tauke MOMEHYTUX KPYyrOBa PEIOM Ca IpaBaMa
BC u AC (Cnura 2.104). Heka je N mpeceuyna Tadka CUMETpPaJie yH-
yTpammer yraa kon teMena A ca cumerpanom crpanune BC. Y tom
cayuajy tauka N mpumana ommcaHoM Kpyry | oko tpoyraa AABC.
Tana je H(A, E;S,S,), tauka N mpencrasma cpemumre aysxku SS, u
AN’ = (b+ ¢)/2. 3Bawucra, na je H(A, E;S,S,) cienu HemocpeaHo jep
cy S u S, Tauke y KOjuMa CUMETpaJjie yHYyTPAIIHEr U CIOJbAIIHLEr YIIa
£ B tpoyria AABFE ceky npaBy AE. Kon tpoyrna ANBS je LS = 4B
ma je NS = NB. Takobe, kon tpoyraia ANBS, je 45, = £B mna je
NS, = NB. Harkne, NS =NS,, tj. N je 3aucra cpenumre ay:xu SS;.
Cana, 360r pacnopena tauaka A—R—N'—R, Basku AN’ = AR,— N'R,.
Tarobe Basku AR, = AQ, Ka0 TaHreHTHe Ny:KU U3 Tauyke A Ha cmosna
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ynmucanu Kpyr kg omakie 36or A— R—B— R, u A—(Q — C — Q, umamo

1 1
AR, = g(ARa + AQ,) = §(AB + BR,+ AC + CQ,)
1 1
= 5(AB + BP,+ AC + CP,) = 5(AB + BC + AC).
Kopumhemewm jemnakoctu RR, = QQ, umamo
| 1 1
N'R = ERRQ = Z(RRQ +QQ,) = E(RB + BR,+CQ + CQ,)
1 1
= Z(PB +BP,+CP+CPF,) = §BC,
ma je

1 _1 _d
AN’ = J(AB+AC) = S(b+0) = 5.

Canma mMaMoO TOBOJLHO eJIEMeHaTa 3a KOHCTpyKImjy Tpoyraa AABC.

Cuura 2.104.

Fonempyxyuja. Ca moutkoMm y Taukn A KOHCTPYUIIMMO TOJYIPABE P U
q takse ma je £(p,q) = o. O3HAYMMO ca S HOJYNPABY Ca HOYETKOM Yy
raukn A koja monosu yrao £(p,q). Ha momynpaBoj s KOHCTPYUIIIMO
taurky F TakBy na je AE = l,, a Ha moaynpasoj p Tauky N’ TakBy 1a
je AN" =d/2. Osmaunmo ca N mpeceuHy Tauky HOpMAaJe . KPO3 TAUKY
N’ Ha moaympaBy p M IpaBe S W IPETIOCTABAMO [a BasKU PaCIOpe
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A— FE — N. Taurka N mocroju mon mpermnocraBkoM na je a < 2R. Kon-
crpyumumo tadke S u S, HA HOJXynpaso] s Takse na je H(A, E;S,S,) n
N cpemumre nyxu SS,. Kao y 3amarry 189., Ha momympaBoj s oapen-
umo Taury E’ takBy na je EN = EF'N u E— N — E'. Konctpyumumo 3a-
tuMm kpyr k' man npeununkom AE’. Ilpu tome, Tauka N je yHyTap Kpyra
k' ma mopmaJsia y Tauku N Ha IOJyHOpaBy S UMa ca Kpyrom k' mse 3ajen-
Huuke Tauke. Osnaummo ca T jemny on mux. Kormctpymmmmo kpyr I’ ca
merTpoM y tauku N u nmonynpeunuroM NT. Ozmaummo ca S u S, mpe-
ceune Tauke kpyra [’ ca momympasom s, Tako ga je A—S—E—S,. Iyx
NT je Bucuna npasoyrior tpoyria AATE' koja oaroBapa XUHNOTEHY3U
AFE', na je NT? = AN - NE'. C mpyre ctpase, NT = NS = NS, jep
tauke S m S, npunanajy xpyry l'(N,NT). Kako je jom NE' = NE,
cieru NA-NE = NS?. akne, npema 3anatky 55. awnu H(A, E; S, S,)
u N je cpemumire myssum SS,.

Oszmaunmo ca R u R, momHo:kja HOpMaJia pemnoM U3 Tavaka S U1 S,
Ha moaynpasy p. Tana kpyrosu k(S,SR) u ku(S,, SqR,) momupyjy u
noaxynpaBy q. Ca Q u (), 0O3HAUNMO OOAUPHE Tauke Kpyrosa k u k, ca
noaympasoM ¢. IIpu Tome kpyrosu k u k, uMajy miay HeMajy yHYTPAII-
BUX 3ajeHUUYKAX TAHTeHTHU. lIpTmocTaBuMo na MMajy YHYTpPaIlbhy 3a-
jemHWUYKY TaHTeHTY u o3uHaumMo je ca t. Heka cy P u P, nonupHe Tadke
TaHTeHTe t pemoM ca kpyrosuma k u k,. Osmaunmo ca B u C npeceune
TayKe TAHTEHTE t PeIOM ca MoJympaBaMa p u ¢. Tama cy mo KOHCTPYK-

mju tauke A, B u C Tpum HerkonmHeapHe Tauyke u onpebyjy Temena
tpoyrana AABC.

Zoxas. Hokaxumo na je AABC TpaskeHH TPOyTrao.

(i) o roucrpyrmmju je £(p,q) = o, Tauka A je mOUETAK MOIYIPABUAX
pugq, Bep, Ce€qnaje {BAC = a.

(ii) Kao y amanusu 3amatka nokasyjemo na je AN’ = (b+¢)/2 a mo
koHCTpyRKmju je AN’ = d/2, ma je b+c¢ = d. Tj. m Opyru ycios je
3aJ0BOJHEH.

(iii) Osmauumo ca E’' mpeceuny tauky nmpase BC ca cuMeTpaoMm s
yraa £A. Tlo koucrpykuuju kpyrosu k(S, SR) u kq(Sa, SaRa) cy penom
yIucanu u crnosba ynucanu kpyr tpoyraa AABC na je H(A,E'; S, S,).
C apyre crpane, o koucrpykuuju Basku H(A, E;S,S,) na ce rauke E
n E’ mokmanajy 360r jeIMHCTBEHOCTH YETBPTE XapMOHMjCKE Tadke. 1o
3Hauu na je AE =, onceuak cuMerpaje yHyTPAIIKLEer yria KO TEMeHa
A, ma je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

ucxycuja. Ilon ycimoBoMm nma je a < 2R m ma BaKu pacrmopen Tadyaka
A—FE— N, 3agatak uMa OBa, jeIHO WU HEMA PeIlemha y 3aBUCHOCTU O
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TOra Ha Jiu Kpyrosu k u k, uMajy IOBe jeIHY WJIU HEMAajy YHYTPAIIHUX
3ajeIHUYKAX TAHTE€HATA. O

3amarak 191. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo my je sucuna us me-
Mmena A jeonaxa 0amoj 0yxcu hy, PA3AUKG NOAYNP EYHUKG CNOMDA YNUCALHOZ
U YNUCAR02Z KPY2a Pq — P jeonara damoj oyxcu di u 36up cmpanuya AC = b
u AB = ¢ jednax damoj oyxcu do.

Caura 2.105.

YuyrcrBo. M3 ”Beaurkor” 3amarka mMaMo na je
1 , 1
AlNZE(pa—p):dl/Q, AN :§(b+c):d2/2.

Osznaunmo ca S u S, HOpMAaJHE TPOjEKIUje PeIOM NEHTPa yIUCAHOT
Kpyra k u cmosba ynucaHor kpyra k, Ha mpaBy oapebeny Bucunom AD.
Hexka je N mpeceuna Tauka cuMeTpaJje yHyTpalnmer yriaa £ A ca cume-
TpasoMm crpanute BC, a I’ monaoxje nHopmadse u3 rauke N Ha mpaBy AD
(Cnugra 2.105). Tanma je H(A, E;S,S,), N je cpemumre my:xu S'S, u
DF = A|N.

Y momohnoj komcTpykmmju onpemmmo tauke S’ m S, TakBe na je
AD = hy, DF = (pg — p)/2 = d1/2, A— D — F u F cpenumre ny:xu
S’S!. Tanma 3a NOJYNIPEYHMKE YyIUCAHOT U CIOJbA YIMCAHOT KPYTa KOjU
nonupyje crpamuny BC mobujamo p = S’'D u p, = DS.. Cana, u3
”Benuror” 3anatka umamo NN’ = (p, + p)/2 = d3/2.
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Cana, 3a tpoyrao AAN'N ca npasuMm yriom ko Temena N’ mmamo
nosuate katere AN’ = dy/2 mw NN’ = d3/2 na ra 1ako MOMKEMO KOH-
crpyucatu. Ha monymnpasoj AN oapemumo tauke S u S, pemnoMm Ha
pacTojamuMa p U p, on npase AN’ u mpeTmocTaBUMO Ia BaskU Pac-
mopen tavaka A—S5— N —5,. Osznaunmo ca R u R, momHoxkja HOpMAaIa
u3 tavaka S u S, wa npasy AN’ u koucTpyummumo kpyrose k(S, SR = p)
U ko(Say SaRa = pa). Taura A Hanasu ce y npeceky npase SS, 1 Cromba-
mihe 3ajenuuyre tanreare RR, kpyrosa k u k, ma oHa mpumnana u Ipy-
roj CIOJLAINE,0] 3ajeIHUYKO] TaHreHTu (), moMenyTux Kpyrosa. IIper-
MOCTABUMO Ja KPYroBU k u k, UMajy YHyTpAIIHY 3aje THUYKY TAHTEHTY
u o3HaunMoO je ca t. Temena B u C' mobujaMo y Tpeceky yHYTPAIIHe
3ajeHUYKE TaHTeHTe ¢ PeIOM Ca CIOJbAILUM 3aje THUYKUM TaHTeHTaMa

RR, n QQ,. O

3anarax 192. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je sucuna u3 me-
Mmena A jeonaxa 0amoj 0yxcu hy, PA3AUKG NOAYNP EYHUKG CNOMDA YNUCAHOZ
U Ynucanoe Kpy2a pg, — p jeonara damoj 0yxcu dy U pazsuka cmpanuya
AC =b u AB = ¢ jeonaxa damoj oyacu dso.

Ciuka 2.106.

Pememe: Ananuza. Hera je AABC TpaskeHu Tpoyrao, Tj. HEKa My je
BUCUHA U3 TeMeHa A jenHaka naToj Ay:KU h,, PA3iUKa MOJYIPEUYHUKA
CIOJba, YIUCAHOT U YIUCAHOT KPYTa P, — p je[AHAKA TATO] AYKUA di U
pasaura crpanuna AC = bu AB = ¢ jemnaka naroj nysxku do. O3HAUMMO
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ca F mpeceuny Tauke cuMeTpaJjie YHyTpallmer yria kom teMena A ca
crpanuniom BC. Hera cy S u S, menrap ynucaHor Kpyra k 1 CIoJsna
ynucaHor kpyra k, koju momupyje crpanuny BC. O3zmauummo ca R u
R, momupue tauke kpyrosa k u k, ca mpaBom AB, a ca P, P, u Q,
, momupHE Tauyke MOMEHYTUX KpyroBa penom ca npasama BC u AC
(Cnuka 2.106). Hera je N mpecedna Tauka CUMeTpaje yHYTPAIIHer
yraa kom temena A ca cumerpasom crpamune BC. Y Tom cayuajy
tauka N npunana onucanoM kpyry [ oko Tpoyraa AABC. Tana je, kao
mro 3uamo, H(A, E;S,S,), tauka N mpencraBiba cpemuimre ny:x SS, u
AN = (po — p)/2 = d1/2. Osmaunmo ca S’, S, u F nonnoxja HopMasa
penom u3 tavaka S, S, u N ma npaBy AD. Tana je H(A, D;S’,S)), F je
cpequmure nyxu S'S,, DF = A\N =d1/2u A—S'—D—F—S/. Takobe
Basku PP, = b — ¢ = dy ("Beuurn” 3amarax). Cazma mMamo JOBOJLHO
ejieMeHaTa 3a KOHCTpyKImjy Tpoyraa AABC.

Homohna xowcmpykuuja. Ha mpasoj mi youumo tauke A, Di u Fi
takBe na je AyDy = hy, D1Fy = di/2 u Ay — D1 — Fy. Koncrpyummmo
taury D} TakBy na je D|Fy = D1F) u D1 —F,— D/, a 3atum kpyr ki HAR
npeunukoMm A1 D) (Cnuka 2.107). Osnaunmo ca T} jenHy ox HpeCceuHnx
Tavyaka HOpMaJe Ha mpaBy mi y Taukum Fy ca kpyrom ki. Ca S1 u S
o3HauymMoO mpeceune tauke kpyra [ (F1, F1T1) ca npaBoM m; TakBe na
je Ay — 51— D1 — Fy — Sy. Hyx F111 je BucuHa IpaBoOyIrJOr TPOYIJIa

Caura 2.107.

AA; D) Ty xoja omrosapa xunoternysu A D} na je FiTE = Fi Ay - Fy DY,
Tj. F1T12 = F1Ay - F1D,. C o63upom ma To ma je FiT) = 151 = F1.S,
UMaMO FlS% = F1A, - FiD,. Ilakne, npema 3amaTky 55. 3aKLydyjeMo
na je H(A1, Dy;S1,S2) u Fy je cpemumre nysku S1S2. Tana 3a nomyupe-
YHUKE YIUCAHOT U CIOJLa YIUCAHOT Kpyra Koju moaupyje crpauuiyy BC
nobujamo p = S'D = S51Dy u p, = DS!, = D1Ss.

Fowempyrxuyuja. Ha npousBosbHOj mpaBoj a koHCTpyumuMo tavke P u P,
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takBe na je PP, = ds. Ha mopmanau n y Tauku P KOHCTPYUIIUMO TAUKY
S TtakBy na je SP = p, a Ha HOpMaJu N, y Tauku P, Taury S, TakBy na
je SaPy=pau S, S,+PP,. llon mpernoctaBroM na je p < pq, CHOJbAIIHE
3ajenuuyke TaHrenTe t1 u to kpyrosa k(S,p) u kq(Sa, po) cehium hie ce y
tauku A koja mpumana mpasoj SS, u Baxku A — S — S,. Osmaunmo ca
B u C rTauke y rojuma Taurente t; u to cery mnpaBy a = PP,. Ilo
koucTpykmmju tauke A, B u C cy merkonuneapue m onpebyjy Temena
tpoyrna AABC.

Joxas. Horaxumo na je AABC TpaskeHU TpOyTrao.

(i) o koHcTpykuMju cy Tauke S u S, PEIOM IEHTPU yHOUCAHOT U
cnosba ynucanor kpyra tpoyriaa AABC. Osmauumo ca E mpeceuny
rauky npasux SS, u BC a ca S’ u S/ nomHoxkja HOpMaJa penoM u3
tauaka S u S, Ha npaBy onpebeny Bucunom AD. Tana je H(A, E;S,S,)
a omasne H(A,D;S’,S!). o koucrpykmuju je A1Dy = hy, p=S'D =
S1D1, po = DS!, = D1Sy u H(A1, D1;51,S2), onakne caequ 360r jenun-
CTBEHOCTU UETBPTE XapMOHMjCKe Tauke na je AD = A1Dy = h,, na je
NPBU YCJOB 3a0aTKa 3aI0BOJHEH.

(ii) o romcrpykmuju p = S'D = S1D; u p, = DS, = DSy cy
MOJYIIPEYHUIIM PEIOM YIUCAHOT U CIOJba YIUCAHOT KPYyra TPOYTIa
AABC, BasKN A1 —Sl —D1 —F1 —SQ, H(Al,Dl,Sl,SQ) n F1 je cpenuimTe
oy S1.59 ma je

1 1
D\Fy = 51F — 51D = i(pa +p)—p= §(pa —p).

C apyre crpane, no koHcTpykmuju je D1 F) = di/2 na je p, — p = dy.

(iii) ITo koucrpyrunju je PP, = da a Kao y aHaimM3u ce DOKa3yje na
je PP, =b—cma jeb—c=ds. Iakne, tpoyrao AABC je Tpaskenu
TPOyTao.

Jucxycuja. Tlom ycmoBom ma je A — S — S, 3amaTak uMa jeAMHCTBEHO
pememe.

3amarak 193. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonaxa damoj 0yxcu hy, PA3AUKG NOAYNPEYHUKG CNOMDA YNUCAHOZ
U YNUCAHOZ KPY2a Pg — P jednara damoj oyxcu d u noayodbum jeonar 0amoj
oyxcu p.

YuyrcrBo. V3”7 Benuror” 3anarka nmamo na je AiN = (p,—p)/2 =d/2
u AR, = p. Y moMohHOj KOHCTPYKIMjU KAO y TPETXOMHUM CIIydaje-
BUMa HAJIA3UMO IOJYIPEYHUKE YIUCAHUX KPYroBa p U p, jep je mo3-
HATa BUCUHA h, W Pa3iIMKa HOJyOpedHuka p, — p = d. Cama cy 3a
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npasoyrau Tpoyrao AAS, R, nosuare karere AR, = p u SR, = p, Ta
ra Jlako MO¥KeMO KOHcTpyucatu. Ha xunorenysu AS, KOHCTPYWUIIUMO
Tauky S Ha pacrojamy p ox upase AR,. Koncrpyumumo kpyrose k(S, p)
u kq(S, pa). Tanma rauka A npunajga v APyroj 3ajeIHUYKO] CIOJbALINO]
taurenTu t kpyrosa k u k,. Temena B m C mHana3zumo y Opecery yH-
yTpAaIIhe 3ajeJHIYKE TAHI€HTEe TOMEHYTUX KPYTOBa, YKOJIUKO MOCTOjH,
pemom ca mpaBama AR, u t. g

Kopumhemem momohue koucrpyrnuje us 3anarka 189. u pesyarara
u3 ”Beauror” 3amarka pemBajy ce jgako u 3amamu 194.-197.

3amarak 194. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
Mmena A jeonaxa 0amoj oyocu hg, PA3AUKE NOAYNP EYHUKE CNONHA YNUCAHO?Z
U YRUCAH02Z KPY2a pPq — p jednara damoj 0yxcu d u odcevar cumempane AE
YHYMPaWmee Yyeaa k00 memena A jednar damoj oyncu lq.

3amarak 195. Koncmpyucamu mpoyzao AABC ako cy my sucune uz me-
Mmena A u B jeonaxe pedom damum dyacuma hg u hy a pazsuxa nosynpe-
YHUKA CNOMDA YNUCAHOZ U YNUCAHOZ KPY2A Pg — P jeOHaka damo] dyxcu d.

3anmarax 196. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonaxa damoj oyacu hy, PaA3AUKA NOAYNY EUHUKA CNOADA YNUCAHO?Z
U YNUCAHO2 KPY2a pPg — p jeoHaka damoj oyxcu d u yzao K00 memena A
jeonax damom yaay o.

Samarak 197. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo my je sucurna u3 me-
Mmena A jednaxa 0amoj 0yxcu hy, PA3AUKG NOAYNPEYHUKG CNOMDA YNUCALHOZ
U YNUCanoz Kpyza pg — p jeonara damoj oyxcu d u yeao xod memena B
jeonax damom yeay [.

3anmarak 198. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonarxa damoj 0yxcu hg, paziuka nNoOAYnNpeuHUKas Cnosa Ynuca-
HOZ U YNUCAHOZ KPYed P — p jeoHara 0amoj 0yxcu d U Paziuka yai08a

AB — LC =6.

3amarak 199. Kowncmpyucamu mpoyzao AABC akxo my je sucuna us me-
Mmena A jeonaxa 0amoj 0yxcu hy, PA3AUKG NOAYNP EUYHUKG CNOMDA YNUCAHOZ
U YNUCaroz Kpyea pg — p jeonaxa 0amoj 0yxcu di u pasauka nOAYNP eYHUKAG
CNODHA YNUCAHUT KPY208G Py — Pe jeOHara damoj oyxcu da.

YuyrcrBo. V3 uumenurie na je mo3Harta BUCUHA h, U PA3JIUKA TOJIYIpE-
YHUKA pg — p = di KopumhemeMm moMohHe KOHCTPYEKIUje u3 3aTaTKa
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189. Hama3UMO MOTYIPEYHUKE P U p,. 1arkobhe, u3 uumenure na je mos-
HaTa BUCWHA h, W Pa3JUKa MOJIYIPEUYHUKA P, — P = do KOpUIIhemeM
nomohHe KOHCTPYKIHje u3 3anaTka 169. HAmIa3MMO TONYIPEUYHUKE pp U
pe. Cana, uz ” Beauror” 3amarka uMaMo pg+ pp+pe—p = 4r, ma MOKeMOo
OJIpeIUTU TOJNYIpeyHuK onucanor kpyra tpoyriaa AABC. Takobe, us
"Benukor” sanarka mmamo AN = (p, — p)/2, ma MOKEMO KOHCTDY-

ucatu temena B u C. llenrap S ynucamor kpyra k npunazna ayry BC
kpyra k'(N,NB = NC), 3a xoju Basku BC, N = BC. Tarobe S je na
pacrojamy p ox npase BC. Teme A masasu ce y npeceky npase SN u
ONMCAHOT KpyTa. U

Samarak 200. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo je dam yzao LA = a,
00cenar CumMempane Cnowbaumes yaia £00 memena A jednax damoj oyxcu
la u pazaura cmparuya AC = b u AB = ¢ jednaxa damoj dyacu d.

Pememe: Awnanusa. Heka je AABC Tpaskenu Tpoyrao, Tj. HEKa My
je yrao £A = «, omcedar cuMeTpaJie CIOJbAIlmer yria Komx TemMena A
jemmak maroj mysxu l, u pasnuka crpamuna AC = b u AB = ¢ jennaka
naroj mysxku d. O3HauuMmo ca F npeceuny Tauke cuMeTpaJie CIOJbAallmher
yrua konm temena A ca mpasom BC. Heka cy S, u S. meHTpU crmosma
ynucanux Kpyrosa ky u k. Koju pemom nomupyjy crpaumurne AC u AB.
Osumauumo ca Ry m R, nmonupue Tauke Kpyrosa ky u k. ca mpaBom AB,
a ca Py, P. u Qp, Q. nooupHe Tauke MOMEHYTUX KPYroBa PeIoOM Ca
npaBama BC u AC (Cnuka 2.108). Hera je M mpeceuna raura cume-
TpaJie CIoJLAIIKET yria Koa TteMera A ca cumerpasom crpanune BC. Y
TOM ciydajy Tauka M mpunanga onmcaHoM Kpyry | oko Tpoyraa AABC.
Tana je H(A, F; Sy, S.), tauka M mpencrasiba cpeguiure Oy:KUA SpS. U
AM' = (b—c¢)/2. To 3maumn ma kao y 3amarky 189., MOKEMO OApemUTH
Tauke S u S. kama cy mosnare tauke A, F'u M. Cana nMamMo DOBOJLHO
eseMeHaTa 3a KOHCTPYKIujy Tpoyraa AABC.

Konempyrkyuja. Ca moutkoMm y Taukn A KOHCTPYUIIUMO TOJIYIpPABE p U
q Takse na je £(p,q) = a. O3raunMo ca ¢ MOJLynpaBy KOMILIEMEHTAPHY
NOJIyIpaBoj ¢ & ca §' MoJympaBy ca MOYETKOM y Tauku A Koja mosoBm
yrao £(p,q’). Ha nomynpasoj s’ komcrpyummmMo tauky F TakBy na je
AF = l,, a Ha HOIympaBoj p/, KOMIJIEMEHTAPHY IIOJYIPABO] P, TAUKY
M’ raksy ma je AM’ = d/2. Osnaunmo ca M mnpeceuny Tauyky HOpMAaJe
n Kpo3 tauky M’ ma nonynpasy p’ u npase s’ U IPETIOCTABUMO [ BakU
pacnopen F — A — M. Kao y zamarky 189., koHcTpyumuMo Tauke Sp

u S, ma nonynpasoj s’ taxse na je H(A, F; Sy, S.) u M cpemumre mysku
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Cuura 2.108.

SpSe. Osmaummo ca R, u R, momHo:Kja HOpMaJia peaoM 13 Tadaka S
un S, Ha npaBy oxpebeny mosmynpasom p. Tana xpyrosu k(Sp, SpRp) u
kc(S¢, ScR.) momupyjy u npaBy onpebeny moaynpasom q. Ca @Qp u Q.
03HAYMMO NOJUPHE Tauke KPyrosa ky u k. ca mpaBom ¢q. IIpaBe p u ¢
Cy TIO KOHCTPYKIMjU YHYTPAIIHh€ 3aje IHUYKE TAHTeHTe KPyroBa ky u k.
OszHaummo ca ca t jeaHy o1 CIOJLAINILUX 38)e THUUKAX TAHIE€HTY TOMEHY-
TUX KPYTOBa, U TO OHY KOja MMa 3ajeQHUYKE TauKe Ca MOJylIpaBaMa p
u q. Heka cy P, u P. nonupHe Tayke TaHTeHTE ¢ PEIOM Ca KPyroBUMa
ky u k.. Osmaunmo ca B m C mpeceuyne Tauyke TaHTeHTe { PENOM cCa
nmosympasaMma p u ¢. Tama cy mo xouctpyknuju tauke A, B u C Tpu
HeKoJMHeapHe Tauke u onpebyjy temena tpoyraa AABC.

Zoxas. Hokazkumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.

(i) ITo roucrpyrmju je L(p,q) = o, Taura A je HOUETAK MOJNYIPABUAX
pugq, Bep, Ce€qnaje {BAC = .

(ii) Kao y amanusu 3amarka nokasyjemo na je AM' = (b—¢)/2 a no
koHCTpYKIMju je AM' = d/2, na je b—c¢ = d. Tj. m Apyrum ycioB je
3aJ0BOJLEH.

(iii) Osmauumo ca F’ mpeceuny tauxy npase BC ca cumerpasom s
cnosmammer yraa £A. Ilo komcrpykmuju kpyrosu k(Sy, SpRp) u
kc(Se,ScR.) cy cnoma ymucanu kpyrosu tpoyria AABC ma je
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H(A, F'; Sy, S.). C mpyre crpane, no koacTpykmuju Bazku H(A, F; Sy, S¢)
na ce Tauke F' u F’ noknamajy 360r jeIMHCTBEHOCTU YETBPTE XapMOHU-
jcxe Tauxe. To 3maum ma je AF = [, omcedak cuMeTpaJie CIIObAIIHET
yrua ron temena A, ma je AABC TpaskeHu TpoOyrao.

ucxycuja. Ilon ycimoBoMm nma je @ < 2R m ma BasKu pacrmopen Tadyaka
F — A— M, 3amarak uMa jeQUHCTBEHO pelleme N0 Ha MOAYyJapHOCT. [

3amarak 201. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
mena A jeonaxa 0amoj 0yncu hg, 30Up NOAYNPEYHUKA CNOHEA YNUCAHUL KDY-
208a pp + po = di u 36up cmpanuya AC = b u AB = c¢ jednax damoj
oyncu dso.

Yuyrcreo. Heka je AABC tpaskenu tpoyrao. Osmaunmo ca F' mpece-
YHYy TAuKy CUMeTpaJie CIoJhballimer yria kon temena A ca mpasom BC,
ca D monmuoxkje Bucuue u3 temena A, ca A; cpemumre ny:xku BC, ca
Sy m S, LMEeHTpe Ccrmo/kba ymucaHux Kpyrosa ky um k. Koju momupyjy pe-
nom crpanune AC u AB a ca pp U p. peioM HBUXOBE TOJIYIPEUYHUKE.
Heka cy Py, Qp u R, nomupue Tauke kpyra k; peaoMm ca npasama BC,
CAu AB, a P., Q. u R. nomnupue tauke Kpyra k. pemoMm ca mpaBama
BC, CA n AB. Osmaummo ca M mpeceuny Tauky ONMCAHOT KPYTa

| u cumerpane crparune BC rtako na je A, M — BC a ca M" mox-
HOkKje HOpMaJtse u3 Tauke M ma mpaBy AD. Taurka M” je cpemumre
nyxn SpS) jep je M cpemmmre nyxm SpS.. Ilap tauaka A, F je xap-
MOHUjCKM CIIPErHyT Ca MapoM Tadaka Sp,S. a UCTO BAKU U 32 HU-
XoBe HOpMaJjHe mpojeknuje Ha mpaBy AD, tj. H(A,D;S;,S.). Kaoy
"BemukoMm” 3amarky 3akmyuyjemo na je AiM = (pp + pe)/2 = di/2 n
PP, = (b+¢)/2 = d2/2. Karo je AD = h,, DM" = A\M = d,/2,
M" cpemmmre mysu S;S., H(A,D;S;,S.) n Baxku pacmopeln Tauaka
D — A— M" y nomohHO] KOHCTPYKIUjU, Kao y 3amaTKy 189., MomEeMO
OJIpEIUTY TOJIYyNPEYHNKE CIOJba YIUCAHUX KPYyroBa pp = S;D = SpP, u
pe=S'D = S.P,. 0

3amarak 202. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jednara damoj oyacu hg, 30Up NOAYNP EYHUKE CNODA YNUCAHUL KPY-
2080 pp + pe = di u pasauka cmpanuya AC =b u AB = ¢ jednarxa damoj
oyxcu ds.

Yuyrcreo. O3mauumo ca M mpeceuHy Tauky ONUCAHOT Kpyra | u cuMe-

tpase crpannne BC Tako nma je A,M — BC. Hexka je A; cpenumre
crparune BC u M’ nomnosxje sHopmade us tauke M Ha npaBy AB. U3
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"Benukor” 3amarka mmamo na je AiM = (pp + pc)/2 = di/2 u rako
je mo3HaTO hg, KAO0 y TPETXOMHOM CIIYYajy HAJA3UMO MOJIYIPEUHUKE
CIOJba YOUCAHUX KPyroBa pp U p.. Cana, us ”Besukor” 3amatra je
MM = (pp—pc)/2m AM' = (b—c)/2 = d2/2, na MOKEMO KOHCTPYUCATH
npaBoyrau Tpoyrao AAMM'. Y HacTaBKy KOPUCTUMO UWHCHUILY I
cy tauxke A, M, Sy u S, KonuHEApHE. O

Kopumhemem momohae kKoHCTPYEIMje Kao y 3anaTky 189. u pesyi-
tara u3 ’ Benuror” 3amaTtka pemasajy ce 3amanu 203.-209.

3amarak 203. Koncmpyucamu mpoyzao AABC akxo my je sucuna us me-
mena A jeonara damoj oyxcu hg, 30Up NOAYND EUHUKG CNODAG YNUCAHUT KPY-
2080 pp + pe = d u noayobum jednax damoj 0yxcu p.

3anmarax 204. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna uz me-
Mmena A jeonarxa damoj oyacu hy, 30up NoAYNp eUHUKA CNODG YNUCAHUL KPY-
2080 pp + pe = d u odceuar cumempane yzaa K00 memena A jednwar damoj
oyncu 1.

Samarak 205. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
Mmena A jeonara damoj dyxcu hg, 36Up nNOAYND EUHUKA CNODHE YNUCAHUT KPY-
2080 pp + pe = d u sucuna uz memena B jeonaxa damoj dyxcu hy.

3amarak 206. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je yzao %00 me-
Mmena A jednar damom yaay o, sucuna uz memena A jednaxa damoj 0yxcu
ha U 30UD NOAYNDEUHUKG CTLODHG YNUCTHUT KPY208G Py + pe = d.

Sanmarak 207. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo my je yeao xod me-
Mmena B jeonax damom yeay B, sucuna uz memena A jednaxa damoj 0yxcu
ha U 30UD NOAYNDPEUHUKG CTODHG YNUCTHUT KPY208aG Py + pe = d.

3anmarax 208. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je pasauka yry-
mpawnuz yerosa L B—AC = 6§, sucuna uz memena A jeonaxa 0amoj 0ymcu
he © 30up noAYnpeUHUKG CNOHA YNUCAHUT KPY208Q Py + P = d.

3anarax 209. Koncmpyucamu mpoyeao AABC' ako my je sucuna u3 me-
Mmena A jeonara damoj dyxcu hg U 30Upo8U MOAYNPEUHUKE YNUCAHUT KPY-
2080 Py + pc = d1 U pg + p = da.

3amarak 210. Axo je npoussod cmparuya AB uw AC mpoyeaa AABC jeo-
nax d?, mada je AE - AN = d? npu wemy cy E u N npeceune mauke
cumempane yHympawmwez yzaa k00 memena A pedom ca cmpanuyom BC
u onuckum kpyzom I mpoyena AABC.
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Cuaura 2.109.

Pememe. Oszmaunmo ca AL u M N npeunuke a ca O IEeHTAP OMUCAHOT
kpyra oko tpoyria AABC (Cmura 2.109). Tanma je AE cumerpaia
yraa £ADAQO, na je ADAE = AOAFE = {ANM a omasme {BAD =
£LCAL. Cana, usz caununoctu tpoyrinoBa AABD u AALC cnemu AB :
AL =AD : AC, tj. AB-AC = AL - AD. Ha ucTu HAYUH U3 CIUUYHOCTU
tpoyrnoBa AADE u ANAM cnemun AD : AE = AN : MN, 1j. AFE -
AN = MN -AD. U3 nocaenme aBe jeqHakocTu, y3uMajyhu y o63up na
je MN = AL cnequ AE - AN = AB - AC = d®. U

Hanomena. 3anarak 210. ce moske mpepopmynaucaTy Ha ciaenehu nauwn:
Axo je npouszsod cmpanuya AB u AC mpoyeaa AABC jeonax d?, mada
cy mawke E u N uneepsne y oonocy na kpyz uneepsuje k(A,d), npu wemy
cy E u N npeceune mavke cumempane yHympawmez yzia xo0 memena A
pedom ca cmparuyom BC u onuckum xpyzom I mpoyena AABC.

3anmarak 211. Koncmpyucamu mpoyzao AABC ako my je odcevwar cume-
mpane yzaa K00 memena A jeonax damoj oyxcu l,, ecmpanuua BC jednaxa
damoj dyxcu a u npouszsod cmparnuua AB u AC jeonax d?.

Pememe: Anaauza. Ilpermocrasumo ma tpoyrao AABC 3amoBomaBa
CBe yCJIOBE 3a4aTKa, Tj. Oa My je OaT OJCEeYaK CUMeTpaJje yrila KO
temena AE = l,, crpasuna BC = a n npoussox crpauuna AB-AC = d2.
Oszuauumo ca S u S, pefoM IEeHTpe YIUCAHOT U CIOJba, YIUCAHOT KPyra
koju momupyje crpamuny BC, ca E u N mpeceuHe Tauke cuMeTpaJie
yria kKonx TemeHa A pemom ca crpanunom BC w ommcaHuM Kpyrom [
tpoyraa AABC (Caura 2.110). Tana je AE - AN = d*. Taxobe Bazn
H(A, E;S,S,), tauka N je cpenumre nysku SS, a remena B u C npumna-
najy kpyry ' ca cpemumrem y Tauku N u nmoaynpedrukom NS = NS,.
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Iokasxknmo naBenene ocobuue. Ozmaummo ca AL u M N npeunuke
a ca O nenrap ommcanor kpyra oko tpoyriaa AABC (Cauka 2.109).
Tana je AE cumerpana yraa £ DAO, na je {DAFE = {OAF = {ANM
a omaBne L BAD = ACAL. Capna, u3 caununoctu Tpoyriosa AABD u
AALC cnemu AB : AL = AD : AC, tj. AB-AC = AL - AD. Ha uctnu
HauwH u3 camaaoctu TpoyraoBa AADE u ANAM cnemu AD : AE =
AN : MN, tj. AE-AN = MN - AD. W3 nocnenme OBe jeaIHAKOCTH,
yaumajyhu y o63up ma je MN = AL cnemu AE - AN = AB - AC = d?,
ma je TMMe TpBa 0COOMHA MOKA3aHA.

Ipyra maBemeHa ocoOMHA MOKa3yje ce HEmocpemHo jep cy S u S,
Tauyke y KOjUMa pemoM CUMETPaia YHYTPAIImer U CIOJbAIIHEr yria
4B tpoyraa AABE ceue npaBy onpebeny crpanunom AFE.

Ila je Ttauka N cpenumre mny:xu SS, ciemu u3z ” Beauror ” 3amarka.

Yraosu £SBS, u £5CS. cy npBu na rauke B u C' mpunanajy Kpyry
HaJI TPEYHUKOM S S, UMMe CMO MOKA3aJIi I8 BAYKU W YETBPTA OCOOUHA.

Canma nmamo TOBOJLHO eneMeHaTa 3a KOHCTPpYykuujy Tpoyria AABC.

Cuura 2.110.

FKonempyrxuuja. Ha nponsBo/bHO] OMyIpPaBoj § ca MOYETKOM y Tauku A
onpemumo taury E takBy nma je AFE =[,. 3aTum, Ha TOJYyIPaBOj S KOH-
cTpynmuMo Tauyky N MHBep3Hy Tauku F y omHOCY Ha KPyr MHBEpP3Uje
k1(A,d) n npernocraBumo ma Basku pacnopen radaka A — E— N. Cana
HA [OJIYyIIPaBOj § KOHCTpyuUmuMo Tauke S u S, Takse na je H(A, F; S, S,)
u na je N cpemumre nyxu SS, (Bumu 3anarax 189.). Koncrpyumumo
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KpyT ko manm mpeunukoMm SS,. IlpermocraBumo ma je a < SS,;. ¥ Tom
ciydajy MOKeMO KOHcTpyucaTu Heky TetuBy B'C’ kpyra ks jemmary
nartoj my:ku a. RomcTpywmwumo kpyr ks ca meHTpoMm y Taukum N Takas
na my je B'C’ TamrenTa. Y TOM cilydajy cBe TaHTeHTe Kpyra k3 omce-
ajy TeTuBe Ha KPyry ko jemHake HaTo] OY:KU @, Ma e TO BaKUTUA U
3a TaHreHTy t Kpo3 Tauky E (mom yciaoBoM ma mOCTOjU, Tj. ma TAdKa
E uuje ynyrap xpyra k3). Osmaunmo ca B u C npeceune tauke mpase
t u kpyra ko.Tauke A, B u C cy 10 KOHCTPYKIUjU HEKOJIUHEADHE, jep
A mpunana cumerpasu s a B u C npunanajy npasoj t Koja ca s uMa
jemuy 3ajemamury tauky F. Ilpema Tome, taure A, B u C npencras-
majy temena uHeror tpoyria AABC.

Joxas. INokaxkumo na je AABC TpaskeHu TpOyrao.

(i) Mo komcrpyrmuju, Tetuse BC u B'C’ kpyra kg momupyjy meros
KoHIeHTpuuHK KpyT na je BC = B'C’. Tlo womcrpykmuju je B'C’' = a
ma je BC' = a, Tj. mpBU® yCJOB je 3aM0BOJLEH.

(ii) ITo roucTpykumju cy S u S, tauke nonynpase AFE takse na je
H(A, E;S,S,) a tauke B u C npunanajy Kpyry Hal IPEYHUKOM S5,
ma je AE : BE = AS: SE u AC : CE = AS : SE na Tauka S mpumnana
cuMeTpaJiaMa yHyTpallmhux yriaosa kon temena B u C tpoyraa AABC.
Iakme, Tauka S je nenrap ynucanor kpyra tpoyraa AABC na je AS
cuMeTpaJia yHyTpalmmer yriaa kon temerna A. C o63upom Ha TO nma je
no kouctpykuuju AE = [, u F npeceuna Tauka npasux AS u BC, To je
U OPYTU YCJIOB 3aMaTKa 3a,T0BOJHEH.

(iii) Kao y amanu3u 3amatka nokasyje ce na je AB-AC = AE-AN. C
Opyre cTpaHe, MO KOHCTPYKIUju cy Tauke I u N maBepsne mehycobHO
y ommocy Ha kpyr ki(A,d), na je AE - AN = d?. Ilakne, 3akpbydyjeMo
na je AB - AC = d?, na je AABC TpasxeHu Tpoyrao.

Luckycuja. Ilom mpernocTaBkoM na Basku pacrnopen tadaka A — E — N,
Tj. lo, < d, u na je a < SS, 3amarak uMa IBa, jeIHO WU HEMA PEIIeHa
y 3aBUCHOCTHU O TOTa [Ia JIU je Tauka F BaH, HA Wiu yHyTap Kpyra ks.
Y ocTraauM ciaydajeBuMa 3a0aTak HeMa PEIIeha. d

3anarak 212. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je odcevwar cume-
mpane yaaa £00 memena A jeornax damoj dyxcu l,, noayobum jednax damoj
dyacu p u npoussod cmparuya AB u AC jeonax d?.

Yuyrcreo: Ilpernocrasumo na tpoyrao AABC 3an0Bo/baBa CBe yCIOBE
3amaTka. O3naummo ca S u S, pegoM MEeHTPe yIUCAHOT U CIOJba yIIU-
caHOr Kpyra koju momupyje crpanury BC, ca F u N mpeceune Tauke
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Cnura 2.111.

cuMerpatie yria kol temera A pemom ca crpanunom BC u onucanum
kpyroum [ tpoyriaa AABC (Cnuxa 2.111).

Tana je AE - AN = d?, H(A,E;S,S,), rauka N je cpemamTe Iy#Hu
SS, m AR, = p, rme cMo ca R, 03HAUWIU TOMIHOMKje HOpPMAJe U3 Tauke
S, "a npaBy AB.

Koucrpyrnuja 6w ummiaa Tako mTo Ha moaynpaBoj As ompemumo
tauky F TakBy ma je AE = l,, a morom u Tauky N TakBy ma je
AE-AN =d?> u A—-E—N. Cana ompenumo Tauke S u S, Ha IIOJyIpaBoj
As, Tako na je H(A, E; S, S,) u N cpemumre nysxu SS,. Koncrpyummmo
kpyr ' man npeunukom AS, n Ha memy Tauky R, TakBy ma je AR, = p.
OsunaunmMmo ca R momHOkje HOpMaJsie u3 Tauvke S Ha moaymnpaBy AR,
u KoHCTpyummMo Kpyrose k(S,SR) u kq(Sg, SeRy). Komcrpyunmwmmo u
OPYTY CHOJbAIILY 3ajeIHUYKY TAHTEHTY MOMEHYTHX KPyroBa a ca (Q m
@, O3HAUMMO BeHe mqonupHe Taure ca kpyrosuma k u k,. Ca B u C 03-
Ha4YMMO IIpEeCeYHe TaYKe YHYTDallmhe Saj €IJHNUYKE TaHTI'€HTE t IIOMEHY TUX

Kpyrosa (IO yCIOBOM Aa MOCTOjU) PEIOM Ca CHOJbAIIBUM 3a])€ THIUKIM
Taurearama AR, n AQ,. O

3amarak 213. Kowncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je odcewax cume-

mpane yeaa K00 memena A jednax 0damoj dyxcu ly, nosynpevHur onucaroz
Kpyea jednar damoj Oyocu v u npouzsod cmparuua AB v AC jednax d?.

YuyrcrBo: IlpernocraBumo na rpoyrao AABC 3am0BoibaBa cBe yCIOBe
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3amaTka. O3naumMo ca S u S, pemaoM MEeHTpe yIUCAHOT W CIOJba yIIU-
caHOTr Kpyra koju momupyje crpanuny BC a ca F u N npeceune Tauke
cumerpaJie yriaa kon teMena A pemom ca crpamunom BC u onucanum
kpyrom [ tpoyraa AABC. Tana je AE-AN = d?, H(A, E; S, S,), Tauxa
N je cpemumre my:xu SS, n nenrap O omucanor Kpyra [ Hajga3u ce Ha
cumerpasu nysku AN Ha pacTojamy T OI H-eHuUX KpajeBa. lTemena B u
C npunanajy jom u kpyry k' mam npeunurom SS,. 0

3anmarak 214. Koncmpyucamu mpoyzao AABC ako my je odcevwar cume-
mpane yeaa K00 memena A jednar damoj oyacu ly, noaynpeunur ynucaroz
Kpyza jednar 0amoj Oyacu p u npouseod cmpanuya AB u AC jednax d?.

Yuyrcreo: IIpernocrasumo na tpoyrao AABC 3anoBombaBa CBe yCIOBE
3amatka. Heka cy S m S, pemoMm IEeHTpU yOUCAHOT W CIOJba YIUCAHOT
Kpyra koju momupyje crpamunyy BC, a F u N mpeceuyne Tauke cuMe-
TpaJie yria kon temera A penowm ca crpanunom BC u omucaHUM KPYTroM
| tpoyrina AABC. Tanma je AE- AN = d?, H(A,E;S,S,), tauka N je
cpemumre ny:xku SS, a Ttemena B u C Hasmaze ce y mMpeceky TAHTCHTU
n3 rauke A Ha kpyr k(S, p) ca ranrenTom u3 tauke E Ha kpyr k(S p).0

3amarak 215. Koncmpyucamu mpoyzao AABC ako my je odcevwar cume-
mpane yera ko0 memena A jeonax damoj oyxcu l,, sucurna uz memena A
jeonara damoj Oyxcu hy u npouzsod cmpanuua AB u AC jeonar d?.

YuyrcrBo: Hera cy S u S, pemoM MEeHTpU yOUCAHOT U CHOJbA YIIU-
caHor Kpyra koju momupyje crpamurnyy BC, a F u N mnpeceune tauke
cumeTrpaJie yriaa xon teMena A pemom ca crpamunom BC m onucaHuM
kpyroum [ rpoyraa AABC. Tana je AE-AN = d?, H(A, E; S, S,), Tauxa
N je cpemumre ny:xu SS, a momHo:kje [ BucuHe u3 TeMeHna A mpumana
kpyry Han npeunukoM AL u ma pacrtojamy h, je om temema A. Ilon-
HOXje HopMaJie u3 Tavake S Ha npaBy DFE o3mauumo ca P a ca k Kpyr
ca meHTpoM y Tauku S u noxynpeunurom SP. Temena B m C Hamase
ce y mpeceky TaHreHTu u3 Tauke A Ha Kpyr k ca mpasom DFE. U

3amarak 216. Koncmpyucamu mpoyzao AABC ako my je odcevwar cume-
mpane yeaa ko0 memena A jeonax damoj oyacu l,, mexncuwrna Oyxc us
memerna A jednara damoj dyxcu mg u npouszsod cmpanuya AB u AC jeo-
nax d?.
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Ciuura 2.112.

YuoyrcrBo: Ca S u S, 03HAYNMO PEIOM IEHTPEe YIUCAHOT U CIOJba, YIIU-
caHOT Kpyra koju momupyje crpanuny BC a ca F u N mpeceune Tadke
cuMeTpadtie yria kon temena A pemom ca crpanunom BC u onucanuM
kpyrom | Tpoyrna AABC. Tanma je AE - AN = d?, H(A,E;S,S,) u
tauka N je cpemumre mysxm SS,. Heka je A; cpemumre crpanune BC.
Taura A; Hanasu ce y npeceky kpyra k” man npeunukom EN ca Kpy-
rom I"(A,;m,). Heka je P nmommoskje HOpMasie u3 Tauke S Ha npaBy EA;
a k kpyr ca menrpom y tauku S m noaynpeunurom SP. Temena B u
C majase ce HaJia3e Cce y MPECEKy TAHTeHTU u3 Tauke A Ha Kpyr k ca
npasom FA;. O

Samarak 217. Kowcmpyucamu ckyn CEUT Ma4axa, KOjuMa CY Pacmojamna
00 deejy damuzx mavaxa A u B cpasmepra dsema damum Oyacuma m u n.

Pememe: Cuyuaj kana je m = n je tpuBujasan. Hera je m # n.
Tauke A u B oxnpebyjy jemuny npasy [. Ha npasoj | (Caura 2.113)
nocroje nBe tauke C' u D TakBe na je ny:k AB monesmeHa TuM TavyKaMma
y pa3Mmepu m :n, Tj. Aa je

AC :CB=AD : BD =m:n.

Koncrpyummmo ose mnse tauke. Heka cy a u b nBe mpousBoJbHE Ipase,
paznuuure ox upase [, Takse na je a || b, A € a, B € b. Ha npasoj
a ompemuMmo Tauky A; TakBy ma je AA; = m u ma mpasoj b Tauke
B, u By TakBe na je je n = BBy = BBy um BajKu pacmopen Tavaka
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B1 — B — By. Osuauummo ca C u D mpeceune Tauvke mpase [ pemoM ca
npaBama A1By u A1By. Ilocmarpajmo Ttpoyraose AAAC u ABB>C.
N3 LC = LC u AAy || BBy ciemu AC : CB = AA; : BoB = m : n.
Amnasoruo 3a Tpoyraose AADA; u ABDBy uz £D = 4D u AA, || BB,
ciemu AD : BD = AA, : BBy = m : n. Ynopebusamem mocienmux
jemrakocTtu mobujamo

AC :CB=AD:BD =m:n. (2.7)

Heka je P npou3BospbHA TauKa KOja IPUNALa TPAKEHOM I€OMETPHUjCKOM

Ciura 2.113.

MeCTy Tadaka, Tj. HEKa je
AP : BP =m:n. (2.8)

Koncrpynmumo npasy AP, a 3aTuM mpaBy p Kpo3 Tauky B Tako ma
je AP || p u o3naummMo ca () u ()1 mpecedyHe Tauyke IpaBe P PEIOM Ca
npasama PC' u PD. Youumo tpoyraose AAPC u ABQC. U3 LC = £LC
nu AP || BQ caemu AP : BQ = AC : BC = m : n. Amnamorso 3a
tpoyrioBe AAPD u ABQ1D w3z 4D = 4D u AP || BQy cinemn

AP :BQi=AD :BD =m:n. (2.9)

N3 (2.7) u (2.9) cnequ AP : BQy = AP : BQ a omasne je BQ1 = BQ.
3 (2.7) n (2.8) cnemu AP : BQ = AP : BP tj. BQQ = BP.

Hakne mobusnu cmo na je BQy = BQ = BP ma Tauke P, Q u (1

npunangajy ucrom kpyry k(B,BP). Kako cy jom tauke @, B u Q
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ROJIMHEapHE U BajKU pacmnopen tadaka () — B — @1, 1o je Q@)1 mIpevyHur
kpyra k, na je £QPQ, npas yrao. Iz C € PQ u D € PQ; cuenu na je
£QPQ1 = £LCPD, tj. u LCPD je npas yrao. 3uauu Tauka P mpunama
kpyry ki man npeunurom CD.

Ob6parHo, HEeka je P mpoumsBosbHA Tauka Kpyra ki pa3naudura O
rayaka C' m D. Oszmaummo ca ) u )1 Ttaure y kojuma upase PC u
PD cerky mpaBy p Koja mpoJia3u Kpo3 Tauky [ a mapaJejHa je mpa-
Boj AP. Tama je, kao m Majonpe, tauka B cpemumre ny:xiu QQ1.
Ocum Tora, yrao LCPD je npas, na je u yrao £QPQ npas. Cuemu
Ia Ce CpeIOuIITe Kpyra OIMCAaHOr OKO Tpoyriaa AQPQ mokaamna ca
cpemuimnTeMm xumorenysze QQ1, ma je BQ = BQ,. C npyre crpane,
AP:BQ,=AC:CB=m:n, naje AP: PB=m:n.

Iakme, CKyn cBUX Tavaka KOjuMa Cy pacTojama O IBejy OaTuX
tauaka A u B cpe3amepHa IBeMa HejeqHAKUM AY:KUMA M U N MPEACTABIbA
kpyr ki1 mam npeunukom CD. Taj gpyr ce masusa Anosonujes kpye
dyncu AB.

3amarak 218. Kowncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je cmparnuya BC
jeonaxa damoj a, sucuna uz memena A jeonaxa hy u 0o0noc cmpanuya AC
u AB jednax odnocy damux 0yxcu m u n.

Pememe: Anaausza. IlpermocraBumo ma tpoyrao AABC 3amoBosnaBa
CBe ycJIOBe 3amaTka, Tj. na My je crpanuna BC jemmaka matoj a,
BucuHa u3 temena A jemmaka h, u pasmepa crpanuna AC : AB=m:n
(Cnura 2.114). Osmaummo ca F m F mpeceuHe Tadke pPemOM CUMe-
TpaJia yHYTPUIKEr U CIOJLAIlmhEer yria KOO TeMeHa A ca cTpaHuioMm
BC. Taura A npunana AnomonujeBom kKpyry ay:xku BC = a, Tj. Kpyry
uman npeunukom FF. C opyre crpane, tauka A ce Hasasu Ha PACTOjamy
h, on npase BC.

FKonempyxyuja. Koucrpyumumo wa mpasBoj p tauke B u C' TakBe na
je BC = a. Ha mpaBoj p roucrpyummMmo tauke F um F TakBe ma je
CE:FEB=SF:EF=m:nuB-—FE—C. Cayuaj kama je m = n
je tpuBujanan. Heka je m # n u ki ¥pyr manm npeunukom EF| Tj.
Amnononujes kpyr aysxku BC. Ha pacrojamy h, om mpase p KOHCTPY-
UIIMMO TPaBY ¢ TmapaJjieqny mpaBoj p. llom mpermocTaBKOM ma TOCTOjU
mpecevHa Tavka Kpyra ki u mpase ¢ o3Hauumo je ca A. Taure A, B

u C cy 1O KOHCTPYKIMjU HEKOJWHeapHe U onpelyjy TemeHa Tpoyria
AABC.

Loxas. Horazkumo na je AABC TpaskeHu Tpoyrao.
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q

ha

Cuura 2.114.

(i) Ho korcTpykumju je BC' = a ma je IpBU yCJIOB 3a10BOJHEH.

(ii) Tauka A ce MO KOHCTPYKIMJU HAJA3U HA PACTOjamy h, O Ipase
p = BC mna je h, Bucuna tpoyraa AABC.

(iii) Tauka A IO KOHCTPYKIUjU MPUTIA,A TEOMETPUJCKOM MECTY TaUYaKa
takBux 1a je AC : AB =m : n, na je tpoyrao AABC TpaskeHu TpOyrao.

LHucxkycuja. Tlom ycmoBom ma je m # n, 3amaTak ¥Ma ABa, jeIHO WA
HeMa pellera y 3aBUCHOCTU OJf TOTa na JU KPyr ki U mpaBa ¢ UMajy
IBe jeqHy WU HUjEeNHY 3ajeTHUUYKY TadKy. U

3amarak 219. Konucmpyucamu mpoyzao AABC axo my je empanuya BC
jeonaxa 0amoj a, mencuura OYyxc us memena A jeonara mq u 00HOC CMPa-
nuya AC u AB jeonax odHocy damuzx 0yxcu m u n.

Caura 2.115.

YuyrcrBo: [Ipernocrasumo na tpoyrao AABC 3a10Bo/maBa CBE yCIOBE
3a1aTKa, Tj. Oa My je crpanuna BC jenHaka naToj a, TERKUIIHA LYK U3
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remena A jemnaka m, u pasmepa crpanuna AC : AB = m : n (Cnura
2.115). Osmaummo ca E u F mpeceuHe Tauke pemoM CUMeTpaJa yH-
YTPUIKLET U CHOJLAIIm-er yria kon Temera A ca crpamunom BC. Taura
A mpunana AnomonujeBom Kpyry aysxku BC = a, Tj. Kpyry HaI mpe-
ynukom EF. C apyre crpane, Tauka A mpunana kpyry k' ca menTpom
y cpemututy ny:x&u BC, taukm Aj, 1 TONYIPEYHUKOM M. U

3anmarak 220. Koncmpyucamu mpoyeao AABC' axo my je cmpanuya BC
jeonaxa damoj a, 00cenar cumempase YHYMPawmwez yaia x£00 memena A
jeonax 0amoj dyxcu ly u 00noc cmpanuya AC u AB jedwax odnocy damuz
oyocu m un.

Yuyrcreo: Herka tpoyrao AABC 3amoBosbaBa CBe yCIOBE 3aMaTKA, Tj.
crpanuna BC jemmaka marToj a, O4CeYaKk CUMETpAaJie YHYTPAIImEr yria
kon Temena A jemHak martoj my:xu l, u pasmepa crpanuna AC : AB =m :
n. Osmauunmo ca F u F npeceuyne Tauke penoM CUMETPaJia YHYTPIIHEr
U CIIOJbAINEEr yTiia Kox TeMena A ca crpanunom BC. Tauka A mpunana
AmnosonujeBom kpyry ay:sxku BC = a, Tj. kpyry Han npeunukom KF. C
npyre crpase, Tauyka A mpumana kpyry k” ca mentpom y Tauku F nu
MOJYTIPEYHUKOM . O

3amarak 221. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je cmparuya BC
jeonara 0amoj a, 00Cedar CuMEmMPaae CnombaUmHes Yaaa K00 memena A
jeonax 0amoj oyaxcu l, u oonoc cmpanuya AC u AB jednax odnocy damux
oyxcu m u n.

Caura 2.116.



196 2. Koucrpykimjcku 3amanu

Yuyrcreo: Heka tpoyrao AABC 3amoBosbaBa CBe yCIOBE 3aIaTKA,
Tj. crpanuna BC jemHaka natoj a, OACEYAK CUMETPAJE CIIOJbAIIHEer
yria kox TeMena A jemmak maroj myxu I, u pasmepa crpamuna AC :
AB = m : n (Cmmra 2.116). Osmaunvo ca E um F mnpeceuyHe Tauke
pemoM CUMeTpajia YHYTPIImEr U CIOJbAIImer yria KOa TeMeHa A ca
crpanunom BC. Tauka A npunana AnosnonujesoMm kpyry aysxu BC = a,
Tj. kKpyry Han npeunukom EF. C mpyre crpame, tauka A mpumana
kpyry k" ca memrpom y Tauku F U TOJIYIPEUHUKOM I, . O

3anmarak 222. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je empanuya BC
jeonaxa damoj a, yzao k00 memena A jeonar damom yesy o u 00KOC CMPa-
nuya AC u AB jeonax odHocy damuzx 0yxcu m u n.

Cuura 2.117.

Yuyrcreo: Heka tpoyrao AABC 3amo0Bo/baBa CBe yCIOBE 3a1aTKA, Tj.
crpanuna BC jennaka matoj a, yrao KOI TeMeHa A jemHak maToM yriay o
u pasmepa crpanuna AC : AB=m:n (Cnura 2.117). Osnauumo ca E
u F mpecedne Tavke peaoM CHMETPAJIa YHYTPIIEHEr U CIOJbAIINLEer yria
kon temena A ca crpamunom BC. Tauka A npumnana AmosoHujesom
kpyry ny:xku BC = a, Tj. xpyry wanm npeunnkom FF. C mpyre crpane,
Tauka A mpumama Kpyry reoMeTPHjCKOM MECTy Tadaka U3 KOJUX ce LYK
BC 7Bumu” mon yriom . O

Samarak 223. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je ecmpanuya BC
jeonaxa damoj a, pazsuka yRympawnux yes08a ko0 memena B u C jeonaka
damom yeay § u odnoc cmpanuna AC u AB jedwax odnocy damux Oyxicu
m un.
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Ciuura 2.118.

Yuyrcreo: Herka tpoyrao AABC 3amoBosbaBa CBe yCIOBE 3aMaTKA, Tj.
crparuna BC jemmaka naTtoj a, pa3iuka yHyTpalrmux yriaoBa 4B —
£C = § u pasmepa crpanuna AC : AB = m : n (Cnura 2.118). Os-
HaunMo ca F u F mpeceuHe Tauke pENOM CUMETPAJa yHYTPIIHEr U
crnosparmmer yria kon temena A ca crpanunom BC. Tauka A mpunana
Amnononujesom kpyry aysku BC = a, Tj. kpyry Han npeunukom EF. C
063upom Ha TO na je LAFD = ADAFE = (B — £C)/2 = §/2, To Tauka
A mpunana moJaynpaBoj p ca MOYETKOM y Tauku F, Koja ca MOJIyIpaBoOM
FE rpamu yrao jennax 0/2. O

Sanarak 224. Kowcmpyucamu mpoyzao AABC axo my je sucuna us me-
mena A jeonaxa damoj hg, mencuwna 0yxc uz memena A jeonarxa damoj
oyacu my u 00noc cmparnuua BC v AC jednar o0nocy damux oyxcu m un.

Ciuura 2.119.

YuyrcrBo: Hera tpoyrao AABC 3amoBosnaBa CBe yCJIOBe 3aIaTKa,
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Tj. Heka My je BucuHa u3 TemeHa A jemHaka matoj hg, TERUITHA Ty
u3 TeMeHa A jemHara maToj mysKu m, U pasmepa crpanuna AC : AB =
m : n (Coura 2.119). Osmaunmo ca D mONHOXKje BHUCHHE U3 TEMEHA
A a ca A cpemumre crpanune BC. Tpoyrao AADA; ce nako Moxke
roHcTpyucatu. Tauka C' mpunana reOMETPUjCKOM MECTY Tadaka 3a Koje

Basxku CA; : CA=(m/2) :n. O

Samarak 225. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je paszsuka yz2.i08a
£AB — £LC =6, odcevar cumempane ynympawmez yzaa £00 memena A jeo-
wak damoj oyamcu ly u (b+c¢):a=m:n.

Pememe: Anaausza. Kao u mo can, mpernocrasumo ga tpoyrao AABC
3aI0BOJbaBa CBe ycyose 3amaTtka. Obexexxumo ca D MOOHOMXKje BUCUHE
u3 Temena A, ca S ueHTap ymucaHOr Kpyra k, ca S, IEHTap CIOJha
ymucanor kpyra k, rpoyraa AABC (Cauka 2.120). Osmaunmo ca P u
P, momupue Tauke kpyrosa k u k, ca nmpasom BC a ca F obenexumo
Ipecek cuMeTpaJtie cnojbammer yriaa £A ca npasom BC.

Cuaura 2.120.

Tana je:

ADAFE = {BAE — {BAD = %AA —(R—4B)

- %A{A - %(A{A } 4B+ £C) + 4B = %(&B _4C) =52
Yraosu £ DAE u L AF D cy jennaku Kao yIJIOBU Ca HOPMAaJHUM KpPalluMa,
na je LAFD =§/2.
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Y rpoyray AABFE npasa BS je cumerpaina yrana £ ABE, na je
AS:SFE=BA: BFE.

Amnanoruo 3a tpoyrao AACE, npasa CS je cumerpana yraa {ACE,
OJIAKJIE CJIeIU

AS:SE=CA:CE.

Hagme, AS : SE = BA: BE = CA : CFE, na 360or ocobuna mIpomnopiuje
ciemu

AS:SE =(AB+CA): (EB+CE) = (AB+CA) : BC = (b+c¢):a=m:n

a omaBIe je
AS :SE=m:n.

To 3nauwm ma tauka S menu cumerpaiay AFE y pasmepu m : n. AHaIOrHO
mokasyjemo ma Bazku AS, : SuF = m : n, tj. nma u Taura S, meau
cumerpasy AE y paszmepu m : n.

Yrao £SBS, je mpaB kao yrao m3ameby cumerpase yHyTpaImer
u crno/bammer yria £ B, ma mpema Tome Tauka B mpumana kpyry k'
ynju je npedyrur SS,. Ananoruo je m yrao £SCS, npas na u tauka C
npunana kpyry k' manm npeunuxom SS,. akme, tauke B u C npunanajy
AmnononujeBom kpyry nyxku AFE.

FKonempykyujo. KoHCTpyWImuMO nBe TOJSyIpaBe p U ¢ Ca 3ajeTHUUYKAM
nouetkoM y tauku F rtako ma je A(p,q) = 6/2. Onpemumo 3atuMm Ha
MOJIYIIPaBOj ¢ Tauky [/ Ha pacTojamy OO MOJyIpaBe P jeTHAKOM NATO]
nysxu l, 1 03HAUUMO ca A HOpMaJIHy TPOjeKnnjy Tauke F Ha MOJyIpaBy
p (Camra 2.121). Harae Bamu AE = [,. Koncrpyummmo rauke S u S,
Ha noanynpasoj AE tako ma je AS : SE = AS,: SeF =m : n (3anarak
217.). Y ToM muiby Ha HOJNyIpaBoj p oapemumo taduky M Tako ma je
AM = m u Ha mpaBoj, KOja je mapaJejHa mpaBoj p U IPOJa3u KpPO3
taury F, ompamumo tauke Ni u N ca pa3HuUX CTpaHa y OTHOCY HA
tauky F tako ma je EN; = ENy =n.

Oszmaummo ca S yHyTpammy a ca S, CHoballmy Taury ayxiu AR,
Koje je meme y pasmepu m : n. Iarkme Baku pacmopem Tavaka
A—S—FE-S,, tj. m > n. Korcrpynmmmo kpyr k' man npeunurom SS,.
Tana je kpyr k' Anosnonujes kpyr koju oarosapa ayxu AE. Tauke S u
S, Cy ca pa3HUX CTpaHa HOJyIpaBe ¢ TIa Kpyr k' u mojynpasa ¢ uMajy
nBe 3ajemauure Tauke. OGenexxumo ux pemoMm ca B u C. Taure A, B
u C' cy Tpu HeKoJIMHeapHe Tauke U oapebyjy TeMeHa HEKOT TpOoyria

AABC.
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Cuura 2.121.

Joxas. HNokaxkumo na je AABC TpaskeHu TpOyrao.
(i) Kako rauke B u C npunanajy AmDOIOHUjEBOM KPyTy, TO je

BA:BE=SA:SE=m:n, CA:CE=AS:SE=m:n. (2.10)

Opmasnme, BS je cumerpana yraa L{ABFE a CS je cumerpaina yria
LACE. Tlpema Tome, BS u CS cy cumerpaJie yHyTpammux yriaosa £ B
u £C tpoyraa AABC u cery ce y Ttauku S. Tana he AS Guru cume-
Tpasia yHyTpammer yria kon temena A tpoyraa AABC. W3 (2.10)
cienu na je

AS:SE = (AB+CA): (EB + CE) = (AB + CA) : BC,

tj. (AB+CA): BC =m:n, ogaocuo (b+c¢):a=m:n, na je jenan oxn
yCJIOBaA 3aaTKa 3a,T0BOJHEH.

(ii) O3maunmo ca D nomnoxkje HOpMaJie U3 Tayke A Ha MOJNYyNpaBy (.
Tana cy yraosu A DAE n {AFD ka0 yrioBu ca HOPMAJHUM KPAIIMAa
jemmaku. Kako je AF 1 AS to je AF cumerpaJia CIOJbAIIELET yIyia KO
remena A. Kao y ananusu ce nokasyje na je {ADE = ({B—4£C)/2. Tlo
koHCTpYEIUju je LDAE = LAFD = A(p,q) = 0/2. Harne £{B—£C =9,
ma je U OAPYTU yCJIOB 3aMaTKA 3aI0BOJHEH.

(iii) ITorazamnu cmo na je AS cuMeTpasa yHYyTPALImEr yria KOI Te-
Mmena A u no koucTpykuuju je B € AS, AE =1,, AS : SE = AS, : SuF
nA—S—E—-S, Tosumaun na je H(A,E;S,S,) n AE = l,. O3naunmo
ca F’ npeceuny Tauky npasux AS u BC. Tana je H(A, E’;S,S,), na je
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E = E', 360r jemMHCTBEHOCTM YeTBPTE XapMOHUjCKe Tauke, Tj. F € BC
na je u tpehu ycunos 3amartka 3amoBoieH. Ilakae Ttpoyrao AABC je
TpaskeHU TPOYTao.

Juckycuja. Tlom yecmosom ma je § < 2R 1j. 0/2 < R 3amaTak uMma pemieme
axko Baku pacrnopen tadaka A — S — E — S, Tj. ako je m > n. O

3amarak 226. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je odcevwax cume-
mpane YRympauwmez yzaa €00 memena A jeornax 0amoj oyacu l,, mencuwna
oyac uz memena A jeonaxa mg u (b+c¢) :a=m:n.

Crnura 2.122.

Yuyrcro: Heka tpoyrao AABC 3amoBosbaBa CBe yCJIOBE 3a0aTKA, Tj.
HEKA MY j€ OJCEYak CMMETPAaJie yHyTPAIImLEer yria Ko TeMeHa A jemnax
NATOj Iy:KU g, TeskumHa Kysk U3 TeMeHa A jemaka mq u (b+c¢) :a=m:
n (Cauka 2.119), upu uemy je BC =a, AC =b, AB = ¢. O3naunmo ca
FE npeceuny Tauky cumerpaJtie yria kon temena A ca crpanunom BC a
ca A; cpemumre crpanure BC. Kao y mperxomHom 3anaTky, Tauke B,
C, SuS, npunanajy AnomouujeBom kpyry ki nysku AFE. O3maunmo ca
N nentap xpyra ki. Tauka A, npunana kpyry k' man npeunuxom EN.
C mpyre crpame tauka A npunana kpyry k” ca memtpom y Taurkm A
U MMOJIYIPEYHUKOM m,. Tauxke B u C Haja3e ce y mpeceky kpyra ki u
npase FA;. O

Kopumhemem nomohine koHCcTpyKIMje ka0 y 3anatky 219. pemasajy
ce 3amanu 227.-231.

Sanarak 227. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je odcevar cume-
mpane yhympauwmes yeaa xKo0 memena A jednax damoj 0yxcu l,, noaynpe-
YHUK onucanoz kpyea jeonar damoj oyxcu v u (b+c¢):a=m:n.
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3amarak 228. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je odceuwax cume-
mpane yHympawmez yeaa ko0 memena A jednar 0amoj oyxcu l,, sucura
u3 memena A jaowaxa damoj oyxmcu hg u (b+c¢) :a=m:n.

3anarak 229. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je mencuwuna 0yxc
u3z memena A jeonara 0amoj Qyxcu my, sucuna uz memena A jadnaxa da-
moj oyacu hg u (b+c¢) :a=m:n.

3amarak 230. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je noaynpeuwnur
onuUcanoz Kpyea jeorar 0amoj dyacu r, sucura us memerna A jadnaxa damoj
oyocu hg u (b+¢):a=m:n.

3amarak 231. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je pazauka yH-
ympawmnur yeaoea AB — LC = §, sucuna uz memena A jaonaxa damoj
oyncu hg u (b+c):a=m:n.

3amarak 232. Hexa cy dame dse npase a u b u mauxka O san wur. Kon-
cmpyucamu npasy s Koja cadpacu mawky O u ceue npase a u b pedom y
maukama A u B maxo da cy oyomcu OA uw OB cpasmepre dsema damum
dyacuma m u n.

Cuura 2.123.

Pememe: [IpernocraBumo na mpasa s mpoJias3u Kpo3 Taury O u ceue
npaBe a u b y taukama A u B tako ma je OA : OB = m : n (Caura
2.123). To 3maum ga y XOMOTETUjU ’HQ% tauku B oarosapa Tauka A.
Tana Tauka B npunaga npasoj a’ Koja y TOMEHYTO] XOMOTETUJU OArO-
Bapa mpaBoj a. To 3Hauu na je B 3ajemnuuka Tauka npasux a' u b.
OsmaunMo ca S Tpou3BOJbHY Tauky mpase a a ca S’ Tauky npase OS
takBy ga je OS : OS’ = m : n. Taza y IOMeHyTOj XOMOTeTUjU IIPaBa
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a’, mapasenHa mpaBoj a, Kpo3 Taury S’ omrosapa mpasoj a. Ilpase
a’ m b Mory ma umajy 3ajemHuukmx Tadaka wiu He. OsHaumMo ca B
IPOM3BOJLHY 3aj€IHUYKY TadvKy HOMEHYTHUX MIPABUX, MOJ YCJIOBOM I
nocroju. C o63upom Ha TO na npasa OB ceue npaBy a' y Tauku B
OHA ceve U BHOj mapasenny npaBy a. O3HaunMO ca A IpecedyHy Tadry
npasux OB u a. Tpoyrnosu AOAS u AOBS’ cy canunu na je OA :
OB =0S:05'. C npyre crpane, no koucrpykmmju je OS : OS' =m : n,
onriie caenu na je OA: OB =m : n.

Y 3aBUCHOCTH OJ] TOTa Ia Ju ce IpaBe ¢’ 1 b MOKJIanajy, CeKy Win Cy
napaJjesiHe, 3aJaTak UMa OeCKOHAYHO MHOIO pellema, jeIHO WIM HeMa
pememna. [l

3anmarak 233. Hexa cy dama dsa xpyza o u b u mauxa O san wux. Kow-
cmpyucamu npasy s xoja cadpacu mawky O u ceue kpyzose a u b pedom y
maukama A u B maxo da cy dyomcu OA u OB cpasmepre dgema damum
dyacuma m u n.

Ciuura 2.124.

Pememe: [IpernocraBumo ma mpasa S mpoJia3u Kpo3 Tauky O u ceue
kpyrose a u b y taukama A u B tako na je OA : OB = m : n (Caura
2.124). To 3HauM na y XOMOTETUjU HO,% Tauku B oaroeapa Taudka
A. Tana tauka B npumana Kpyry ' KOju y HOMEHYTO] XOMOTETH)U
onrosapa kpyry a. To 3Haunm na je B 3ajeqnuuxka Tauka Kpyrosa a’ u b.

Osnaummo ca S cpemumre a ca P Npou3BOJBHY Tauky KpyTa a a ca S’
u P’ Tauke Koje y XOMOTeTHUjU Ho,% omroesapajy taukama S u P. Tana
y Toj xomoreruju kpyry a(S,SP) omrosapa kpyr o' (S’,S'P'). Kpyrosu
a’ u b Mory ma mMmajy 3ajeIHMYKMX Tadaka wind He. [IpeTmocTaBuMo ma
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UMajy 3ajeIHMYKUX Tadaka U JeHy O mux ozHaummo ca B. Kako ce
Tauka B manasum Ha Kpyry a’ oHa y MOMEHYTOj XOMOTETHjU OAroBapa
Hekoj Tauku A Kpyra a, ma cy A u B Tpaskene tauke.

Y 3aBUCHOCTEM O TOTa Ha Ju ce KpyroBu a' um b mokaamajy, ceky,
OOMUPY]y WIM HEMajy 3ajeIHWYKUX TadvaKa, 3a0aTaK uMa OECKOHAYHO
MHOTO pellema, OBa, JeIHO UIN HEMa PEeIlemkha. [

3anarak 234. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je odcevwar cume-
mpaae Yynympawwez yzaa £00 memena A jednax damoj dyxcu lg, yzao Koo
memena A jadnax damom yeay o u 00HoC cmpanuya b:c=m :n.

Pememe: Awnanusza. IlpermocraBumo ma tpoyrao AABC 3amoBosbaBa
CBe YCJIOBE 3amaTKa, Tj. MOa MY je OICeYaK CUMEeTpaJie YHYTpPAIImber
yria kKom temena A jemmak maroj mysku l,, yrao Kom temeHa A jan-
HAK JATOM yIuy a u oxHoc crpanuna b : ¢ = m : n (Cuoura 2.125).
OsumauuMo ca E mpeceuny Tauky cuMerpajie YHYTPAIImEr yria KO
temena A ca crpamunom BC. Tanma je CE : BE = AC : AB, Tj.
CE : BE = m : n. To 3Haum ma y XOMOTETHUjU Ca IEHTPOM Y TaUKU
E u roepunujerrom m/n taukn B omrosapa tauka C. O3sHaummMo ca
A’ Tauky Koja y XOMOTeTHUjU ”HE7_% omrosapa Tauku A, ca p mOIy-
npaBy AB, ca ¢ nonynpasy AC a ca p/ moaynpaBy Koja y XOMOTETHUjU
/HE,—% omoBapa mosynpasoj p. Tama ce taura C Hajma3u y Opeceky
nonynpasux p’ u q.

A

Ciura 2.125.
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Konempyryuja. Ca moyerkoMm y Taukn A KOHCTPYUIIUMO TOJIYIPAaBe p U
g Takse na je £(p,q) = a. Koucrpyunmmmo cumerpaay s yraa £(p,q) = «
u Tauky F ma momympasoj s TakBy ma je AE = l,. Komcrpyumumo mo-
aynpaBy p' Koja y XOMOTeTUju HE,—% oarosapa moJsynpasoj p. IIper-
HOCTAaBUMO Ja ToJynpase p| U ¢ UMajy 3ajeIHUUYKy TAuKy U O3HAUYMMO
je ca C. Ca B o3HaumMO IpecevyHy Tayky mojaynpase p ca npasom CF.
Tama, tauka C' y xoMoTEeTUjU ’HE,,% omrosapa tauku B. Taurke A, B

u C' cy WO KOHCTPYKIMjU HekoamHeapHe um oxpeblyjy Temena Tpoyria
AABC.

Zoxas. Ilokaxxkumo ma je oBako koHcTpyucan tpoyrao AABC yupaso
TPaKeH TPOYTAo.

(i) Mo roucrpykumju je £(p,q) = o, B € p, C € q na je LBAC = a.

(ii) TTo koHCTPpYEKUMjU Tauka E ce HAlA3U y IPECEKy CUMeTpaJie yria
ron Temena A ca crpamunom BC, a kako je jom AF = [,, T0 je m npyru
YCJIOB 3amaTKa 3a,10BOJHEH.

(iii) Kako je F mpeceuna tauka cuMeTpaJie § YHYTPAIIHEr yriaa KO
temena A ca crpamunom BC mo kouctpykuuju, to je CE : BE = AC :
AB. C mpyre crpane je CE : BE =m :n na je AC: AB =m : n, 1j.
tpoyrao AABC' je TpakeHU TPOyTrao.

Juckycuja. Tlom ycmosoMm ma je a < 2R um momymnpase p' u q umajy
3aje JHUYKY TauKy, 3a1aTaK UMa je IMHCTBEHO DEIIEHE. O

Sanarak 235. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je yeao xod me-
Mmena A jednax damom yeay o, mencuwiHa 0yxnc u3z memena A jednaxa
damoj dyacu mg u cmpanuya AB jeonaxa damoj dyacu c.

Caura 2.126.

Yuyrcreo: IIpernocrasumo ma je tpoyrao AABC TpaskeHu Tpoyrao
(Cnuka 2.126). Osmaunmo ca A; cpenumre crpanune BC a ca F Tauky
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noaynpase AA; takBy ma je AF = AA, u Basku pacmnopen tadyaka A —
Ay — F. YerBopoyrao ABFC je mapaJiesorpam jep My ce AUjaroHaJe
mosiose. Hbemy cy mosmaTu yriaoBU, jeqHa CTPAHWUIA U MUjarOHAJA Ta
ra Jako MokeMo koHcTpyucatu. Taure A, B u C oapebyjy Temena
TPaKEHOT TPOYTJIA. Il

Kopumhemem nomohue kouCcTpyRIMje Kao y 3anatry 232. uan 233.
pemasajy ce 3amamu 236.-243.

3amarak 236. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je mexncuwirna 0yxc
u3 memena A jeonaxa damoj oyxcu mq a sucune uz memena B u C jednaxe
pedom damum Oyacuma hy u he.

Samarak 237. Koucmpyucamu mpoyzao AABC axo my je odceuwax cume-
mpaae yrympawmez yzaa xK00 memena A jeonar damoj 0yxcu l, a eucune
uz memena B u C jednaxe pedom damum oyxcuma hy v he.

Samarak 238. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je cmpanuya BC
jeonarxa damoj dyacu a, mencuuwsna 0ync uz memena B jednaxa damoj
oyocu my a sucuna uz memena A jeonaxa damoj oyoacu hg.

3amarak 239. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je cmparnuya BC
jeonarxa damoj oyacu a, mexcuwna oyxc uz memena C jednaxa damoj
dyxcu me 6 sucura uz memena B jeonarxa damoj oyaucu hy.

3anarak 240. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je cmparnuya BC
jeonara 0amoj OYyacy a, NOAYNPEYHUK ONUCAH02 KPpY2a jednar 0amoj 0Yyxcu
r u yzao £(a,mp) jednarx damom yzay w.

3anarak 241. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy my cmpanuye AC
u AB jeonaxe pedom damum Oyacuma b u ¢ a mencuwna 0Yyxnc u3 memena
A jednara damoj 0yxcu me.

3anarak 242. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo cy my cmpanuye AC
u AB jeonaxe pedom damum Oyacuma b u ¢ a odceuax cumempane yaia
K00 memena A jednar damoj oyacu lg.

3anmarak 243. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je ecmpanuya BC
jeonaxa damoj Oyocu a, meawcuwna 0yxc u3z memena B jednarxa damoj
dyacu myp U 00noC cmparuya b:c=m:n.
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Cnura 2.127.

3anmarak 244. Koncmpyucamu mpoyeao AABC axo my je odcevwax cume-
mpase yhympawmees yzaa ko0 memerna A jeonar damoj oyxcu ly, a noaynpe-
YHUYY KpYzosa onucanur oxo mpoyarosa AABE u AACE jednaxu pedom
damum 0Yxicuma r1 U ro.

YuyrcrBo: Heka je rpoyrao AABC tpaskenu rpoyrao (Cuauka 2.127).
Osnaunmo ca 01 n Oy cpemumra Kpyrosa ki u kg OnmucaHuUX PemoM OKO
tpoyrioBa AABE u AACE. Tana cy tpoyriosu AABO; u AACO,

CIUYHU, Ta je

AB : AC = AOq : AOy = 11 : 9.
C mpyre crpane je AB: AC=BF : EC, na je BE: EC =11 :ro. O

3amarak 245. Koncmpyucamu mpoyzao AABC axo my je yeao k00 me-
Mmena A jeonax damom yeay o, G MOAYNPEYHUUY KPY208a4 ONUCGHUL OKO
mpoyenosa AABE u AACE jednaxu pedom damum Oyacuma r1 u ro, 20€
je E npeceuna mauxa cumempane yzaa k00 memena A ca ecmpanuyom BC'.

YuyrcrBo: Heka je rpoyrao AABC tpasxkenu tpoyrao (Ciuuka 2.127).
Osznaunmo ca Op u O cpemumTa Kpyrosa ki U ko ONUCAHUX PEIOM OKO
tpoyrinosa AABE u AACE. Tana je £01A0s = £ BAC. O

Sanmarak 246. /lama cy dea kpyea k1 u ke u mauka S. Kowcmpyucamu
dae napaneane npage t1 u ty 00 Kojur npea dodupyje xpye k1 a Opyea ko
maxo da odcmojamwa mayuke S 0o npasur t1 u te 6yoy cpazmepra deema
damum QyacuMa m u n.
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Yuyrcro: Osmauumo ca kj Kpyr koju y xomoreruju HSm/n OATOBapa
kpyry k1. Tana je npasa ty 3ajemHunuka TaHreHTa Kpyrosa ki u ko. O

2.7 KoHCTpyKIIMje ueTBOPOYTIJIOBa

3anmarak 247. Koncmpyucamu pomb axo my je cmpanuya jednaxa 0amoj
oyacu a a 30up dujazonana di + do jednax damoj oyxcu d.

Pememe: Anasuza. IlpermocraBumo na je yerBopoyrao ABCD tpa-
sxenu pomb6. Heka je AB = a crpamuna (uBuma) pomba a dy = AC
u do = BD mujaromase pomba. ujaronase pomba ce moJoBe W Me-
jycobuo cy mopmaigue. Osmauumo ca O TpeceuHy Tauky OUjaroHasa
AC u BD. Tana je OA+ OB = di/2 + dy/2 = d/2, AB = a, {AOB
npas yrao. Osmaummo ca FE tauxky npase AC takBy ma je OB = OF u
Basku pacnopen tadaka A — O — E (Cnura 2.128). Tpoyrao AOBE je
jemuakoxpaku. Cana je

Cuura 2.128.

AE = AO+OFE = AO+OB = (d1+d2)/2=d/2, LAEB = R/2, AB = a.
Ilakme, uMaMO OBOJFHO ejieMeHaTa 3a KOHCTPYKIujy Tpoyriaa AABE.
Tauka O mama3m ce y mpecery cumerpaje ny:xku BE u crpanure AE
tpoyria AABE.

Kowempyxuyuja. Komcrpyummmo nysx AE TaxkBy nma je jemHaka marToj
ny:xu d/2. Ca moueTkoM y Tauku F KOHCTPYUIINMO IOJIYIPABY p TaKBY
na je yrao £(AFE,p) = R/2. Koucrpyumumo kpyr k ca IeHTPpOM y
TAYKA A ¥ TOMYIPEUYHUKOM a. KOHCTpyummuMo cumeTpany s my:xu BE.
[Mpeceuny Tauky kpyra k m moaymnpase p o3HAUUMO ca B.

Osnaunmo ca O npeceuny Tauky cumerpase s u nysxku AE . Ha
noxynpasoj BO rouctpyumumo tavuky D takBy na je OB = OD u Baxku
pacnopen tauaka B—0O—D. 3atum, Ha noaynpasoj AO KOHCTPYUIIUMO
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raurky C TakBy ma je OA = OC u ma Baxku pacnopen tadaka A— O —C.
Tauke A, B, C u D onpebyjy temena meror uerBopoyriaa ABCD.

Jokas. IlokauMO ma je OBAKO KOHCTPYMCAHU UYETBOPOYrao yHIpPaBO
TpaskeHu pomo.

(i) Mo koHCTPYKUMjU, QUjaroHaJe OBOI UYETBOPOYTJa C€ IOJOBE U
HopmaJtHe cy na je ABCD pomb.

(ii) Tauka B, mo koHcTpykuuju, npunazna kpyry k(A,a), na je crpa-
unna AB jenHaka maToj Oy:EU a.

(iii) ITo roucTpykmmju je jom u AE = d/2. Tpoyrao AOBE je jen-
Hakokpaku mna je OB = OFE. C o0063upoM Ha pacmopen Tadyaka
A—-0O — FE muamo AE = AO + OF = AO + OB = (dy +dy)/2. C
Ipyre crpaHe, mo KOHCTpYkmuju je AE = d/2 na je (dy + d2)/2 = d/2,
Tj. di +dy = d. Hakne, ABCD je 3aucta Tpaskenu pomo.

Huckycuja. Tlom ycimoBoMm ma Basku pacmopen tauaka A — O — E, y
3aBUCHOCTU OX Tora na ju kpyr k(A,a) m momympaBa p mmajy IBe,
jemHy M HeMajy 3ajelHUYKNX TadvaKa, 3aJaTak e mMaTu OBa, jemqHO
niu Hehe mMaTu pemema. O

3anmarak 248. Koncmpyucamu pombd axo my je yzao ko0 memena A jeonar
damom yeay o u 30up dujazonana di + do jedwax damoj dyxcu d.

Pememe: Anaausza. [permocrasumo na je ABC'D tpaskenu pom6. O3-
Hauumo ca O mpecek mujaroHaJa. Yrao usmeby mujaromana AC = d
nu BD = dy je mpas, 1j. LAOB = R (Cnura 2.129). Ha nujaronasn
AC wxomctpyumumo tauky E taksa ma je OB = OF u Baku pacmopen
rauaka A — O — FE. Tana je LAEB = R/2 jep je tpoyrao AOEB
jemHakokpaku u npasoyrau. Taxkobe, AE = AO+ OF = AO + OB =
(dy +d2)/2 = d/2 1j. AE = d/2, {FAB = «/2 n tauka O npunana
cuMmerpasu ay:xku BE. Ilpema ToMe, mMaMO NOBOJLHO €J€MEHATA 34
KOHCTPYKIU]y pomba.

Konempyxyuja. Koucrpynmumo ny:x AE jenmaxy martoj mysku d/2. Ca
MOYETKOM y Tauku A KOHCTPpYWIIMMO TMOJYIpaBy p TAKBY nOa je
£L(AE,p) = a/2 a ca modyeTKOM y Taykyd F KOHCTPYUIIUMO IOJYIPaBY
q, TrakBy na je £(EA,q) = R/2, upu yeMmy Cy HOJyIpaBe p U ¢ Ca UCTE
crpane npase AFE. Ilpeceuny Tauky mosynpaBux p U ¢ O3HAUUMO ca B.
Koucrpyummumo cumerpany s nysku BE m npecedyny Tauky cuMeTpaJiie
s u nayxku AFE osmaummo ca O M TPETIOCTABUMO Ma BaKU PaCIOPe]
tavaka A — O — FE. 3arum Ha mouaynpaBoj BO KOHCTPYUIIUMO TaUKy
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Cuura 2.129.

D rakBy ma je BO = OD u na Baskwn pacnopen tavaka B — O — D. Ha
noanynpaBoj AO rkouctpyumumo tauky C takBy na je AO = OC u Baxku
pacnopen tavaka A — O — C. Tauxke A, B, C u D onpebyjy Temena
TpaskeHor pomba.

Joxas. IokaxkuMo na je oBakO KOHCTpyucanu detBopoyrao ABCD ym-
paBo Tpa:keHu pomoO.

(i) o komcTpyrmmju je yrao £LAOB upas jep je tpoyrao ABOE
jemHarokpako npasoyrau. Kako je jom AO =0C, A—O—-C, BO=0D
u B—O—D 1o je ABCD powmb, jep my ce mujaronane AC u BD nonose
u HOpMaJHe cy Mehy cobom.

(ii) YerBopoyrao ABCD je pom6 na je LA =24BAC =2-a/2 = «,
Tj. LA =, na je u oBaj yCJIOB 3a0BOJLEH.

(iii) UIs A—O—E u OB = OF caemu AE = AO+OFE = AO+ OB =
di/2 4+ d2/2, tj. AE = di/2+ d2/2. Ilo roucrpykunju je AE = d/2 na
je d1/2+ ds/2 = d/2, 1j. di + dy = d. Ilakne uerBopoyrao ABCD je
Tpa;KeHu poMO.

Jucxycuja. Tlom ycmoBom na Basku pacmopen tavaka A — O — E u na je
yrao o« Masmu OJ1 OIPY:KEHOT yIila, 33aJaTak NMa je IMHCTBEHO peniesne. [

3amarak 249. Koncmpyucamu pombd axo my je yzao xod memena A jeonax
0amom yeay o u pasauka oujazorana di — do jednaxa damoj oyxcu d.

Yuyrcreo: Ilpernocrasumo na je ABCD tpaskenu pom6. Osmaummo
ca O npecek mujaronaja. ¥Yrao usMmeby mujaromana AC = dy u BD = dy
je mpas, 1j. £LAOB = R (Cuwmka 2.130). Ha mujaromamum AC ko=-
crpyumumo Tavky F takBa na je OB = OF u Ba:Ku pacrnopen Tavaka
A—FE—-0O. Tana je {AEB = 3R/2 jep je tpoyrao AOEB jenHakoKpaku
n npasoyrnu. Takobe, AE = AO—OFE = AO—-OB = (d1—d2)/2 = d/2 7j.
AE =d/2, {EAB = /2 u tauka O npunaga cumerpauau xysxku BE. 0O
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Cuura 2.130.

3anmarak 250. Koncmpyucamu napanesozpam axo my je jedna cmparua
jeonaxa damoj oyacu a u sucure jeonare pedom damum Oyxcuma hg u hp.

Pememe: Anaausa. IIpernocraBumo na je ABC'D TpaskeHu mapaJieio-
rpaM, Tj. Heka je crpamuna AB = a, BUCHHA& KOja OOroBapa CTPaHU-
umu AB jemmaka h, u BucumHa KOja oaroBapa crpaununu BC jennaka
hy (Camra 2.131). Osmaummo ca L momHoskje HOpMase u3 Tadke B Ha
npaBy AD. 3a tpoyrao AABL je AB =a, BL = hy u yrao { BLA = R.
Teme D mapanenorpama ABCD npunana noaynpasoj AL u mamasu ce
Ha pacrTojamy h, om npase AB.

D c/ p

Caura 2.131.

Fowempyrxuuja. Roucrpyummumo nyxx BL jemmarky maroj aywxu hy. Y
Tauku L KOHCTPpyUIIMMO moaynpaBy q Hopmaiany #Ha LB. Ilpecek kpyra
k(B,a) n nonynpase g o3naunmo ca A. Ha pacrojamy h, ox npase AB
KOHCTPYUIINMO TIPABY p MapajieHy mpaBoj AB TakBy ma cy mpaBa p u
tauka L ca ucrte crpane npase AB. Osmaummo ca D mpeceuny Tauky
OpaBUX ¢ U p. 3aTUM KOHCTPYHUIIUMO TIPABY ¢ KPO3 Taury B mapajesny
npaBoj q u o3HaunMo ca C TpecevHy Tauky mpaBux p u c¢. Tauke A, B,
C u D onpebyjy Ttemena mexor uersopoyriaa ABCD.
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Joxas. INokaxumo na je ABC'D Tpaskenu mapaegorpam.

(i) ITo rorcrpyrmuju cy npase AB u CD = p mebhycobro napamnemnse.
Ncto Baskm u 3a nmpase AD =g u BC = ¢, na je yerBopoyrao ABCD
mapaJiesiorpam.

(ii) ITo xorcTpyrmmju A € k(B,a) na je AB = a.

(iii) Osmaummo ca D’ mommosxkje HopMadse u3 tauke D Ha mpasy AB.
[To koucTpykIUju Tauka D mpumama IpaBoj p, Koja je Ha pacTojamy hg
on AB u napasenna je ca AB na je DD’ = h, Bucuna mapasenorpama
Koja omroeapa crpanunu AB.

(iv) Mo roucrpyrmuju je BL ynpasua ua AD = AL u BL = hy, na
je BucuHa Koja omrosapa crpanunu BC jennara hy.

Iakne, yerBopoyrao ABCD je TpaskeHu mapajeorpam.

Auckycuja. lom ycmoBom ma ce tpoyrao AABL Moske KOHCTPYUCATH,
Tj. [mga je hy < a, 3amaTak mMa pememe. Y OCTAJUM CJIydYajeBrMa
3aJaTaK HeMa pellena. O

3anarak 251. Koncmpyucamu napaasenozpam ABCD axo my je jeona ou-
jazonana jeonara damoj oyaxcu dy u sucune jeonare pedom 0amum OYAIcuma

ha Uu hb-

Pememe: Anaausza. Ilpernocrasumo na je ABCD TpaskeHu mapaJiesio-
rpam. Hera je AC = dy mujaromana mapajesorpama a F u F mon-
Hokja HOpMmaJsia u3 Tauke C pemom ma mpase AB um AD. Tama cy
CE = hy, CF = hy BUCHMHE TOCMATPAHOr MapaJiejiorpaMa U3 TadKe
C (Cnura 2.132). Heka jom Basku u pacnopen tauaka A — B — E
uAd—D—F. MaMO HOBOBHO eJieMeHaTa 38 KOHCTPYKIU]Y TPOYILJa
AACE. Youumo jom ma ce Ttauka [ Hajas3u y Ipeceky OpaBux p u t,
IpuW YeMy je p mpaBa Koja mposiasu kpo3 C' u nmapasenta je nmpasoj AFE,
a t tanrenra u3 tauke A ma kpyr k(C,hy, = CF). Cana moxkemo npehu
Ha KOHCTPYKIM]y mapaJjiejiorpama.

Konempykyuja. KomcTpywmumo mBe mapajiejiHe TpaBe P U ¢ HA Pac-
rojamy h,. Hera je C' npoumssomna rtaura npase p (Caura 2.133).
Osznaunmo ca F momHo:kje HOpMaJse u3 Tauke C' Ha mpaBy ¢. KomcTpy-
umumo kpyr k' (C,dy). Kpyr k' u npasa ¢ mory mmaTtu mse jenny wian
HU jenHY 3ajeTHWYKY TadKy Y 3aBUCHOCTHW OJ TOora na Ju je di > hg,
di = hg unu d; < h,. Heka mmajy 3ajemqHuurux Tavaka u jegHy O
wux o3aunMo ca A. Komcrpywmmmmo kpyr k(C,hy). Tana ce usz rauke
A Ha Kpyr k MOTy KOHCTPYUCATU ABE jeTHA WU HU jeqHA TAHTEHTA Y
3aBUCHOCTU OJ TOora ma ju je dy > hy, dy = hy umu dy < hy. Hera je t
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Ciuura 2.132.

TaurenTa u3z tauke A Ha Kpyr k. O3maumMmo ca D mpeceuny Tauky mpa-
BUX t u p. Kpo3 taury C' KOHCTPYUIIMMO IPaBy © HapajejHy mpaBoj t
1 03HAYMMO ca B mpeceuyHy TadvkKy OpaBUX q U T

Ciuura 2.133.

Joxas. Ilorasxkumo na je yersopoyrao ABCD TpaskeHu mapasiesorpa.

(i) Hacupamue crpanune yersopoyriaa ABCD npunanajy napaJsies-
HUM mpaBaMa 1Mo KoHcTpykuuju. 3uaun ABCD je mapajesorpam.

(ii) ITo roucrpykunju cy sucuue CE u CF jennake penoM Ky:KuMa
hg u hy.

(iii) Tauka A mpunanma xpyry k'(C,dy) na je AC = d mujaromaua.
Iloka3 je 3aBpIIEH.

Juckycuja. Axo je di mama on h, unu hy 3amaTak HeMa pemema. AKO je
dy jemmaka jemuoj a Beha ox mpyre my:xu ckyna {hq, hy} onma 3anarak
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uMa OBa penema. Y KoJuko je di Beha om obe nmy:xu h, u hy 3amarax
UMa YETUPU PeIlema. g

3amarak 252. Koncmpyucamu napasesoepam ABCD axo my je usuua
AB jeonarxa damoj dyxcu a, yeao ko0 memena A jedwax damom yeay o
u 3oup cmpanuye BC u dujazonanse AC jednax damoj dyxcu d.

Ciuka 2.134.

Yuyrcreo: Ilpermocrasumo na je ABCD tpaskeHu mapaJjieorpam.
Hera je F rTaurka mpase BC tarBa ma je CEK = ACu B—-—C — FE
(Cauka 2.134). Cana je BE = BC + CE = BC + AC = d. Ilakne, 3a
Tpoyrao AABE umamo nosuare ase crpanune AB = a, BE = d u yrao
£ABE = 2R — «, ma ra jako MO:keMO kKoHcTpyucatu. Tpoyrao AACE
je jemnakokpaku ma My Bpx C mpumana cumerpasu s ocuoBuie AFE. [

3anarak 253. Koncmpyucamu mpanez ABCD axo cy xpauu BC u AD,
cpedmwa aunuja u pasasura ocnosuya AB u CD nodydapru pedom damum
oyacuma ¢, d, m, e.

Pememe: Anaauza. Ilpermocrasumo ma je ABCD TpaskeHu Tpames.
Osuauumo ca M u N cpenumra kpakosa AD u BC penom, u meka je E
npeceuna Tauvka npase AB ca mpaBoM, koja je y tauku C mapaJjeiaHa
ca mpasom AD (Cuuka 2.135). Tana je werBopoyrao AECD napauie-
gorpaMm, na je CE =2 AD 2du EB = AB—-CD =a—b =e. Iakrue,
tpoyrao AEBC ce moxke roHcTpyucaru. Taurka M mpumnanga mpasoj
koja canp:ku cpemumre N ny:ku BC u nmapadsenna je ca BE npu uemy je
MN =m. Canga uMaMO TOBOJFHO €J€MeHaTa 3a KOHCTPYKIU)]Y Tpalesa

ABCD.

FKowempyrxuyuja. Koucrpyumumo tpoyrao EBC 3a roju je BC = c,
EC =du EB = e. Hera je N cpemumre nysxku BC (Cunuka 2.135).
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Ciuura 2.135.

Koncrpyumumo npasy p kpos tauky N mapaJenny npasoj £B. Ouxpen-
uMmo Tauky M Ha mpaBoj p takBy ma je M N = m. Korcrpyumumo 3atum
npaBy ¢ Kpo3 Taury C mapaJiesJHy MpaBoj p W IpaBy r KPO3 TAUKy 1M
napaJsieany npasoj C'E. Ozmaunmo ca A u D npeceune Tauke mpase r
penom ca npaBama EB u q. Tauke A, B, C u D onpebyjy uerBopoyrao
ABCD. je TpaxkeHu Tparmes.

Zoxas. Iokasxxumo na je ABCD tpaskenu Tparmes.

(i) Ilo romcrpykmmju crpanune AB m CD cy napasnense, ma je
ABCD tpamnes.

(ii) o romcTpykmuju verBopoyrao AECD je mapasenorpam ma je
AD = EC. C gpyre crpane, o koucTpyknuju je EC = d na je AD = d.

(iii) TTo rorcrpurmuju je BC = c.

(iv) dy:x M N je cpemma nunuja rpanesza ABCD, jep je N cpenumire
nysku BC w mpaBa MN = p je napanenna ca AB. Kako je jom mo
roucTpykmmju MN = m, caemu ma je derBopoyrao ABCD tpaskenu
Tpames.

Juckycuja. Ha 6u 3anarak nMao pemieme, TOTpebaH U JOBOJbAH yCIOB
je:
lc—dl<a—-b<c+d, m>(a—Db)/2.

O

3anmarak 254. Koncmpyucamu mpanez ABCD axo cy my dame cee ue-
Mupy cmpanuye.

Yuyrcreo: I[IpernocraBumo na je ABCD tpaskenu tpame3. Heka cy
My crpanurie AB, CD, BC u AD jennake penoM mAaTuM AY:KUMA a, b, ¢
u d. O3saunmo ca F npeceuny Tauky npase AB ca mpaBoM, Koja je y
rauku C' mapasienna ca npasoMm AD. Tana je werBopoyrao AECD ma-
panenorpam, na je CE = AD =du EB=AB—-CD =a—b= e. [akue,
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tpoyrao AEBC ce MOe JaKO KOHCTPYHCATH, jep Cy My IO3HATE CBE
Tpu cTpaHuile, a camMuM TuM u Tpaned ABCD. O

3anarak 255. Koncmpyucamu mpanez ABCD axo cy my dame obe oc-
Hosuye u obe Jujazonane.

D b C a F

d2

a B b E

Cuaura 2.136.

Yuyrcreo: Ilpernmocrasumo na je ABCD Tpakenu Tpames, Tj. HEKa
cy My ocuosuite AB = a, CD = b a mujaronane AC = d; u BD = ds.
Ha mpasama AB u C'D xoucrpywmmumo tauke F u F' takse na je BE =
CD =bu CF = AB = a nipu uemy Baske pacmnopenu tauka A — B — E n
D—C—F (Cnura 2.136). Tana je uersopoyrao AEF D napasenorpam,
na je FF = AD u ADAB = LEFC. To 3uauu na cy tpoyraosu AABD
u AFCFE nonynapuu, na je CE = BD = dy. Harie, 3a tpoyrao AAEC
nosmate cy crpanune AF = a+ b, CE = ds u AC = di, ma ra Jmgako
MOKEMO KOHCTPYUCATH. O

3amarak 256. Koncmpyucamu mpanes ABCD axo cy my dame obe oc-
HOBUYE U Y2A08U HA MABO] OCHOBUU.

YuyrcrBo: Heka cy ocuosune tpaneza ABCD penom jemnake a u b
(a > b) u yraoBu Ha Mam0j ocaoBunu £C =y u £D = §. Oznaunmo ca F
npeceuny taury npasux BC u AD. Tana, y tpoyray ACDE je mo3uara
CTPAHUNA U [BA CIOJbAIILA YIJIa HA HOj, Ia I'a JaKO MOKEMO KOHCTPY-
UCATH. Tpoyrmosu AABE w ADCE cy CcauueEd mna Baku
AE : DE = a : b. O

3amarak 257. Koncmpyucamu mpanes ABCD axo my je dam 36up oc-
HOBUY W, BUCUHA U Y2A08U Ha 8ehoj 0cHOBUYY.
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C F
@]
/o B
A B E
Cuanka 2.137.

YuyrcrBo: Ilpernocrasumo na je ABCD tpaxkenu tpame3. Herka cy
My ocuoBunie AB =a, CD =b, a+b=d, Bucuna h n yraosu ua Behoj
ocuouin LA = a u LB = . Ha npasama AB u C'D KOHCTpyUIINMO
tauke F u F takse nma je BE = CD =bu CF = AB = a upu uemy
Baske pacnopemu tauka A — B— F u D — C — F (Cuuka 2.137). Tana
je werBopoyrao AEF D nmapainenorpam kon kora je AE =d, {A=an
BUCUHA MY je h, Ta ra Jako MOKeMO KoHcTpyucatu. [Ipeceuna tauka O
majaronasia AF u DFE napanenorpama AEFD npencraBiba CpenuiITe
kpaka BC Tpameza ABCD. 0

3anmarak 258. Koncmpyucamu xeadpam ABCD maxae da My vemupu yra-
nped sadame mauxe P, Q, R u S npunadajy pedom uveuyama AB, BC, CD
u DA.

D R C
1
S
k
Q
A P B
Ciuura 2.138.

YuyrcrBo: Heka je ABCD TpakeHu KBaaparT, Tj. HEKa My UYETUPU
yHamnpen 3anarte tauke P, (), R u S npunanajy pemom usBurama AB,
BC, CD un DA (2.138). Tana cy yraosu £PAS u £QCR upasu, na
temena A u B npunanajy kpyrosuma k u | pemom Hanm npeununuma PS
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u QR. IHujaromana AC wBamgpaTa je cUMeTpaja MOMEHYTUX YTJIOBA.
Osuauumo ca N u M mpeceune tauke mujaronaie AC pemom ca Kpy-

ropuMma k u [. To 3maum ma ma cy kpyskau aykosu PN u NS kpyra
k jemmaxku mMebhycobuo. AHaJOrHO, jemHAKU CYy W KPY:KHU JykoBu QM

u MR kpyra . Ilarkne, mujaromana AC canpsu cpemumra N u M
oarosapajyhux momykpyrosa onpebenux ca k u .

I[Mpema Tome, Hajupe KOHCTpyUIIEMO Kpyrose k u [, 3atum Ttaure N
u M a ouma u tremena A u C kao mpyre npeceune tauke npase MN u
kpyrosa k u | pemowm. O

3anmarak 259. Hexa cy A, B u C' mpu Hexosuneapre mauxe. Kowcmpy-
ucamu maywky D maxey da je wemaopoyzao ABC D memusHu u marzenmmi.

Cuaura 2.139.

YuyrcrBo: Hera je AB < BC. Ilpernocrasumo na je ABCD Tpakenu
JeTBOpOyrao, Tj. ga je veruBHu u tanrentHu (Cuwmra 2.139). U3
yCJOBa MOa jeé UYeTBOpOyrao TeTuBHU ciemu na cy yriaosu £LABC u
£LADC cynmnementu, tj. LADC = 2R — {ABC = w. W3 ycaosa na je
UEeTBOPOYraO TAaHT'€HTHU CJIeIn Oa Cy MYy 36I/IpOBI/I HaCIOpaMHUX CTpa-
muna jemuaku, tj. AD 4+ BC = AB 4+ CD. Opmasnme je CD — AD =
BC — AB =d.

Cana ce koucTpyknuja yersopoyriaa ABCD cBoau Ha KOHCTPYKIN)Y
rpoyrina AADC, 3a koju suamo yrao £ ADC = w, pa3iuky CTpaHUIa
CD — AD = d u crpanuny AC.

Cayuaj rama je AB < BC pasmaTpa ce aHAJOTHO.

Axo je AB = BC ouna je u AD = CD, 1j. ABCD je mentoun ca
npasuM yraoBuMma konm temena A u C. O

Sanatre 260.-262. mpenymraMo YATAONUMA 32 BEKOY.
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S3amarak 260. Koncmpyucamu wemsopoyzao ABCD axo cy my damu caedehu
ENEMENMU:

a)a, b, c, d, a; 6) a, b, c,di, a; B)a,b,c ad;
F) a, b, C, d7 K((17 C)a IL) a, d17 d?; /B; Y3 b) a, ¢, dl; K(bu dl)a K (d17d2)'

20e cmo osnavuau AB =a, BC=b,CD =¢, DA=d, AC =dy, BD = d,
a yenoeu k00 memena A, B, C, D cy pedom o, 3, 7, 9.

3anmarak 261. Kowncmpyucamu mpanez ABCD axo my je damo:

a) a, b7 C, h> 6) a, b7 d7 «, B) a, b} dl; d27
r) a—>b, h,dy, ds (a>0b) n) a+b, h, a, B, b) a, b, ¢, d (a > D).

20e cmo osnanuau ocrhosuye AB u CD pedom ca a u b, xpaxe BC u DA
pedom ca ¢ ud u ca h sucuny Koja 00z08apa 0CHOBUUAMA.

S3amarak 262. Koncmpyucamu jednarxoxparxu mpanes ABCD axo my je
damo:

a) a, b, c, 6) a, ¢, a, B) a, b, «,
r) a, b, d, n) a+b,c d, b)a—"0b,c d(a>Db),

20e cmo osnanuau ockosuye AB u CD pedom ca a u b, xpaxe BC u DA
ca ¢ a ca d dujazonany mpanesa.
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