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PREDGOVOR

Ova knjiga nastala je iz predavanja koja su vise godina unazad drzana
na Prirodno matemati¢kom fakultetu u Nisu na departmanu za matematiku
iz predmeta Neeuklidske geometrije. Delimi¢nim proSirivanjem tih preda-
vanja nastojali smo da u ovoj knjizi izlozimo materiju koja se u okviru
kursa Neeuklidske geometrije predaje studentima i na drugim univerzite-
tima u Srbiji. Dakle, ona predstavlja osnovni udzbenik za ovaj predmet.
Osnovna ideja programa, a samim tim i ovog kursa sastoji se u prezentaciji
metoda pre svega hiperbolicke a jednim delom i elipticke geometrije kojima
se prilazi ustanovljavanju i razmatranju elementarnih geometrijskih trans-
formacija neeuklidske ravni i neeuklidskog prostora. Ovde nam nije bio cilj
da izvedemo sva tvrdenja, ve¢ samo neposredne teoreme i ukazemo na bitne
karakteristike koje proisti¢u iz odgovarajuéih grupa aksioma.

Knjiga sadrzi ukupno jedanaest glava. Prva glava je u stvari uvod u
knjigu, pri ¢emu je dat kratak istorijski razvoj geometrije, pocev od antickih
vremena pa do pojave neeuklidskih geometrija u radovima N. Lobacevskog,
J. Boljaja i B. Rimana u XIX veku. Druga glava je posve¢ena Hilbertovom
sistemu aksioma euklidske geometrije, sistemu koji se i danas, ponekad u
nesto izmenjenim varijantama, koristi za zasnivanje geometrije. Treca glava
sadrzi materiju koja ¢itaoca vodi do moguénosti i potrebe definisanja ge-
ometrija koje se razlikuju od geometrije obi¢nog (opazajnog) prostora, tj.
od euklidske geometrije. U ¢etvrtoj glavi je izlozen uvod u hiperbolicku ge-
ometriju, tj. u geometriju Lobacevskog u ravni L?. Peta glava se odnosi na
geometriju trouglova i ¢etvorouglova u L?, dok Sesta i sedma glava sadrze
materiju koja se odnosi na karakteristicne krive u L?, odnosno karakter-
isticne povrdi u L3. Trigonometrija ravni L? je izlozena u osmoj glavi, a
merenje povrsi u devetoj. Deseta glava se odnosi na Poenkareove modele
geometrije Lobacevskog. Na kraju, u jedanaestoj glavi je definisana druga
neeuklidska geometrija - elipticka geometrija i izloZzena najbitnija materija
u vezi sa ovom geometrijom.



Tematski, sadrzaj knjige je podeljen na tri celine. Prvu celinu ¢ine
glave 2-3 i ona je posvetena apsolutnoj geometriji. Nakon uvodenja ak-
siome paralelnosti u zavisnosti od toga da li je uvedena Plejferova aksioma
paralelnosti ili aksioma Lobacevskog, apsolutna geometrija se razvija u dva
smera tako da se dobijaju dve potpuno razli¢ite geometrije: Euklidska i ge-
ometrija Lobacevskog. Glave 4-10 ¢ine drugu celinu i obraduju problematiku
hiperbolicke geometrije. Ostatak knjige obraduje problematiku elipticke ge-
ometrije.

Recenzentima, dr Svetislavu Minc¢i¢u i dr Ljubici Velimirovi¢ se ovom
prilikom najsrda¢nije zahvaljujemo za pomo¢ koju su nam pruzili, svojim
primedbama i sugestijama, u pripremi ovog udzbenika. Oni su na taj nacin
doprineli da pojedini delovi u knjizi budu tacnije i preciznije izloZeni. Zah-
valjujemo se i svima onima koji su na bilo koji na¢in doprineli da ova knjiga
ugleda svetlost dana u ovom obliku. Naravno bi¢emo zahvalni i svima onima
koji ¢e svojim sugestijama, predlozima i primedbama doprineti poboljsanju
ovog udzbenika.
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Glava 1

Istorijski osvrt

Geometrija kao nauka je ponikla iz svakodnevne prakse. Ljudi su od
davnina bili u situaciji da moraju da grade domove i zgrade, da trasiraju
puteve, da odreduju granice svojih poseda i njihove dimenzije. Takode,
postojala je umetnicka potreba za ukrasavanjem kuéa i odece stvaranjem
slika iz zivota i okruzenja. Sve to je iziskivalo potrebu za upoznavanjem
prostornih osobina objekata na koje su u okruzenju nailazili. Ne jednom, te
su zakonitosti proveravane i potvrdivane, tokom vremena, kako opazajno,
tako i eksperimentima. Saznanja do kojih se je dolazilo prenoSena su sa
generacije na generaciju najpre usmeno a zatim i pismeno.

Nekoliko vekova pre nase ere, kulturni narodi Vavilona i Egipta su raspo-
lagali podacima o prostornim osobinama predmeta iz okruzenja. Moramo
napomenuti da ta znanja nisu bila sistematizovana tj. bila su formulisana u
obliku pravila i recepata. Na formiranje geometrije kao nauke veliki uticaj
su imali starogréki filozofi i mislioci. Oni su prvi formulisali osnovne stavove
nauke o zakonima pravilnog misljenja, tj. logike. Medu njima najistaknutiji
iz tog vremena je Aristotel, koji je ziveo od 384. do 322. godine pre nase
ere.

Re¢ geometrija izvedena je od dve gréke reci: 7 - zemlja i petpew
- meriti. Dakle u bukvalnom prevodu sama re¢ geometrija zna¢i merenje
zemlje.

Postavljanje aksioma geometrije i ispitivanje njihovih uzajamnih odnosa
jeste zadatak koji je joS od davnina bio predmet mmnogobrojnih izvrsnih
rasprava matematicke literature. Ovaj zadatak svodi se na logicku analizu
nasih prostornih opazaja.

Naziv ”geometrija” (merenje zemljista) nacinjen je od grékih recii potice
od starih Grka koji su znali da su egipatska geometrijska znanja nastala
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8 1. Istorijski osvrt

iz prakticnih potreba premeravanja zemljista. Velika egipatska reka Nil
nanosila je svake godine svojim poplavama velike koli¢ine mulja. Taj mulj
je kao prirodno dubrivo blagotvorno uticao na plodnost zemljista, a uz to
je brisao mede izmedu pojedinih zemljisnih parcela. Stoga je posle svake
poplave trebalo ponovo premeravati zemljiSte i pronalaziti mede izmedu
zemljisnih parcela.

U tom periodu geometrija se razvijala kao induktivna nauka. Egipéani su
razvili induktivan metod zaklju¢ivanja - od pojedina¢nog ka opstem. Kada
su negde u VI veku pre nove ere vodeéu ulogu u nauci i kulturi preuzeli
Grci, geometrija pocinje da se razvija jednim potpuno novim putem koji
¢e vremenom da se odrazi i u drugim nau¢nim oblastima. U to vreme
nastaje u Grckoj privredni i kulturni procvat koji je postao znacajan za
razvoj ¢itavog antickog drustva. Znanja geometrije, prihvac¢ena iz egipatske
zaostavstine, Grei dalje dopunjuju i prosiruju. No, njihovo veliko znacenje,
nije samo u tome. Vaznije je Sto su gréki matematicari toga doba otkrili
novu metodu izgradnje geometrije, metodu koja se danas zove deduktivna
ili aksiomatska. Ona je sve do sada ostala znacajna metoda geometrijskih
istrazivanja i osnovna metoda naucne obrade rezultata tih istrazivanja.

Otkrice te metode smatra se jednom od najveéih tekovina matematicke
misli. Nije nastala odjednom, nego je rezultat predanog rada naucnika
mnogih generacija. Do tog nacela, kazu, prvi je dosao anticki filozof Tales!.
Tales je putovao u Egipat i tamo od svestenika upoznao njihove geometri-
jske i astronomske zakljucke o zbiru uglova u trouglu, o upisanom krugu
u trougao itd. Njegovi spisi, ukoliko su uopste i postojali, do nas nisu
dospeli, te se ne moze pouzdano reéi koja je geometrijska tvrdenja on us-
peo da dokaze. Istoricar geometrije Kudem iz IV veka pre n.e. pripisivao
je Talesu dokaz drugog stava podudarnosti trouglova, stava o jednakosti
uglova na osnovici jednakokrakog trougla i njemu obratnog tvrdenja, stava
o medusobnoj podudarnosti pravih uglova, stava po kojem je periferijski
ugao nad precnikom bilo kojeg kruga prav ugao i stav po kojem svaki di-
jametar kruzne povrsi razlaze tu povrs na dva podudarna dela. Koristeci
sli¢cnost jednakokrako pravouglih trouglova odredio je, kazu, visinu Keopsove
piramide, a pomoc¢u podudarnosti trouglova uspeo je da odredi udaljenost
usidrenog broda od morske obale.

Nacelo dokazivanja geometrijskih tvrdenja u mnogo vec¢oj meri poceo
je da sprovodi znameniti starogrcki filozof i matematicar Pitagora®. Upoz-
navsi se ve¢ u mladim godinama sa uc¢enjem Talesa, Pitagora je niz godina

!Tales (624-547 p.n.e.), poznat kao Tales iz Mileta, anticki matematicar
ZPitagora (oko 580-oko 500 p.n.e.), starogrcki filozof i matematicar
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proveo u Egiptu i Vavilonu, gde je bio u moguénosti ne samo da se upozna,
ve¢ i kriticki osvrne na sve Sto se do tada znalo u oblasti geometrije. Po
povratku u domovinu on osniva svoju Skolu Polukrug, ne na rodnom Samosu,
ve¢ u gradu Krotonu, grékoj koloniji u juznoj Italiji. U oblasti matem-
atike Pitagora se posebno bavio geometrijom i teorijom brojeva. Posebno
je znacajna teorema o pravouglom trouglu koja danas nosi njegovo ime.
Pitagori ili nekom od njegovih uéenika, po svoj prilici Hipasu?®, treba prip-
isati i teoremu o egzistenciji nesamerljivih duzi koja ¢e podstaci razvoj tzv.
geometrijske algebre.

Obilje dokazanih geometrijskih tvrdenja ve¢ je bilo dovoljno da se postavi
pitanje redosleda njihovog izlaganja. To je zahtevao i sam proces dokazivanja
tvrdenja koji se sastoji u logickom izvodenju zakljucaka iz ranije poznatih
tvrdenja, tj. tvrdenja koja su ve¢ dokazana ili se pretpostavljaju. Taj re-
dosled u dokazivanju geometrijskih tvrdenja znacio je jedno novo nacelo,
tzv. nacelo sistematizacije.

Prve korake u sistematizaciji geometrije nacinio je Pitagorin sledbenik
Hipokrat sa Hiosa® u svom delu Elementi pre dve i po hiljade godina.
Nazalost, njegovo delo nije sa¢uvano.

Prve nagovestaje aksiomatskog zasnivanja geometrije sre¢emo u atin-
skoj skoli zvanoj Akademija istaknutog starogrckog filozofa Platona®. Sam
Platon eksplicitno nije se bavio matematikom, ali su njegova rasudivanja u
oblasti filozofije imala snaznog odraza i u ovoj oblasti, posebno u poimanju
brojeva i geometrijskih likova. Platon je prvi poceo da geometrijska tela
razmatra odvojeno od opazajnih i ukazao na razliku koja postoji izmedu
nau¢nog zakljucivanja i empirijskog saznanja. Geometrijske objekte sma-
trao je idealnim, savrSenim, kakvi se ne mogu sresti u prirodi. Koji su bili
principi i kakav je po Platonovom misljenju bio pravi smisao aksioma i pos-
tulata ne zna se pouzdano, ali u nekim sacuvanim delima Platona ima mesta
iz kojih se jasno naslu¢uje aksiomatska metoda u izgradnji bilo koje naucne
teorije.

Teorijske osnove deduktivne metode u najopstijoj formi razvio je na-
jdarovitiji Platonov ucenik, genijalni starogréki filozof Aristotel®. U vise
svojih rasprava logickog karaktera, koje su negde sredinom I veka pre n.e.
od strane Andronika sabrana u poseban kodeks pod nazivom Organon, kao
i u raspravi Metafizika Aristotel je pokuSao da na svojevrstan nacin naucno

3Hipas (IV vek p.n.e.), matematicar iz Metaponta (Krotona)

“Hipokrat sa Hiosa (oko 470. p.n.e. do oko 410. p.n.e), starogrcki matematicar,
geometar i astronom

®Platon iz Atene (427-347 p.n.e.), anticki grcki filozof i matematicar

6 Aristotel iz Stagire (384-322 p.n.e.), starogrcki filozof i besednik



10 1. Istorijski osvrt

razotkrije opste zakonitosti deduktivnog zaklju¢ivanja. Osnovne principe,
tj. osnovna tvrdenja na kojima se zasniva deduktivna teorija, Aristotel je
takode razvrstavao na aksiome i postulate. Po njegovom misljenju aksiome
treba da budu osnovna tvrdenja opstijeg karaktera, tj. tvrdenja koja se
prihvataju bez dokazivanja, a koja vaze ne samo u jednoj, ve¢ u dvema ili
viSe naucnih teorija. Naprotiv, postulati treba da budu osnovna tvrdenja
specificnog karaktera, tj. tvrdenja koja se prihvataju bez dokazivanja i koja
vaze isklju¢ivo u toj nau¢noj teoriji. Aristotel je smatrao da aksiome i pos-
tulati moraju predstavljati tvrdenja koja su do te mere opStepriznata i iz
svakodnevne prakse poznata da ih ne samo nije moguce, ve¢ i nije potrebno
dokazivati. U takvoj teoriji istinitost izvedenih tvrdenja tj. teorema nije
mogla podleé¢i nikakvoj sumnji, pa se nije mogao ni nametati problem ne-
protivurecnosti deduktivne teorije aristotelovskog tipa.

Leon je pod uticajem Platona sastavio nove Elemente oko 370. godine
stare ere. Potpunije Elemente napisao je Teudije, koje je dopunio Hermotim
iz Kolofona. 1 ova dela su izgubljena tokom istorije. Njihov znacaj za istoriju
matematike je u uticaju koji su izvrgila na Euklida’ i njegovo nauéno stvar-
alagtvo. Daleko najCuvenije i najcitanije delo iz tog vremena jesu Elementi
koje je Euklid napisao oko 300. godine stare ere, a koje se sastoji od trinaest
knjiga. Znacaj Euklidovih Elemenata ogleda se u tome sto je vise od dva
milenijuma to delo bilo osnov svakog obrazovanja. Ono je bilo prevedeno
na jezike svih kulturnih naroda sveta. Zahvaljujuci delu kakvo je Euklidovi
elementi, geometrija je vekovima dozivljavana kao savrsSenstvo, a sva ostala
sistematizovana znanja ravnala su se prema njoj i sa njom uporedivala.

Euklidovi Elementi, po nekim procenama, je knjiga koja je, osim Bib-
lije, dozivela najveéi broj izdanja u celoj zapadnoj civilizaciji. Njeno prvo
Stampano izdanje pojavilo se 1482. godine, a iza toga bilo je jo§ preko hil-
jadu izdanja. Sustinska karakteristika koja ovu knjigu ¢ini tako slavnom, je
njen jednostavan i logican sled teorema i problema. Logicka struktura ove
knjige uticala je na nauénu misao ¢itavih 2000 godina, viSe nego bilo koje
drugo nauc¢no delo. FElementi se sastoje iz 13 knjiga. Veliki deo geometrije
koji se nalazi u danasnjim udzbenicima matematike, prakti¢no je preuzet iz
prvih Sest knjiga Elemenata. To je, zapravo, najstarije nauc¢no delo koje je
jos uvek u upotrebi.

Na osnovu prevoda Euklidovih Elemenata koji je uradio Anton Bili-
movié¢, u nastavku ¢emo izloziti osnovne definicije, aksiome i postulate iz
ovog dela.

"Buklid (gréki: Eukdetdes ), (330. p.ne. - 275. p.n.e.), poznat i kao Euklid iz
Aleksandrije, anticki matematicar
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Osnovne definicije koje je Euklid uveo u svojim Elementima su sledece:
Tacka je ono Sto nema delova.

Linga je duZina bez Sirine.

Krajevi linije su tacke.

Prava je linija ona, koja za tacke na njoj podjednako leZi.

Povrsina je ono sto ima samo duZinu i Sirinu.

Krajevi povrsine su linije.

N Otk W

Ravan je povrsina koja za prave na njoj podjednako lezi.
Ugao u ravni je uzajamni nagib dveju linija u ravni koje se seku i koje
ne leZe u istoj pravoj.

9. Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove pravolinijski.

®

10. Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa ovom dva susedna
jednaka ugla, svaki od njih je prav, a podignuta prava zove se mormala na
onoj na kojoj stoji.

11. Tup ugao je onaj koji je veci od pravog.

12. Ostar ugao je onaj koji je manji od pravog.

13. Granica je ono $to je kraj ma cCega.

14. Figura je ono $to je omedeno ili jednom ili sa vise granica.

15. Krug je ravna figura omedena takvom jednom linijom, koja se zove
periferija, da su sve prave povucene od jedne tacke, koja se nalazi u samoj
figuri, prema toj liniji medusobno jednake.

16. Owa tacka zove se srediste kruga.

17. Precnik kruga je svaka prava Sto prolazi kroz srediste kruga a ogra-
nicena je sa svake strane periferijom kruga. On polovi krug.

18. Polukrug je figura ogranicena precnikom i mjime odvojenom perife-
rijom kruga. Srediste polukruga je isto kao i srediste kruga.

19. Pravolinijske figure su one koje su ogranicene pravama; trostrane
su ogranicene sa tri, cetvorostrane sa Cetiri, mnogostrane sa vise od cetiri
prave.

20. Od trostranih figura jednakostrani trougao ima tri jednake strane,
jednakokraki ima samo dve jednake strane, a raznostrani itma tri nejednake
strane.

21. Dalje, od trostranih je pravougli trougao onaj koji ima prav ugao,
tupougli onaj koji ima tup ugao, a ostrougli onaj koji ima tri ostra ugla.

22. Od éetvorostranih figura kvadrat je jednakostran i sa pravim uglovi-
ma; pravougaonik je sa pravim uglovima ali nije sa jednakim stranama; romb
je sa jednakim stranama ali nije sa pravim uglovima; romboid je sa jednakim
naspramnim stranama, ali nije jednakostran ni sa pravim uglovima. Ostale
cetvorostrane figure neka se zovu trapezi.
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23. Paralelne su one prave, koje se nalaze u istoj ravni i koje se produzene
u beskrajnost na obe strane ne seku jedna sa drugom.

U svojim Elementima osnovne stavove geometrije Euklid je podelio na
akstome i postulate. U razli¢itim prepisima Elemenata broj postulata i ak-
sioma nije isti, ali se obi¢no prihvata da je on zasnovao geometriju na devet
aksioma i pet postulata. I mi éemo navesti najpre postulate, kao Sto je
Euklid to u¢inio u Elementima:

”Neka se pretpostavi:

1. Da se moze povuéi od svake tacke ka svakoj drugoj tacki prava linija.
I da ogranicena prava moZze biti produZena v svom pravcu neprekidno.
I da se moZe opisati od svakog sredista svakim rastojanjem krug.

I da su svi pravi uglovi jednaki medusobno.

ANl

I da ce se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa
iste strane dva unutrasnja ugla ¢iji je zbir mangi od dva prava ugla, te dve
prave beskrajno produzene, seci i to sa one strane sa koje su ovi uglovi mangji
od dva prava ugla.”

Nije tesko videti da postulati predstavljaju neke geometrijske istine.
Interesantno je da je peti postulat zbog svoje slozenosti izazivao paznju
matematicara i nagonio ih da pokuSavaju da ga izvode iz ostalih aksioma
geometrije.

I aksiome kao i postulati predstavljaju neka osnovna tvrdenja, ali s tom
razlikom §to se ne odnose striktno na geometrijske objekte. Aksiome su:

1. Oni koji su jednaki istom jednaki su medusobno.

I ako se jednakim dodaju jednaki celine su jednake.

I ako se od jednakih oduzmu jednaki ostaci su jednaki.
I ako se nejednakim dodaju jednaki celine su nejednake.
I udvostruceni jednaki jednaki su medusobno.

I polovine od jednakih jednake su medusobno.

I oni koji se mogu poklopiti jednaki su medusobno.

1 celina je veéa od dela.

I dve prave ne ogranicavaju oblast.

Samo su sedma i deveta aksioma geometrijskog karaktera. U nekim
prepisima se sedma aksioma javlja kao Sesti postulat Sto pokazuje da su
prepisivaci kroz vekove davali sebi odredenu slobodu.

© XN W

U daljem izlaganju u Elementima Euklid koristi propozicije - teoreme
(Yewpnuara - od glagola Yewpnuw - razmisljam), koje dalje izvodi uz pomoé
propozicija za koje je ve¢ ustanovio da vaze.

Od antickih vremena razvoj geometrije je iSao u dva pravca. Sistem ak-
sioma je prosirivan tako da bi se mogao dokazati Sto veéi broj tvrdenja, dok
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se je sa druge strane uporno pokuSavalo dokazivanje petog Euklidovog pos-
tulata iz spiska postoje¢ih aksioma. Nastavljajué¢i Euklidov rad, na samom
startu su anticki matematic¢ari uocili da se ne mogu dokazati ili oboriti sva
tvrdenja koja su u geometriji mogla biti formulisana. Tako je Arhimed® u
svom delu O sferi i cilindru, postojeci sistem aksioma proSirio sa pet novih
postulata:

I Od svih linija koje imaju zajednicke krajeve prava je najkraca.

II A druge dve linije koje imaju zajednicke krajeve i leze u istoj ravni
nisu jednake ako su obe ispupcene i jedna od njih obuhvaé¢ena drugom
krivom i pravom koja spaja krajeve, a takode i ako krive imaju jedan
zajednicki deo, dok se preostali deo obuhvata; pritom je obuhvaéena
kriva manja od one koja je obuhvata.

IIT Isto tako, od svih povrsina koje imaju zajednicku ravnu periferiju ra-
van je najmanja.

IV A druge dve povrsine koje imaju zajednicku ravnu periferiju nisu
jednake ako su obe ispupcene i jedna od njih (ili jedan njen deo)
obuhvadéena povrsinom i ravni periferije; pritom je obuhvaéena povrsina
manja od one koja je obuhvata.

V Pored toga, od dveju nejednakih linija, dveju nejednakih povrsina ili
dvaju nejednakih tela, veca veli¢ina bi¢e manja od one veli¢ine koja se
dobija kad manju umnozimo potreban broj puta.

Prva cetiri Arhimedova stava ne mogu se prihvatiti kao postulati za
logicko zasnivanje metricke geometrije.

Poslednje tvrdenje, koje se obi¢no naziva Arhimedovim postulatom, neo-
bi¢no je vazno. Ono se moze kratko iskazati u slede¢em obliku:

Arhimedov stav: Za ma koja dva broja a i b, a < b, postoji takav ceo
broj n, da je na > b.

I nakon Arhimeda se je pokuSavalo da se sistem aksioma geometrije
upotpuni. UsavrSavanjem Euklidovog dela pored Arhimeda, bavili su se
Apolonije® (3. vek pre nove ere), Geminus, Nikomah (1. vek pre nove ere),
Papos (3. vek nove ere), Teon i Proklo (5. vek nove ere). Tokom niza vekova,
bez obzira na napore koji su ¢injeni, niko nije uspeo da sustinski unapredi
geometriju kao nauku u odnosu na ono $to je bilo izneto u Euklidovim el-
ementima. Bilo je tu sjajnih otkri¢a koja su omogudéila i reSavanje mnogih

8 Arhimed (287.p.n.e.-212.p.n.e.), gréki matematicar, fizicar i astronom
9 Apolonije iz Pergama (262.p.n.e.-190.p.n.e.), anticki helenski matematicar i astronom



14 1. Istorijski osvrt

geometrijskih problema. Ipak, sustinskih promena u geometriji nije bilo jos
iz vremena Euklida i Arhimeda.

Propaséu grcke kulture u Evropi pocinje mra¢no doba srednjeg veka. U
to vreme centar svetske civilizacije postaje arapski istok. Fuklidovi Elementi
su prevedeni na arapski jezik. I arapski mislioci su pokusSavali da dokazu
peti postulat. Arapski matematicar Nasir-Edinu'® je najpoznatiji iz tog
vremena. Medutim ni njegova interesantna i originalna istrazivanja nisu
dovela do dokaza petog Euklidovog postulata.

U doba renesanse se u Evropu vraca interesovanje za geometriju. U
petnaestom veku Euklidovi Elementi su prevedeni sa arapskog na latinski
jezik, a u Sesnaestom je pronaden i reprodukovan originalan tekst na grékom
jeziku.

Pokusaji reSavanja problema paralelnih pravih vezanih za dokazivanje
petog Euklidovog postulata predstavljaju jedan interesantan pogled na ge-
ometriju. Generacije i generacije nastavljaca Euklidovog ucenja su tokom
vekova bile opsednute pokusajima da dokazu peti Euklidov postulat koris-
¢enjem postojeceg sistema aksioma. Razlog za to je ¢injenica da je FKuklid
dokazivao tvrdenja koja su imala znatno prostiji oblik od petog postulata.
Pokusaji dokazivanja Euklidovog petog postulata isli su najceSée indirektim
postupkom. Polazilo se od negacije petog postulata ili nekog njegovog ek-
vivalentnog tvrdenja. PokusSaji su iSli u smeru da se koriSéenjem postojeé¢ih
aksioma na taj na¢in dode do dva protivreéna tvrdenja. Na taj nacin je
dobijen ¢itav niz tvrdenja ekvivalentnih petom Euklidovom postulatu, ali
do dokaza petog Euklidovog postulata se nije doslo. Mnogi matematicari
su bili u zabludi da su dokazali peti Euklidov postulat ne primec¢ujuc¢i da su
u dokazu nagcinili gresku tako Sto su iskoristili neki od ekvivalenata petog
postulata.

Posebno su interesantni radovi italijanskog matematicara Sakerija'!, koji
je pokusao da polazeéi od tvredenja suprotnog petom postulatu, izgradi
geometrijsku teoriju razli¢itu od Euklidove. Sakeri je bio ubeden da ¢e u
takvoj teoriji doéi do protivure¢nosti, ¢ime bi bila dokazana valjanost petog
postulata. Medutim Sakerijeve nade nisu se ispunile, protivureé¢nost do koje
je dosao bila je prividna a pitanje postojanja takve protivurecnosti ostalo
je otvoreno. Veliki uticaj na kasnje generacije matematicara iz tog vremena
imali su radovi francuskog matematicara LeZandra'? koji je dokazao &itav
niz interesantnih stavova koji su u vezi sa petim postulatom, kao $to su na

10Nasir-Edinu u prevodu ”branilac vere” (1201-1274), arapski matematicar
" Giovanni Girolamo Saccheri (1667 - 1733), italijanski matematicar
2 Adrien-Marie Legendre (1753-1833), francuski matematicar
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primer:
1) Zbir unutrasnjih uglova trougla ne moze biti veéi od dva prava ugla.

2) Ako je u nekom trouglu zbir unutrasnjih uglova jednak dva prava ugla,
onda je zbir unutrasnjih uglova u svakom trouglu jednak dva prava ugla.

Preostalo mu je da dokaze da zbir unutrasnjih uglova trougla ne moze
biti manji od dva prava ugla. Medutim i njegov dokaz je sadrzao gresku jer
je koristio nedokazana tvrdenja.

Nakon velikog broja pokusaja da se izvede dokaz petog postulata, prob-
lem je razreSen tek u devetnaestom veku. Dokazano je da peti Euklidov
postulat ne zavisi od ostalih aksioma geometrije. To je bio prvi znacajan
rezultat koji je znatno unapredio pogled na geometriju jos od vremena Euk-
lida. Kroz rad Nikolaja Ivanoviéa Lobacevskog'® i Janosa Boljaja'* prvi put
je izrazena misao da peti Euklidov postulat ne zavisi'® od ostalih aksioma
geometrije i da se samim tim ne moze izvesti njegov dokaz.

U pocetku su prvi radovi osnivaca neeuklidske geometrije doc¢ekani sa
nevericom i ruganjem. Rezultati Lobacevskog i Boljaja postali su sasvim
jasni tek krajem devetnaestog veka sa kona¢nim formiranjem logickog pogle-
da na geometriju. Tada je geometrija prvi put logicki korektno bila uteme-
ljena. Sta vise, doslo se do zakljucka da osim Euklidove geometrije postoji i
geometrija bitno razli¢ita od nje. Tu novootkrivenu geometriju danas nazi-
vamo geometrijom Lobacevskog-Boljaja ili hiperbolickom geometrijom.

Nemacki matematicar Bernard Riman'® u svom radu O hipotezama koje

leze u osnovi geometrije dolazi do jo$ jedne neeuklidske geometrije koja je
danas poznata pod nazivom rimanska geomerija u uZem smislu ili elipticka
geometrija. Otkri¢e Euklidske geometrije, pored geometrije imalo je uticaja
na zasnivanje bilo koje deduktivne teorije. Doslo se do saznanja da os-
novna geometrijska tvrdena, odnosno aksiome i postulati, vaze ne samo na
skupu tacaka pravih i ravni shvacenih u klasiécnom Euklidovom smislu veé
na skupu tacaka pravih i ravni shvaé¢enih u mnogo Sirem smislu. Doslo
je do prosirivanja i apstrakcije geometrijskih pojmova u skoro svim ge-
ometrijskim tvrdenjima. Dajuéi tako apstrahovanim pojmovima konkretna
znacenja dolazi se do modela na kojima se moze izvesti realizacija Euklidove
geometrije, geometrije Lobacevskog ili Rimanove geometrije. Interesantni su

13Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1792-1856), ruski matematicar

1 Janos Boljaj (1802-1860), madarski matematicar

5 Postoje indikacije da je na tu pomisao prvi doao jedan od najveéih matematicara tog
vremena K.F. Gaus (1777-1855). Medutim Gaus nikada nije niSta o tome objavio.

16Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 -1866), nemacki matematicar
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modeli koje su sacinili Eudenio Beltrami,'" Feliks Klajn,'® Anri Poenkare.*

Doslo je do novih stremljenja i podsticaja u aksiomatskom zasnivanju ge-
ometrije, $to je dovelo do suptilnije analize osnovnih geometrijskih pojmova i
tvrdenja. Tako su Rihard Dedekind?® (1872) i Georg Kantor*' (1873), neza-
visno jedan od drugog, na razli¢ite nacine razvili u¢enje o neprekidnosti.
Oni su otklonili jedan znatan nedostatak aksiomatike Euklida uvodenjem
aksioma neprekidnosti. Nemacki matematicar Moric Pas (1882) uvodi ak-
siome poredka u svom delu Predavanja iz novije geometrije i na taj nacin
otklanja jos jedan od nedostataka Euklidove aksiomatike.

Nastavljajuéi rad italijanskih matematicara Puzepe Peana (1889), Du-
zepe Veronezea (1891) i Maria Pieria (1899), tek je nemacki matematicar
David Hilbert (1862-1943) zasnovao geometriju na neprotivureénom, pot-
punom, i nezavisnom sistemu aksioma u svom delu Osnove geometrije iz
1899 godine. Za razliku od Euklida, Hilbert ne pokusava da opisuje os-
novne geometrijske pojmove: tacke, prave, ravni, ve¢ ih posredno odreduje
preko aksioma. Za razliku od Euklidove aksiomatike koja se odnosila na
konkretne geometrijske objekte koji su imali potpuno odredeno znacenje,
Hilbertova aksiomatika odnosi se na geometrijske objekte koji mogu da
imaju raznovrsna znacenja. To je i razlog Sto se kaze da je Euklidova ak-
siomatika sadrzajnog, a Hilbertova poluformalnog karaktera.

Hilbert u Osnovama geometrije uvodi dvadeset aksioma koje razvrstava
u pet grupa na sledeéi nacin:

I Aksiome veze (pripadanja, incidencije) (osam aksioma),

IT Aksiome poretka (¢etiri aksiome),

IIT Aksiome podudarnosti (pet aksioma),

IV Aksiome neprekidnosti (dve aksiome),

V  Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

I danas, kada je proslo vise od sto godina znacaj Hilbertovih Osnova
geometrije ogleda se u tome, $to je stvoren preduslov za izrazavanje osobina
kao §to su potpunost, nezavisnost i neprotivurecnost sistema aksioma.

'"Eugenio Beltrami (1835-1899) italijanski matematicar

8Feliks Kristijan Klajn (Felix Christian Klein (1849-1925), nemacki matematicar
19 Jules Henri Poincare (1854-1912) francuski matematicar i teorijski fizicar

20 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), nemacki matematicar

2!Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), nemacki matematicar



Glava 2

Hilbertov sistem aksioma

2.1 Osnovni pojmovi i grupe aksioma u geometriji

Kao §to smo videli u uvodu, jos je Euklid u svojim Elementima pokuSao
da uvede definicije pojmova kao Sto su tacka, prava i ravan. To i nisu neke
stroge definicije, ve¢ objanjenja tih elementarnih geometrijskih pojmova.
I mnogo kasnije, matematicari kao npr. Lezandr i Peano, pokusavali su da
daju definicije osnovnih geometrijskih pojmova.

Tek je Hilbert u svojim Osnovama geometrije tacku, pravu i ravan svrstao
u pojmove koji se ne definiSu, tj. predstavljaju osnovne, odnosno polazne
pojmove u geometriji.

U zasnivanju geometrije polazimo od proizvoljnog skupa S, dveju klasa
C; i C podskupova skupa S i dveju relacija B i C nad skupom S, od kojih
je prva troelementna, a druga Cetvoroelementna.

Skup S nazivamo prostorom a njegove elemente tackama koje obeleza-
vamo velikim slovima latinice A, B, C, ...

Elemente klase C; nazivamo pravama i obelezavamo ih malim slovima
latinice a, b, c, . . .

Elemente klase C; nazivamo ravnima i obelezavamo ih malim grékim
slovima «, 3,7,6, ...

Troelementnu relaciju B nazivamo relacijom izmedu. Upotrebljeni simbol
B je prvo slovo engleske reci between (izmedu). Tom relacijom izrazavamo
¢injenicu prema kojoj se jedna tacka C nalazi izmedu tacaka A i B, i to
simbolicki obelezavamo B(A, C, B).

Cetvoroelementnu relaciju C nad skupom S nazivamo relacijom podu-
darnosti. Upotrebljeni simbol C je prvo slovo latinske re¢i congruentia, $to
znaci podudarnost. Ako je na primer ureden par tacaka (A, B) podudaran sa

17



18 2. Hilbertov sistem aksioma

uredenim parom tacaka (C, D), pisaéemo C(A, B;C, D) ili (A, B) = (C, D).

Svaki neprazan skup tacaka prostora S nazivamo geometrijskim likom,
geometrijskim objektom ili geometrijskom figurom. Prema tome, osnovne
pojmove u geometriji sac¢injavaju tri vrste objekata, to su tacke, prave i
ravni i dve relacije B i C. Pretpostavljamo da osnovni geometrijski pojmovi
imaju izvesne osobine, koje ne dokazujemo, veé¢ ih usvajamo bez dokaza.
Te osobine su iskazane tvrdenjima koja zovemo osnovnim geometrijskim
tvrdenjima ili aksiomama geometrije. Prema prirodi tih osobina, aksiome
geometrije razvrstavamo u pet grupa i to su :

I Aksiome incidencije (devet aksioma),

IT Aksiome poretka (Sest aksioma),

IIT Aksiome podudarnosti (sedam aksioma),

IV Aksiome neprekidnosti (jedna aksioma),

V Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

Aksiomatika prve Cetiri grupe sacinjava aksiomatiku apsolutne geomet-
rije. Ovo je apsolutna geometrija u smislu Boljaja i Lobagevskog.! Do
uvodenja aksiome paralelnosti prostor S ¢emo oznacavati sa S® a odgo-
varajuéu ravan S2.

2.2 Aksiome incidencije (veze)

Aksiomatika incidencije obuhvata aksiome zasnovane na osnovnim relaci-
jama pripada i sadrzi se (€, C) prihvacenim iz teorije skupova koje jednim
imenom nazivamo relacijama incidencije (veze).

Definicija 2.1. Za tri ili vise tacaka A, B,C, ... kaZe se da su kolinearne
ako postoji prava koja ih sadrzi; u protivnom su nekolinearne. Analogno, za
cetiri ili vise tacaka A,B,C,D,... kaZe se da su komplanarne ako postoji
ravan koja th sadrzi, u protivnom su nekomplanarne.

Grupu aksioma incidencije sacinjava sledeé¢ih devet aksioma:

I; Svaka prava sadrzi najmanje dve tacke A i B.

Io Postoji najmanje jedna prava koja sadrzi dve tacke A i B.

I3 Postoji najvide jedna prava koja sadrZi dve razne tacke A i B.
14 Svaka ravan sadrzi najmange tri nekolinearne tacke A, B i C.

nteresantno je napomenuti da je jo§ Euklid u svojim Elementima dugo izbegavao
da u dokazima koristi peti postulat. Na taj nacin je dobio ¢itav niz tvrdenja za cCije
dokazivanje nije bio potreban peti postulat, pa se Euklid moze smatrati utemeljivacem
apsolutne geometrije.
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I5 Postoji najmanje jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke A,B i C.
Is Postoji najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke A, B i C.
17 Ako dve razne tacke A i B neke prave p pripadaju nekoj ravni 7, tada
sve tacke prave p pripadaju ravni m.

Is Ako dve ravni o i 8 imaju jednu zajednicku tacku A, onda one imaju
najmange jos jednu zajednicku tacku B.

Iy Postoje éetiri nekomplanarne tacke A, B,C i D.

Prve cetiri aksiome odnose se na geometriju ravni dok se ostalih pet
aksioma odnosi na geometriju prostora. To je i razlog Sto prve cCetiri ak-
siome nazivamo planimetrijskim, a ostalih pet aksoma stereometrijskim ak-
siomama incidencije. U literaturi se aksiome incidencije nazivaju jos i ak-
siomama veze. Kod nekih autora ova grupa aksioma satoji se od osam
aksioma, pri ¢emu su druga i tre¢a aksioma spojene u jednu.

2.3 Posledice aksioma incidencije
Od posledica aksioma incidencije pomenuéemo sledece:

Teorema 2.3.1. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke tada su svake dve
od ngjih medusobno razne.

Dokaz. Ovo tvrdenje se lako dokazuje svodenjem na protivurecnost. O

Teorema 2.3.2. Ako su A, B, C, D céetiri nekomplanarne tacke tada su svake
dve od njih medusobno razne.

Dokaz. Analogno dokazu prethodne teoreme. O
Posledica 2.3.1. Postoje tri nekolinearne tacke.

Teorema 2.3.3. Dve razne prave mogu da imaju najvise jednu zajednicku
tacku.

Dokaz. Neka prave p i g imaju dve razne zajednicke tacke A i B. Na osnovu
aksiome I3 sledi da se prave p i ¢ poklapaju. ]

Teorema 2.3.4. Postoji jedna i samo jedna prava p koja sadrzi dve razne
tacke A i B.

Dokaz. Sledi iz aksioma I i I3. O
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Teorema 2.3.5. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrzi tri nekolin-
earne tacke A, B,C.

Dokaz. Sledi iz aksioma I5 i Ig. O

Teorema 2.3.6. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrzi datu pravu p
1 datu tacku A izvan nje.

Dokaz. Prema aksiomi I; prava p sadrzi bar dve razne tacke B i C. Tacke
A, B i C su nekolinearne, jer bi u suprotnom tacka A pripadala pravoj p
Sto je iskazom teoreme isklju¢eno. Dakle, nekolinearne tacke A, B i C', na
osnovu prethodne teoreme, odreduju ta¢no jednu ravan «. Tacke B i C
prave p pripadaju ravni a odakle na osnovu aksiome I sledi da sve tacke
prave p pripadaju ravni «. Prema tome, tacka A i prava p pripadaju ravni
a. Treba jos dokazati jedinstvenost takve ravni. Ako neka ravan [ sadrzi
tacku A i pravu p, tada ona sadrzi nekolinearne tacke A, B i C. Na osnovu
teoreme 2.3.5. sledi da se ravni « i 8 poklapaju. U

Teorema 2.3.7. Postoji taéno jedna ravan koja sadrzi dve prave p © q koje
se seku u jednoj tacki.

Dokaz. Neka je A presecna tacka pravih p i ¢. Tada, prema aksiomi I; na
pravama p i g postoje tacke B i C redom razli¢ite od tacke A. Tactke A, B
i C' odreduju ta¢no jednu ravan «. Tacke A i B prave p pripadaju ravni o
odakle sledi da sve tacke prave p pripadaju ravni . Na isti naéin tacke A
i C prave g pripadaju ravni o odakle sledi da sve tacke prave ¢ pripadaju
ravni «. Treba jos dokazati jedinstvenost takve ravni. Ako neka ravan (8
sadrzi prave p i ¢, tada ona sadrzi nekolinearne tacke A, B i C, odakle na
osnovu teoreme 2.3.5. sledi da se ravni v i 5 poklapaju. O

Teorema 2.3.8. Ako dve ravni imaju zajednicku tacku, tada je njihov pre-
sek prava.

Dokaz. Neka ravni « i # imaju zajednicku tacku A. Tada prema aksiomi
Is ravni a i B imaju bar jo$ jednu zajednicku tacku B. Na osnovu aksioma
I i I3 tacke A i B odreduju pravu p = AB, Cije sve tacke prema aksiomi I7
pripadaju ravnima « i § pa samim tim i njihovom preseku. Dokazimo jos
da van prave p ravni « i § nemaju drugih zajednickih tacaka. Zaista, ako bi
van prave p postojala zajednicka tacka P ravni « i 8 van prave p, onda na
osnovu teoreme 8.6 postoji jedinstvena ravan koja sadrzi tacku P i pravu p.
To nije moguce, jer su « i 8 po pretpostavci razli¢ite ravni. Dakle, presek
ravni « i 8 je prava p. O
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Definicija 2.1. Zajednicku pravu dveju raznih ravni zvaéemo preseénom
pravom tih ravni.

Teorema 2.3.9. Ako prava p ne pripada ravni w, onda prava p moze sa
ravni T imati najvise jednu zajednicku tacku.

Dokaz. Ako bi prava p imala dve zajednicke tacke sa ravni m onda bi prema
aksiomi I7 sve tacke prave p pripadale ravni 7 §to je u suprotnosti sa uslovom
teoreme. O

Definicija 2.2. Dve prave koje ne pripadaju jednoj ravni su mimoilazne.
Slede¢a teorema opravdava uvodenje pojma mimoilaznih pravih.
Teorema 2.3.10. Postoje mimoilazne prave.

Dokaz. Prema aksiomi Iy postoje Cetiri nekomplanarne tacke A, B, C i
D. Prave p = AB i ¢ = CD su mimoilazne jer bi u suprotnom tacke A,
B, C'i D bile komplanarne, §to je u suprotnosti sa na¢inom na koji smo ih
izabrali. ]

2.4 Aksiome poretka

Euklid u svojim Elementima poredak tacaka na pravoj nije nigde speci-
jalno izdvojio. Razlog za to je bio Sto je poredak na pravoj intuitivno bio
veoma jasan. Uporedivanjem rastojanja tacaka vrSen je i poredak na pravoj.
Prvi koji je uvideo neophodnost aksioma poretka za dokazivanje nekih prosti-
jih stavova o poretku tacaka na pravoj, i strogo uvodenje relacije, bio je
nemacki matematicar Gaus.? Tek je M. Pag® uveo pojam rasporeda tacaka
bez pojma merenja duzi. Kasnije su njegov sistem aksioma upotpunili Peano
u svom delu Nacela geometrije i Hilbert u Osnovama geometrije. Potpun
opis relacije izmedu, kao jedne od osnovnih relacija u geometriji, Hilbert je
dao drugom grupom aksioma.

Ova grupa aksioma opisuje relaciju izmedu koja je ve¢ uvedena kao os-
novni pojam. Grupu aksioma poretka ¢ine slede¢ih Sest aksioma:

2Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855) je nemacki matematic¢ar i nauénik poznat po
klju¢nom doprinosu razvoju teorije brojeva, analize, diferencijalne geometrije, geodezije,
magnetizma, astronomije i optike.

3Moric Pas (1843-1930), nemacki matemati¢ar. U svojim Predavanjima o novijoj ge-
ometriji iz 1882 on je aksiomatski uveo raspored tacaka na pravoj bez pojma merenja
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I, Ako su A, B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A,B,C),* tada su
tacke A, B, C medusobno razlicite.

II, Ako su A,B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A,B,C) tada je
B(C,B,A).

II3 Ako su A, B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B,C) tada nije
B(A,C,B).

114 Ako su A, B dve razne tacke neke prave p, tada na pravoj p postoji
tacka C' takva da je B(A, B,C).

15 Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke, tada vazi najmange jedna od
relacija B(A, B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

IIg Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke ravni w i prava | pripada ravni
7, ne sadrzi tacku A i sece pravu BC wu tacki P (Slika 2.1) takvoj da je
B(B, P,C), tada prava | sece pravu AC u tacki Q koja je izmedu tacaka A
i C ili pravu AB u tacki R koja je izmedu tacaka A i B.

A

Slika 2.1.

Aksioma Ilg. naziva se PaSova aksioma. Prvih pet aksioma poretka
odnose se na geometriju prave, pa je to razlog sto ih nazivamo linearnim
aksiomama. PaSova aksioma se oc¢igledno odnosi na geometriju ravni. Na-
pomenimo da nije mogucée uvesti u potpunosti poredak na pravoj bez prime-
ne PaSove aksiome poretka. Ukoliko bismo izbacili Pasovu aksiomu, u cilju
izgradivanja geometrije poretka na pravoj uz pomo¢ samo linearnih aksioma,
morali bismo da dodamo nove aksiome. To su teoreme 2.5.3., 2.5.5. 1 2.5.6.,
koje ¢emo dokazati kao posledice Pasove aksiome.

4Oznaku B za troelementnu relaciju izmedu prvi su uveli u svojim Osnovima geometrije
iz 1955. godine K. Borsuki W. Smielova kao pocetno slovo engleske re¢i between, §to znaci
izmedu.
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2.5 Posledice aksioma poretka

Teorema 2.5.1. Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke tada vazi jedna
i samo jedna od relacija B(A, B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

Dokaz. Prema Aksiomi II5. vazi bar jedna od navedenih triju relacija jer
su po pretpostavci A, B, C' tri razne kolinearne tacke. Bez gubitka opstosti
dokaza pretpostavimo da vazi B(A, B, C). Treba pokazati da ne vaze relacije
B(A,C,B) i B(C, A, B). Prema Aksiomi II3. iz B(A, B,C) sledi da nije
B(A,C,B). 1z B(A, B, C) prema Aksiomi Ils vazi B(C, B, A), a odavde na
osnovu Aksiome II3 sledi da nije B(C, A, B). O

Teorema 2.5.2. Ako su A,B,C tri nekolinearne tacke, a D,E,F tacke
pravih BC, CA, AB takvih da je B(B,D,C), B(C,E,A), B(A, F, B), tada
tacke D, E, F ne pripadaju jednoj pravoj.

Slika 2.2.

Dokaz. Kako je B(C,E,A) i B(A, F,B) tatke E i F su razlicite od tacke
A. Buduéi da su AB i AC razli¢ite medu sobom sa zajednickom tackom A,
tacke E i F' su razli¢ite medu sobom. Takode ¢e biti tacke F' i D a takode
D i E razlicite medu sobom te su tacke D, E, F razlicite medu sobom
(Slika 2.2). Pretpostavimo da su one kolinearne tj. da pripadaju pravoj s.
Kako su D, E, F' tri razne kolinearne tacke, tada prema prethodnoj teoremi
vazi ta¢no jedna od relacija B(D, E, F'), B(D, F,E), B(E, D, F'). Neka je na
primer B(F, D, E). Pri tome su A, F, E tri razne nekolinearne tacke. Prava
BC je u ravni odredenoj tackama A, F, E, ne sadrzi tacku A i sece prave
FE, EA, AF redom u tackama D, C, B takvim da je B(F, D, E), B(C, E, A)
i B(A, F, B) sto je prema Pasovoj aksiomi nemoguce. Sledi da ne moze biti
B(F,D,E). Slicno se dokazuje da nije B(F, E, D) i da nije B(E, F, D) pa
tacke D, E/, F' ne pripadaju jednoj pravoj. O
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Teorema 2.5.3. Ako su A i B dve razne tacke tada na pravoj AB postoji
tacka C' takva da je B(A,C,B).

Slika 2.3.

Dokaz. Neka je D bilo koja tacka koja ne pripada pravoj AB. Egzistencija
te tacke sledi iz aksiome Ig. Kako je tacka D van prave AB, tacke Bi D su
razlicite medu sobom te na pravoj BD postoji prema aksiomi II; tacka F
(Slika 2.3) takva da je B(B, D, F), E je van prave AB pa mora biti razlicita
od A. Dakle, prema Aksiomi II4 na pravoj AE postoji tacka F' takva da je
B(A,E,F).

Primenom prethodne teoreme na tacke A, B, ¥ koje su tri nekolinearne
tacke, i pravu DF u ravni odredenoj tim tackama koja ne sadrzi tacku A
i se¢e pravu BE u tacki D takvoj da je B(B, D, E) zakljuéujemo da prava
DF mora da sece ili pravu AE u tacki koja je izmedu tacaka A i E ili
pravu AB u tacki koja je izmedu tacaka A i B. Lako se dokazuje da je prvi
slu¢aj nemogué. Dakle, prava F'D sece pravu AB u nekoj tacki C tako da
je B(A,C, B). O

Teorema 2.5.4. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke, D, E redom tacke
pravih AB, AC' takve da je B(A, D, B), B(A, E,C) tada se prave BE i CD
seku u nekoj tacki F takvoj da je B(B, F,E) i B(C,F, D).

Dokaz. Teorema se dokazuje koriS¢éenjem prethodne teoreme, ¢injenice da
A ¢ DE jer je D # E, E # A i koris¢enjem PasSove aksiome (Slika 2.4) za
tacke D, A,C i pravu BE. O

Teorema 2.5.5. Ako su A,B,C,D Z¢etiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(B,C,D) tada je B(A,C,D) i B(A, B, D).



2.5. Posledice aksioma poretka 25

Slika 2.4.

Dokaz. Neka je I prava kojoj pripadaju tacke A, B, C'i D i neka je E
proizvoljna tacka (Slika 2.5) van prave [ i F' tacka takva da je B(D, E, F).
Kako je B(D,E,F) i B(B,C, D), to primenom PaSove aksiome na tacke
B, D, E i pravu CF sledi da prava C'F sece BE u tacki G takvoj da je
B(B,G, E). Takode iz B(A, B,C) i B(B,G, E) primenom Pasove aksiome
na tacke A, B, E i pravu CF sledi da prava CF sece pravu AE u tacki
H takvoj da je B(A, H, E). Sada prava C'F sete AE u tacki H tako da je
B(A, H, E) apravu DE u tacki u tacki F' tako da je B(D, E, F'), to na osnovu
Pasove aksiome primenjene na tacke A, D, E i pravu C'F sledi B(A,C, D).

Iz B(A, B,C) i B(B,C, D) na osnovu aksiome IIy sledi da je B(C, B, A)
i B(D,C, B), odakle na osnovu dokazanog dela sledi B(D, B, A), odakle je
B(A, B, D). O

A B C\ D

Slika 2.5.

Teorema 2.5.6. Ako su A, B, C i D cetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(A,C, D), tada je B(B,C,D) i B(A, B, D).
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Dokaz. Neka je E tacka van prave [ odredene tackama A, B, Ci D i F
tacka takva da je B(D, E, F'). Primenimo Pasovu aksiomu na tacke A, D, E i
pravu CF. Tadaiz B(A,C,D)iB(D, E, F) sledi da prava CF se¢e pravu AE
u tacki H takvoj da je B(A, H, E). Analogno, iz B(A, B,C)iB(A, H, E), pri-
menom Pagove aksiome na tacke A, B, E i pravu C'F, zaklju¢ujemo da prava
CF sece pravu BE u tacki G takvoj da je B(B, G, FE). Ponovnom primenom
Pasove aksiome na tacke D, E, Bipravu CF iz B(B,G,E)iB(D, E, F) sledi
B(B,C, D), ¢ime je dokazana prva relacija. Sada iz B(A, B,C) i B(B,C, D)
na osnovu Teoreme 2.5.5. sledi i B(A4, B, D) O

Teorema 2.5.7. Ako su A, B,C, D cetiri kolinearne tacke takve da je C #
D, B(A,B,C) i B(A, B, D) tada je B(B,C,D) i B(A,C,D) ili B(B,D,C)
i B(A,D,C).

Dokaz. Tatke A, C'i D su tri nekolinearne tacke. Tada prema Teo-
remi 2.5.1. vazi ta¢no jedna od relacija B(A, C, D), B(C,D, A), B(D, A,C).
Ako bi vazila relacija B(A,C, D), tada na osnovu Teoreme 2.5.6. vazi i
B(B,C,D), cime je prva relacija dokazana. Ako bi bilo B(C, D, A) tada
bi vazilo i B(A, D, (), a kako je jos B(A, B, D), prema Teoremi 2.5.6. sledi
B(B,D,C), tj. vaziidruga relacija. Ako bi vazila relacija B(D, A, C) tada bi
iz B(A, B, D), tj. B(D, B, A) sledilo B(B, A, C'), §to protivureci pretpostavci
teoreme da je B(A, B,C). O

Relacija B uzeta je kao relacija ”izmedu” i ona je troelementna. Medutim,
ona se moze uopstiti, te mozemo definisati n-toelementnu relaciju ”izmedu”.

Definicija 2.1. Konacan skup kolinearnih tacaka {Aj, As,..., A},
n > 3, je linearno ureden ako za svako 1 < i < j < k < n vaze relacije
B(A;, Aj, A). To oznacavamo B(A1, Az, ..., Ay).

Sa ovako uvedenom relacijom B u moguénosti smo da govorimo o li-
nearnom poretku tacaka na jednoj pravoj. Teoreme 2.5.5., 2.5.6. i 2.5.7.
mozemo formulisati redom na sledeéi nacin:

Teorema 2.5.8. Ako su A,B,C,D Ccetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(B,C, D) tada je B(A,B,C, D).

Teorema 2.5.9. ako su A, B, C i D cetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(A,C,D), tada je B(A,B,C, D).

Teorema 2.5.10. Ako su A,B,C,D Ccetiri kolinearne tacke takve da je
C # D, B(A,B,C)iB(A,B,D) tada je B(A,B,C, D) ili B(A,B,D,C).
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Ako konatno mnogo puta primenimo Teoremu 2.5.8. dobijamo:

Teorema 2.5.11. Ako je {A;, As, ..., An} konacan skup od n kolinearnih
tacaka takvih da za svako i = 1,2,...,n — 1 vazi relacija B(A;—1, A;, Ait1)
tada vazi relacija B(A1, Aa, ..., Ap).

Jos je Euklid u svojim Elementima pretpostavio da su dva geometri-
jska lika podudarna ako se kretanjem mogu dovesti do poklapanja. Peano
u svom delu Nacela geometrije je pojam kretanja prihvatio kao jedan od
osnovnih pojmova geometrije. Pas, Veroneze a zatim i Hilbert su u svojim
radovima posli od podudarnosti kao nedefinisane relacije, a uveli su je odgo-
varaju¢im aksiomama. Dok Pas i Veroneze usvajaju samo podudarnost duzi
kao osnovnu relaciju a podudarnost uglova definisu, Hilbert i podudarnost
duzi i podudarnost uglova uvodi aksiomama. Mi ¢emo ovde aksiomama
uvesti podudarnost parova tacaka umesto podudarnosti duzi i uglova.’

2.6 Aksiome podudarnosti i njihove prve posledice

Relaciju podudarnosti parova tacaka prostora S3 (koju oznacavamo:
(A,B) = (C, D) ili C(A, B;C, D)) karakterise slede¢a grupa aksioma:

I11; Za svake dve tacke A,B € S3 je (A, A) = (B, B).

111y Za svake dve tacke A,B € S3 je (A, B) = (B, A).

1113 Ako su A,B,C,D,E, F € S3 takve da je (A,B) = (C,D) i (A, B) &
(E,F) tada je (C,D) = (E, F).

Il Ako su C i C' tacke otvorenih duzi (AB) i (A'B’) redom, takve da je
(A,C) = (A, C") i (B,C) = (B,C"), tada je (A,B) = (A", B').

III5 Ako su A i B dve razne tacke i ako je A’ kraj neke poluprave p, tada
na polupravoj p postoji tacka B’ takva da je (A, B) = (A", B').

II1g Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i A', B' dve razne tacke ruba neke
poluravni ' takve da je (A', B') = (A, B), tada u poluravni ' postoji tacno
jedna tacka C' takva da je (A,C) = (A',C") i (B,C) = (B',C").

IIT; Ako su A,B,C 1 A', B',C" dve trojke nekolinearnih tacaka i D i D’
(Slika 2.6) tacke polupravih BC i B'C’ takve da je (A, B) = (A', B), (B,C) =
(B',C"), (C,A) = (C",A") i (B,D) = (B',D’) tada je (A, D) = (A", D’).

Teorema 2.6.1. Relacija podudarnosti parova tacaka je relacija ekvivalen-
cije.

®To je nacin na koji je uvedena podudarnost u Osnovama geometrije Borsuka i Smielove.
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A A

B C D B C D'

Slika 2.6.

Dokaz. (i) Refleksivnost. Neka su A i B dve razne tacke. Prema Aksiomi
I1I; imamo da je (B, A) = (A, B) i (B, A) = (A, B) odakle je prema Aksiomi
113 (A, B) = (A, B), tj. relacija podudarnosti parova tacaka je refleksivna.
(ii) Simetricnost. Neka je (A, B) = (C,D). Kako je jos (4,B) = (A, B)
prema Aksiomi I1I3 sledi da je (C, D) = (A, B), tj. relacija je simetri¢na.

(iii) Tranzitivnost. Neka je (A,B) = (C,D) i (C,D) = (E,F). Tada je
(C,D)=(A,B)i(C,D) = (E, F), odakle prema Aksiomi III3 sledi (A4, B) =
(E, F), tj. relacija podudarnosti parova tacaka je i tranzitivna relacija. [

Teorema 2.6.2. Ako su A i B dve razne tacke i C kraj neke poluprave p
tada na polupravoj p postoji jedinstvena tacka D takva da je (A, B) = (C, D).

>{P >{Q
A B C D\ E

Slika 2.7.

Dokaz. Egzistenciju tatke D omogucava Aksioma IIl5. Prema tome do-
voljno je dokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da na polupravoj p postoji
jos jedna tacka F, razlicita od D, takva da je (A,B) = (C,E). Neka je
P (Slika 2.7) proizvoljna tacka koja ne pripada pravoj AB. Tada na os-
novu Aksiome IIlg u jednoj od poluravni sa rubom CD postoji jedinstvena
tacka @ takva da je (A,P) = (C,Q) i (B,P) = (D,Q), pa na osnovu
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Aksiome III7 imamo (B, P) = (E,Q). Dakle, A, B, P su tri nekolinearne
tacke a C'i @ tacke na rubu poluravni (CQD) takve da je (A4, B) = (C, D),
(B,P)=(D,Q)i(A,B)=(C,E), (B,P)=(E,Q), sto je u suprotnosti sa
Aksiomom IIlg. O

Teorema 2.6.3. (Osnovna teorema o podudarnosti parova tacaka) Ako su
A, B,C tri razne tacke neke prave | i A', B’ tacke neke prave l' takve da
je (A, B) = (A", B') tada postoji jedna i samo jedna tacka C' takva da je
(A,C) = (A,C") i (B,C) = (B,C"), pri tome tacka C' pripada pravoj .
Osim toga, poretku tacaka A, B,C na pravoj I odgovara analogan poredak
tacaka A', B',C" na pravoj l'.

Dokaz. Neka vazi raspored tacaka B(A,C, B). Pokaza¢emo najpre egzis-
tenciju tacke C’. Na polupravoj A’B’ postoje tacke C' i B” takve da je
(A,C) = (A,C") 1 (B,C) = (B",C"). Prema Aksiomi III4 sledi da je
(A, B) (A’, B”). Primenom prethodne teoreme sledi da je B” = B’.
Prema tome, dokazali smo da postoji tacka C’ takva da je B(A',C’", B),
(A,C) =2 (A,C") i (B,C) = (B',C"). Dokazimo sada jedinstvenost tacke
C'. Neka je C] (Slika 2.8) tacka koja zadovoljava iste uslove kao i tacka C.
Ako je tacka C] na pravoj I’ tada na osnovu prethodne teoreme sledi da
je B(C1, A", C") a kako je jos B(A',C’, B'), tacke C' i C] bi pripadale istoj
polupravoj B’A’ pri ¢emu je (B,C) = (B',C") i (B,C) = (B',CY}), sto je
ponovo u suprotnosti sa prethodnom teoremom.

i i

B

Slika 2.8.

Neka je sada tacka C van prave I’. Tada prema Aksiomi Il u jednoj od
poluravni ¢iji je rub prava [ postoji tacka C takva da je (A,Cy) = (A, C))
i (B,C1) = (B',C]). Primenom Aksiome III; zakljuéujemo (Cp,C) =
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(C1,C"). Ako je B} € A'C] takva da je B(A',C1,By) i (C',B") = (C}, B})
onda prema aksiomi III7 imamo (C’, B}) = (C1,B’). U tom slucaju bice
tacke B, C, C; nekolinearne a tacke C’ i C] na rubu neke poluravni 7 koja
sadrzi tacke B’ 1 B pri ¢emu je (C,C1) = (C',C]). U tom slucaju bi u
poluravni 7 postojale dve razne tacke B’ i B} takve da je (C, B) = (C’, B)
i(Ch,B) = (C1,B), (C,B) = (C1,B}) i (C1,B) = (C',B}), §to je prema
Aksiomi IIlg nemoguée. Slucajevi B(A, B,C) i B(B, A,C) razmatraju se
analogno. OJ
U odnosu na relaciju podudarnosti parova tac¢aka mozemo da uvedemo i
nesto Sire definisanu relaciju koja ¢ée se odnositi na uredjene trojke, cetvorke,
.., n-torke tacaka. Cinjenicu da je (A, B) = (A", B'), (B,C) = (B',C") i
(A,C) = (A", C") oznacavacemo (A, B,C) = (A',B’,C"). Analogno tome
mozemo definisati relaciju podudarnosti uredenih n-torki:

(A1, Ag,...,Ap) = (AL AL, ... AL)

ako za svako i,j € {1,...,n} vazi (4;, A;) = (4], A)).
2.7 Dedekindova aksioma neprekidnosti

Grupa aksioma neprekidnosti sastoji se od samo jedne aksiome.

IV; (Dedekindova aksioma neprekidnosti) Ako su M i N dva nepraz-
na skupa tacaka orjentisane prave p tako da za proizvoljnu tacku P skupa M
i prizvoljnu tacku Q skupa N wazi da je tacka P ispred tacke Q (P < @),
tada na pravoj p postoji tacka X takva da za svaku tacku P € M\{X} 1
Q € N\{X} vazi relacija P < X < Q.

Navedena aksioma je dovoljna da se izvede kompletna teorija neprekid-
nosti u apsolutnoj geometriji. Kao posledice Dedekindove aksiome neprekid-
nosti naveséemo Arhimedov stav za duzi i Kantorovu aksiomu.

Teorema 2.7.1. ( Arhimedov stav za duzi) Ako su AB i CD dve duzi
takve da je AB > CD tada postoji prirodan broj n takav da je

nCD < AB < (n+1)CD.
Arhimedov stav za duzi moze se formulisati i na sledeéi nacin:

Neka su AB i CD dve duZi i neka su A1, Ao, As, --- tacke prave AB takve
da je
B(A, A1, Az), B(A1, Az, A3), B(Az, A3, Ag), -+~
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AA; =2 A1As 2 AgAs = -2 CD.
Tada postoji prirodan broj n takav da je ili B = A,, ili B(An, B, Apt1).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji beskonacan
niz duzi AA; = A1Ay = -+ B(A, Ay, Ag), B(A1, Ag, As), B(Ag, Az, Ay), -,
koje su sve sadrzane u AB. Na pravoj AB izaberimo takav raspored tacaka
da je A < B. Sve tacke prave AB podelimo na dve klase. Neka prvoj klasi
M pripadaju sve tacke prave AB koje su ispred tacke A,. Neka su u drugoj
N sve ostale tacke prave AB. Tada je svaka tacka prave AB sadrzana u
jednoj i samo jednoj klasi. Klase M i N su neprazni skupovi. Zaista, klasi
M pripada tacka A, a klasi N tacka B. Pored toga svaka tacka prve klase
je ispred svake tacke druge klase. Na osnovu Dedekindove aksiome postoji
jedinstvena tacka X prave AB koja vrsi presek prave AB. Tacka X nije
tacka klase M. Takode tacka X je tacka koja je ispred svih tacaka klase N.
Na osnovu aksiome I1I5 postoji tacka C' takva da je

C-<X, XC = A1As.

Kako je C' < X to tacka C' ne moze biti tacka klase /. Prema tome tacka
C pripada klasi M. Prema definiciji klase M sledi C < A, i C < Ap,y;1.
Prema tome, svaka od tacaka A, i A,+1 je izmedu tacaka X i C, odakle
sledi ApAn11 < CX, §to je u suprotnosti sa XC =2 A, Ap11 O

Teorema 2.7.2. Ako su a i b proizvoljne duzi takve da je a < b, tada za
proizvoljnu duz c postoje prirodni brojevi m i n takvi da je

m
a< —c<b.
2TL

Dokaz. Iz Arhimedove teoreme, s obzirom na to da je a < b sledi da postoji
prirodan broj n takav da je ¢ < 2™(b — a), odakle sledi

1
2—nc <b-a.
Za duzi 2% i a moze nastupiti jedan od slucajeva:

(i) ge> aili (ii) she < a.
(i) Ako je 2%c>aondajea<2%c<b—a<b,tj.

1
a<270<b,
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¢ime je teorema dokazana. U ovom slucaju je m = 1.
(ii) Ako je 2%(: < a, tada na osnovu Arhimedovog stava postoji prirodan
broj m takav da je

1
(m — 1)270 <a< Mo €

Tada je
1 1 1
a<m2—nc:Q—nc+(m—1)2—nc<b—a+a:b,
tj.
a<ﬁc<b.

on
U

Teorema 2.7.3. (Kantorov stav) Ako beskonacan niz zatvorenih duZi
[AoBol, [A1B1], [A2Bs], ... neke prave p zadovoljava uslove:

(i) svaka duz tog niza sadrzi sledeéu duz,

(ii) ne postoji duz koja je sadriana u svim duZima tog niza;
tada postoji jedinstvena tacka X koja je sadriana u svim duzima tog niza.

Dokaz. Neka je [AoBol, [A1B1], [A2B2], ... beskonacan niz duzi prave p,
tako da je [An+1Bny1] C [AnBy] za svaki prirodan broj n i ne postoji duz
koja pripada svim duzima tog niza.

Na pravoj p izaberimo orjentaciju tako da je A, < B, za svako n € N.
Ukoliko za neko n to nije zadovoljeno oznac¢imo A, sa B, i obrnuto. Tacke
prave p podelimo na dve klase M i A/, tako da tacka pripada prvoj klasi M
ako je ispred neke tacke A,, (samim tim ona je i ispred tacaka A, 1, Ant2,
--+). Drugoj klasi N neka pripadaju sve ostale tacke prave p. Ocigledno je
da je svaka tacka prave p u jednoj i samo jednoj od klasa M i N. Takode
obe klase su neprazne jer je npr., A; € M a B; € N. Tacke klase M su
ispred tacaka klase /. Dakle svi uslovi Dedekindove aksiome su zadovoljeni.
Prema tome postoji tacka X koja vrsi presek prave p na klase M i N. Znagci
tacka X je iza svih tacaka Aj, As,--- , Ay, - klase M a ispred svih tacaka
B1,Bg,-+ , By, -+ klase N, tj. tacka X pripada duzi [A,B,] za svako
n € N.

Dokazimo jo§ jedinstvenost. Neka je Y jo$ jedna tacka koja pripada
svakoj tacki datog niza. Tada bi i svaka tacka Z duzi XY pripadala svakoj
duzi pomenutog niza, tj. cela duz XY bi pripadala svakoj duzi niza [AgB],
[A1B1], [A2Bs], ..., §to je nemogute. O

Definicija 2.1. Niz duzi [AgBy], [A1B1], [A2B2], ... neke prave p je Kan-
torov niz ako:
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(i) svaka duz tog niza sadrzi sledeéu duz,
(ii) ne postoji duz koja je sadrzana u svim duzima datog niza duzi.

Teorema 2.7.4. Ne postoji duZ manja od svake duzi Kantorovog niza.

Dokaz. Ozna¢imo sa X jedinstvenu tacku koja je sadrzana u svim duzima
Kantorovog niza duzi [A;B1], [A2Bal,. .. ,[A,By], .. .neke prave p. Tada je
B(Ag, X, By), za svako k € N. Mozemo pretpostaviti da su sve tacke Ay sa
jedne a sve taCke By sa druge strane tacke X. Kako je Ay Br = Ay XUXBy i
Ax By D Api1Bi1 to tacka Agyq pripada duzi Ag1X atacka By, pripada
duzi X Bgy1. Oznacimo sa z proizvoljnu duz prave p. Tada na pravoj p

postoje tacke A i B takve da je tacka X srediste duzi, AB >z, A, A = X

i By, B = X. Kada na duzi AX ne bi bilo ni jedne od tacaka Ay, tada bi
bilo B(Ag, A, X) za svako k € N, odakle sledi da bi duz AX pripadala svim
duzima Kantorovog niza, $to je nemoguce, pa su za dovoljno veliko n sve
tacke Ay, k > n, izmedu tacaka A i X. Analogno, za dovoljno veliko n su

sve tacke By, k > n, izmedu tacaka X i B. To znaci da za dovoljno veliko
n duz AB sadrzi svaku od duzi AgBg, k > n, odakle je A, B, < z. O

Cesto se umesto Dedekindove aksiome uzimaju Arhimedov i Kantorov
stav kao aksiome neprekidnosti. Neka uz prve tri grupe aksioma vaze Arhime-
dov i Kantorov stav.

Dokaz Dedekindove aksiome. S obzirom na ¢injenicu da su M i N
neprazni skupovi, to postoje tacke M7 i N koje pripadaju redom skupovima
M i N. Oznac¢imo sa S; srediste duzi M1N;. Kako je S tacka prave p
to ona pripada tacno jednom od skupova M i N. Ukoliko tacka S pri-
pada skupu M, ozna¢imo je sa Ms, a tacku N sa Na, a ako S; pripada
skupu N oznacimo je sa Ny a tacku M; sa Ms. Neka je sada Sy srediste
duzi MyN>. Primenom pomenutog postupka dobijamo niz zatvorenih duzi
[M1Ny], [MaNs),. .. ,[MyNy],...od kojih svaka sadrzi slede¢u i

1
My 1 N1 = §Mka-

Dokazimo da ne postoji duz koja je sadrzana u svim duzima konstru-
isanog niza duzi. Ako bi x bila takva duz, onda bi za svako k vazilo
r < MpNp. Medutim po konstrukciji je MpN, = Qk—l_lMlNl, odakle je
T < 2k#_lMlNl, tj. 28 'z < M Ny, za svako k € N, §to je u suprotnosti sa
Arhimedovim stavom. Dakle, niz [MyNi], [MaNa],...,[Mp,Ny], ... je Kan-
torov, pa postoji jedinstvena tacka X koja pripada svim duzima pomenutog
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niza. Iz konstrukcije niza duzi [M;Ng], k € N, sledi da su sve tacke niza
{ M }ken sa jedne strane tacke X, a sve tacke niza { Ny }ren sa druge strane
tacke X. Tacka X pripada samo jednom od skupova M i N.

Ako je M # X proizvoljna tacka skupa M tada ne moze biti B(My, X, M)
jer bi postojala tacka skupa N izmedu dveju tacaka skupa M. Analogno,
ako je N # X tacka skupa N tada ne moze biti B(N, X, Ni) jer bi postojala
tacka skupa M koja je izmedu N i X. Dakle, postoji jedinstvena tacka X
koja razdvaja tacke skupova M i N, tj. za svaku tacku P € M\{X} i
Qe M{X}vazi P < X < Q. O

Stavovi analogni Arhimedovom i Kantorovom stavu mogu se pokazati i
za uglove.

2.8 Posledice aksioma neprekidnosti

Mnoge teoreme koje su naizgled ocigledne ne mogu se dokazati bez
primene aksioma neprekidnosti. Sada ¢emo navesti nekoliko primera takvih
teorema.

Teorema 2.8.1. Ako je dat krug k(O,r) i tacka P unutar kruga k tada
proizvoljna prava | u ravni kruga k koja sadrzi tacku P ima sa krugom k
dve zajednicke tacke.

Dokaz. Mogu nastupiti dva slucaja:

(i) Prava [ sadrzi srediste O kruga k,

(ii) Prava [ ne sadrzi srediste O kruga k.

(i) Neka tacka O pripada pravoj [. Tada postoje tacke X i Y na pravoj
[ sa raznih strana tacke O takve da je OX = r i OY = r, pa prava [ ima sa
krugom k(O,r) dve zajednicke tacke X i Y.

(ii) Neka sada tacka O ne pripada pravoj [ (Slika 2.9). Oznacimo sa Ay
podnozje normale iz tacke O na pravoj [. Tada ¢e biti OAy < OP. Kako je
tacka P unutar kruga k bice OP < r, te jei OAp < r. Odredimo na pravoj [
sa bilo koje strane tacke Ag tacku By takvu da je AgBy = r. U pravouglom
trouglu AOABy hipotenuza OBy je veta od katete AgBg pa je OBy > r,
tj. tacka By je van kruga k. Neka je Cy srediste duzi AgBy. U tom sluc¢aju
za tacku Cy mogu nastupiti tri moguénosti: OCy = r, OCy < r i OCy > r.

Ako je OCy = r tvrdenje sledi neposredno. Ako je tacka Cy unutar
kruga k oznacimo sa A; tacku Cy a sa B tacku By. Ako je Cy izvan kruga
k oznac¢imo A; tacku Ag a sa By tacku Cy. U oba slucaja je je OA; < r
i OBy > r, duz A1B; je jednaka polovini duzi AgBy i sadrzana je u njoj.
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Slika 2.9.

Oznac¢imo sa C srediste duzi A1 B;. Za tacku C7 imamo sledeé¢e moguénosti:
OCy = r,0C; <rili OCy > r. Ako je OCy = r, onda je C presecna tatka
prave [ i kruga k. Ako je OC71 > r obelezimo sa As tacku Ay a sa By tacku
C1, a ako je OC1 < r onda ozna¢imo sa As tacku Cy a sa By tacku By. U
oba slucaja je OAs < r, OBy > r, duz As By jednaka je polovini duzi A By
i sadrzana je u njoj.

Nastavljajuéi taj postupak posle n koraka dobijamo da je

1
OA,<r, OB,>r, A,B,= 2714030, [Aan] C [An—an—l]-

Prema tome, dobili smo niz zatvorenih duzi [A, B,] za koji vazi:

(i) svaka duz tog niza sadrzi sledecu,

(ii) ne postoji duz sadrzana u svim duzima tog niza.

Zaista, jer ako bi postojala takva duz d koja bi pripadala svim duzima
tog niza duzi, tada broj n mozemo izabrati tako da duz [A, B,] bude manja
od bilo koje unapred zadate duzi, pa i od duzi d, pa bi veta duz d bila
sadrzana u manjoj duzi A, B,, §to je nemoguce.

Dakle, zadovoljeni su svi uslovi Kantorovog stava za duzi pa postoji
jedinstvena tacka X koja pripada svim duzima tog niza duzi. Dokazimo da
tacka X pripada krugu k, tj. da je jedna od presecnih tacaka prave [ i kruga
k. Dovoljno je da dokazemo da je OX = r. Za duzi OX ir vazi ta¢no jedna
od sledece tri moguénosti:

(i) OX <, (i) OX > ri (i) OX = r.

(i) Neka je OX < r. Tada postoji neka duz € takva da je OX =r—e. Iz
trougla AOX B,, imamo OB,, < OX + X B,,. Tacka X pripada duzi [A,By],
pa je X B, < A,B,. Broj n mozemo izabrati dovoljno veliki da duz [A, By,]
bude manja od bilo koje unapred zadate duzi e. Tada je XB,, < € pa je
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OB, <r —e+¢e=r. Dakle, dobili smo da tacka B, pripada unutrasnjosti
kruga Sto predstavlja kontradikciju. Prema tome nije OX < 7.

(ii) Analogno se dokazuje da nije OX > r.

(iii) Znaéi, mora biti OX = r, tj. tacka X pripada krugu k.

Za tacku Y prave [ simetri¢nu tacki X u odnosu na tacku Ag neposredno
se dobija da pripada krugu k. Dakle, prava [ i krug k£ imaju dve zajednicke
tacke X iY. Nije tesko zakljuciti da osim ovih dveju tacaka krug k i prava
[ nemaju drugih zajednickih tacaka. (|

Dokaz ove teoreme se ne moze izvesti bez upotrebe aksioma neprekid-
nosti.

Teorema 2.8.2. Ako dva kruga k i k' pripadaju jednoj ravni i ako jedan od
ta dva kruga, npr. k' sadrZi neku tacku A koja se nalazi unutar kruga k 1
neku tacku B van kruga k, tada krugovi k 1 k' imaju dve zajednicke tacke.

Slika 2.10.

Dokaz. Neka su O i O" (Slika 2.10) sredista a r i ' poluprecnici redom kru-
gova k i k'. Oznacimo sa s medijatrisu jednog od uglova £ AO’B. Poluprava
s ima sa krugom k' jednu zajednicku tacku, oznacimo je sa C. Pri tome je
ili OC Zrili OC < rili OC > r. Ako je OC = r tada je tacka C jedna
zajednicka tacka krugova k i k’. Ako je OC < r obelezimo sa A; tacku C a
sa Bi tacku B. Ako je pak OC > r obelezimo sa A; tacku A a sa By tacku
C. U oba slucaja je OA; <r, OBy >ri £A10'By = %&AO’B.
Konstruisimo medijatrisu ugla £A;0'B; i ozna¢imo sa C; zajednicku
tacku medijatrise sq i kruga k’. Za tacku C} postoje tri moguénosti: OC =
r, OC1 < rili OCy > r. Ako je OC = r tada je tacka C; zajednicka tacka
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krugova k i k’. Ako je OCy < r oznacimo sa As tacku C; a sa By tacku
By, a ako je pak OCy > r onda ozna¢imo sa As tacku A; a sa By tacku Cf.
Tada je u oba slucaja OAy < r, OBy > 11 LA30'By = %KAO’B.

Nastavljajudi taj postupak dobijamo tacke A,, i B, takve da je OA,, < r,
OB, >ri£A,0'B, = 3-4A0'B. Na taj nacin je dobijen neograni¢en niz
zatvorenih uglova [{AO'B], [{A10'B1], [£A20'Bs], ... koji zadovoljavaju
sledece uslove:

(i) svaki ugao iz tog niza sadrzi slededi,

(ii) ne postoji ugao sadrzan u svim uglovima tog niza.

Tada, prema Kantorovom stavu za uglove sledi da postoji jedinstvena
poluprava s’ sadrzana u svim uglovima tog niza. Oznac¢imo sa X tacku te
poluprave takvu da je O'X = 7/, odnosno tacku u kojoj poluprava s’ sece
krug k’. Dokazimo da tacka X pripada i krugu k. U tom sluc¢aju za tacku
X mogu nastupiti tri moguc¢nosti: (i) OX = r, (ii) OX < rili (iii) OX > r.

(i) Neka je OX < r. U tom slu¢aju postoji neka duz e takva da je
OX =r —e¢e. U trouglu AOXB, je OB, < OX + XB,. Broj n mozemo
izabrati tako da tetiva A, B, bude manja od bilo koje unapred zadate duzi
e. Kako je tactka X unutrasnja tacka duzi A,, B,] to je XB, < A, B, pa
je XB, < . Prema tome imamo da je OB, < r—¢ec+¢e =7, pa je B,
unutrasnja tacka kruga k sto je u kontradikciji sa konstrukcijom niza tacaka
By, By, B, ... Dakle nije OX < r.

(ii) Na potpuno isti nac¢in i pretpostavka OX > r dovodi do kontradik-
cije.

(iii) Prema tome mora biti OX = r, tj. tacka X pripada krugu k.

Razmatranjem drugog ugla £ AO’ B analognim postupkom dobijamo dru-
gu presecnu tacku Y krugova ki k. O

Teorema 2.8.3. Ako je u ravni dat krug k(O,r) i tacka P van tog kruga,
tada kroz tacku P postoje dve i samo dve prave koje dodiruju krug k(O,r) .

Dokaz. Tacka P je van kruga k(O,r) pa je OP > r. Dakle, na polupravoj
OP postoji tacka @ (Slika 2.11) takva da je OQ = r. Tacka @ pripada
krugu k. Neka je ¢ prava upravna na pravu OP u tacki Q. Neka je k' krug
sa sredistem u tacki O i poluprecnikom OP. Kako je OQ < OP tacka Q) ¢e
biti unutar kruga k’. Prava ¢ sadrZi unutrasnju tacku @ kruga k' te prava
q i krug k¥’ imaju dve zajednicke tacke M i N. Poluprave OM i ON seku
krug k(O,r) u dvema tackama A i B. Kako su A i P dve razne tacke one
odreduju ta¢no jednu pravu a. Sli¢no tacke B i P odreduju ta¢no jednu
pravu b. Dokazatemo da prave a i b imaju sa krugom k samo po jednu
zajednicku tacku. Dovoljno je da ustanovimo da je L{OAP = {OBP = R.
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Slika 2.11.

Kako je AOAP =2 AOQM i £L0QM prav bice LOAP prav. Odatle sledi da
je prava a tangenta kruga k. Analogno se pokazuje da je i prava b tangenta
kruga k£ u tacki B. Prema tome postoje dve prave koje sadrze tacku P i
dodiruju krug k(O, r). Da osim ovih dveju pravih nema drugih tangenti kroz
tacku P na krug k dokazuje se indirektnim putem. O

Mozemo primetiti da ovaj stav ima uopstenje u prostoru S* u kome
krugu k(O, r) odgovara sfera S(O,r), tacki P prava p a pravama a i b ravni

aip.



Glava 3

Ekvivalenti petog Euklidovog
postulata

3.1 Plejferova aksioma paralelnosti

Aksioma paralelnosti je bila poznata kao stav jos u Antickim vremenima
kod Grka. Medutim Euklidova originalna formulacija unekoliko se razlikuje
od Plejferove aksiome paralelnosti koja u stvari predstavlja ekvivalent petog
Euklidovog postulata.

Peti Euklidov postulat. Ako dve prave a i b u preseku sa treéom pravom
c grade suprotne uglove ¢iji je zbir razli¢it od zbira dva prava ugla, onda se
prave a i b seku i to sa one strane secice sa koje je taj zbir mangi od zbira
dva prava ugla.

Pokusaji dokazivanja petog Euklidovog postulata doveli su do niza tvr-
denja ekvivalentnih petom Euklidovom postulatu. Jedno od takvih tvr-
denja je

Plejferova aksioma paralelnosti. Ako je p proizvoljna pravae i A tacka
van nje tada u ravni w(p, A) postoji jedinstvena prava a koja sadrzi tacku A
1 nema zajednickih tacaka sa pravom p.

3.2 Lezandrove teoreme

Teoreme u ovom poglavlju odnose se na zbirove unutrasnjih uglova
trougla i n-tougla u Apsolutnoj geometriji (bez aksiome paralelnosti).

39
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Teorema 3.2.1. Za svaki trougao A postoji trougao A1 takav da su zbirovi
unutrasnjih uglova trouglova A i A; jednaki medu sobom a jedan unutrasnji
ugao trougla Ay je bar dva puta manji od jednog unutrasnjeg ugla trougla A.

Dokaz. Ogznacimo sa A, B,C temena trougla A ali tako da LACB <
£ BAC. Ozna¢imo dalje sa D sredinu stranice AC a sa F tacku simetri¢nu
tacki B u odnosu na tacku D (Slika 3.1). Tada je AEBC trazeni trougao A;.

A E

</

Slika 3.1.

Oznacimo sa o(ABC') zbir unutrasnjih uglova trougla AABC. Iz po-
dudarnosti trouglova AABD i ACED sledi 0(ABD) = o(CED). Me-
dutim, LCED jednak je uglu L ABD), pa je bar jedan od uglova {ABD i
£DBC bar dva puta manji od LABC. Tada je {DBC + ADEC = LABC
i {BCE = {BCA+ £CAB pa je

o(A) = LABC + {BCA + LCAB
— ADBC + {DEC + {BCA + £{ECA
= o(EBC) = o(Ay)

Iz LACB < LBAC sledi CE = AB < BC a odavde LCBE < ABEC.
Neposredno dobijamo 24 EBC < {EBC + £BEC = {ABC, pa je A1 =
AEBC trazeni trougao. a

Teorema 3.2.2. (Prva Lezandrova teorema) U apsolutnoj geometriji zbir
unutrasnjih uglova proizvoljnog trougla nije veéi od zbira dva prava ugla.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji trougao A takav da mu je zbir unutrsnjih
uglova veéi od zbira dva prava ugla. Oznacimo sa R prav ugao. To znaci da
o(A) > 2R, tj. 0(A) = 2R+¢ pri ¢emu je € > 0. Prema prethodnoj teoremi
sledi da postoji trougao A; takav da je o(A) = 0(A1) a jedan unutradnji
ugao trougla A; bar dva puta manji od jednog unutrasnjeg ugla trougla A.
Oznac¢imo te uglove redom sa «; i a. Tada je

1
ap < ia.
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Na isti na¢in postoji Ay takav da je o(A1) = o(Asg), a jedan unutrasnji
ugao, oznacimo ga sa asg trougla As bar dva puta manji od ugla oy trougla
Aq. Tada je

ag < 5 < o

922
Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo niz trouglova A, Ay, Ay ... A, ... 1
niz uglova «, a1, a2 ... @, ... pri ¢emu je

og(A)=0(A1)=0(A2)=...=0(A,)...
i
1
oy < Q—Ha

Znaci, dobili smo o(A) = o(A,) i ay < 3-a za Vn € N. Pri tome broj

n mozemo izabrati tako veliki da ugao «, bude manji od bilo kog unapred
zadatog ugla pa i od . Ako je ay,, < € zbir ostala dva ugla trougla A, je

veéi od 2R, a to je nemoguce. Prema tome ne postoji trougao ¢iji je zbir
unutrasnjih uglova veéi od zbira dva prava ugla. O

Definicija 3.1. Neka je 0(ABC) zbir unutrasnjih uglova trougla AABC' i
R prav ugao. Razliku

d(ABC) =2R — o(ABC)
nazivamo defektom trougla AABC.

Ocigledno je 6(ABC) > 0.

Lema 1. Ako je zbir unutrasnjih uglova nekog trougla jednak zbiru dva
prava ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova svakog trougla, koji je od prvog
odsecen mekom pravom takode jednak zbiru dva prava ugla.

A

p

B D\ C

Slika 3.2.
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Dokaz. Za preseénu pravu p mogu nastupiti dva slucaja:

(i) da sadrzi jedno teme trougla i (ii) ne sadrzi ni jedno teme trougla.

(i) Neka prava p sadrzi teme A trougla AABC (Slika 3.2). Oznacimo
sa D preseénu tacku prave p sa stranicom BC. Tada je 0(AABC) =
0(AABD)+0(AACD)—-2Rio(ABC) =2Rpajec(AABD)+o(AACD) =
4R. S druge strane zbir unutrasnjih uglova u trouglu ne moze biti veé¢i od
zbira dva prava ugla pa je c(AABD) =2Ric(AACD) =2R

(ii) Neka prava p ne sadrzi ni jedno teme trougla AABC (Slika 3.3).
Oznacimo sa E i F prese¢ne tacke prave p redom sa stranicama AB i BC
trougla AABC. Zbir unutradnjih uglova trougla AABC jednak je zbiru dva
prava ugla pa je prema dokazanom delu (i) zbir unutrasnjih uglova trougla

AABF, a samim tim i trougla ABFEF jednak zbiru dva prava ugla. O
A
p
E
B F C
Slika 3.3.

Lema 2. Ako je zbir unutra$njih uglova nekog pravouglog trougla jednak
zbiru dva prava ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova pravouglog trougla koji
se od prvog dobija udvostrucavanjem jedne katete, takode jednak zbiru dva
prava ugla.

A B, Q
c B D

Slika 3.4.
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Dokaz. Neka je zbir unutrsnjih uglova trougla AABC, sa pravim uglom kod
temena C, jednak zbiru dva prava ugla (Slika 3.4.). U tacki A konstruisimo
polupravu AQ upravnu na pravoj AC sa one strane prave AC sa koje je
tacka B. Na polupravoj AQ uo¢imo tacku B; takvu da je AB; = CB. Neka
je jos D tacka poluprave C'B takva da je BD = BC i B(C, B, D). Kako
je 0(AABC) =2R i £C = R sledi LCAB + {CBA = R. S druge strane
je LCAB + £BAB; = R pa je ACBA = £BAB;. Za trouglove AABC
i AABBy imamo AB = AB, BC = ABy i ACBA = £BAB; pa su oni
podudarni. Iz njihove podudarnosti sledi LAB1B = £C = R, LCAB =
£AB1BA. Sada je {B1BC = {B1BA + {ABC = {CAB + {ABC = R,
tj. B1B 1L CD. Sada su trouglovi AABB; i AB1DB podudarni jer je
LAB1B = £DBBy = R, BB = BB; i ABy = DB. Iz njihove podu-
darnosti sledi AB = B1D i {BAB; = £B1DB. Sada trouglovi AABD i
ADBj A imaju sve odgovarajuée stranice podudarne pa su podudarni prema
tre¢em stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi { BDA = A B1AD. Zbir
unutradnjih uglova trougla AACD je

o(AACD) = LACD + £CDA + {DAC
= R+ 4B1AD + 4DAC = R+ £BAC = 2R

tj. o(AACD) = 2R. g
Lema 3. Ako je zbir unutrasnjih uglova jednog pravouglog trougla jed-
nak zbiru dva prava ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova svakog pravouglog
trougla jednak zbiru dva prava ugla.

Dokaz. Neka je AABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C

¢iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla i neka je AA’B'C’
proizvoljan pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C’.

A
Al A

;\ |
C B1 B

Slika 3.5.
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(i) Ako su obe katete trougla AABC' vecée ili jednake od odgovarajuéih
kateta trougla AA’B'C’ tada na duzima CB i C'A postoje tacke By i A
takve da je CB; = C'B' i CA; = C'A’ (Slika 3.5.). Pravougli trougao
unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla pa je prema Lemi 1. zbir
unutrasnjih uglova trougla AA;BC jednak zbiru dva prava ugla. 1z podu-
darnosti trouglova AA;B1C i AA'B'C’ sledi da je zbir unutrasnjih uglova
trougla A’ B’C’ jednak zbiru dva prava ugla.

(ii) Ako je kateta CA manja od katete C'A’ onda na polupravoj C' A
odredimo niz tacaka Aq, As, ..., A,, ... takav da je B(A1, Ag,..., Ap,...) 1
CAX= AA;, AA; = A1 As,. .. (Slika 3.6). Tada postoji prirodan broj k takav
da je CA, < C'A" < CAgyq. Pri tome je prema Lemi 2. zbir unutrasnjih
uglova u svakom od trouglova AA,, BC jednak 2R.

Ak
A'
Al
A
O
C B Bi B+ C' B’

Slika 3.6.

Ako je kateta C'B manja od katete C’B’ na polupravoj C'B uo¢imo niz
tacaka Bi, Ba, ..., By,... takav da je B(B1,Ba,...,By,...) 1 CB = BBj,
BBy = B Bs,... Tada postoji prirodan broj [ takav da je CB; < C'B’ <
CByjyq. Pri tome je prema Lemi 2. zbir unutrasnjih uglova u svakom od
trouglova AB,AC jednak 2R. Dakle, zbir unutrasnjih uglova u trouglu
AAg1B;11C jednak je 2R, pri cemu je CAgy 1 > C'A" i OBy > C'B’ pa
je prema dokazanom delu pod (i) zbir unutrasnjih uglova trougla AA’B’C’
jednak zbiru dva prava ugla.

Teorema 3.2.3. (Druga Lezandrova teorema) Ako je u jednom trouglu
AABC zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla tada je u svakom
drugom trouglu AA'B'C" zbir unutrasnjih uglova takode jednak zbiru dva
prava ugla.
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Dokaz. Kod trouglova AABC i AA’B'C’ bar po jedna visina ima podnozje
na naspramnoj stranici (Slika 3.7). Neka su to podnozja D i D' redom iz
tacaka A1 A’. Kako je kod AABC zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva
prava ugla, to visina AD razlaze taj trougao na trouglove AABD i AACD
takve da su im zbirovi unutrasnjih uglova jednaki po 2R (Lema 1).

A
AI

B D C B D C

Slika 3.7.

Trougao AABD je pravougli i zbir unutrasnjih uglova mu je jednak 2R
odakle sledi prema Lemi 3‘. da su zbirovi unutrasnjih uglova pravouglih
trouglova AA’B’D’ i AA'C'D’ jednaki po 2R pa je i zbir unutrasnjih uglova
trougla A’B’C’ jednak zbiru dva prava ugla. O

Teorema 3.2.4. Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova jednak
zbiru dva prava ugla, ako i samo ako svaka prava upravna na jedan krak
bilo kojeg ostrog ugla sece drugi krak tog ugla.

Dokaz. Neka je £pOq proizvoljan ostar ugao i neka je P € p proizvoljna
tacka. Oznacimo sa ) podnozje prave, upravne iz tacke P na polupravu
q (Slika 3.8). Neka je R proizvoljna tacka poluprave ¢ i n upravna na ¢ u
tacki R.

Ako vazi B(O, R, Q) onda na osnovu Pasove aksiome direktno sledi da
prava n seCe i polupravu p. Neka je B(O,Q, R) i oznacimo sa P,, Qn,
n =1,2,--- tacke pravih p i ¢ redom, takve da je B(O, P, Py, Ps,--- , P,),
B(0,Q,Q1,Q2, - ,Qn), OP, = 2"OP i 0Q, = 2"0Q. Ako postoji
trougao kod koga je suma unutrasnjih uglova jednaka zbiru dva prava ugla,
onda je zbir unutrasnjih uglova svakog trougla jednak zbiru dva pravae ugla
(druga Lezandrova teorema). Oznac¢imo sa S tacku prave s upravne na PQ
u tacki P takvu da je PS = 0Q.

Tada je

AOPQ =2 APPS = APQ1S = APQ1Q,
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P, P

Slika 3.8.

pa su tacke Pp, S, Q1 kolinearne i vazi £ PQ1Q = APOQ i APQ1P =
£OPQ a kako je jos LPOQ+ £LOPQ = R, to je £L0Q1 P, prav. Rasudujuéi
na isti na¢in zaklju¢ujemo da je AO P, @Q,, pravougli trougao sa pravim uglom
kod temena @,,. Na osnovu Arhimedove aksiome tacku (),, mozemo izabrati
tako da je B(O, R,Q,). Sada prava n na osnovu PaSovog stava mora sedi
jos jednu stranicu trougla AOP, @, u unutrasnjoj tacki. Ukoliko bi n sekla
stranicu P, @, u unutrasnjoj tacki, dobili bi smo trougao sa dva prava ugla,
Sto je nemogudée. Prema tome n mora se¢i duz OP,, tj. polupravu p, ¢ime
je dokaz zavrsen.

Slika 3.9.

Obratno, neka su Q,, n = 1,2,... tacke poluprave g takve da je
B(O,Q,Q1,...,Qn-1,Qn), OQ, = 2"0Q i neka svaka prava ¢, upravna
u tacki @, na krak ¢ sece krak p ostrog ugla £pOq u tacki P, (Slika 3.9).
Tada za defekt trougla AOP,Q,, vazi
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5(0PnQn) = 6(0Pn—lQn—1) + 5(Pn—lQn—1Qn) + 6(Pn—1PnQn)’

tj.

Nastavljajuci taj postupak posle n koraka dobijamo
6(0OP,Qn) > 2"0(0OPQ).

Ako bi bilo 6(OPQ) > 0, broj n mozemo izabrati dovoljno veliki da 20 (O PQ)
bude veée od bilo kog unapred zadatog ugla, pa i od 2R. Tada bi bilo

5(OP,Qn) > 2R
a to je nemogudce. Dakle, mora biti 6(OPQ) = 0, tj. c(OPQ) = 2R. O

Teorema 3.2.5. (Treca Lezandrova teorema) Postoji trougao A kome je
2bir o(A) unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla ako i samo ako u
ravni © odredenoj pravom p i tackom A van nje postoji samo jedna prava a
koja sadrzi tacku A i ne sece pravu p.

Dokaz. Oznac¢imo sa B podnozje normale iz tacke A na pravu p, a sa a
pravu koja je upravna na AB u tacki A (Slika 3.10.). Pretpostavimo da
postoji trougao ¢iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla i
dokazimo da je prava a jedina koja prolazi kroz tacku A i nema zajednickih
tacaka sa pravom p. Neka je b jos jedna prava u ravni 7 koja sadrzi tacku
A i nema zajednickih tacaka sa pravom sa pravom p. Neka je b’ ona od
polupravih prave b sa pocetkom u tacki A koja sa polupravom BA gradi
oStar ugao. Prava p je upravna na krak BA oStrog ugla, pa na osnovu
teoreme 3.2.4. ona sece drugi krak v/, dakle i pravu b.

Obratno, neka je u ravni 7w data prava p, tacka A van nje i prava a koja
sadrzi tacku A i nema zajednickih tacaka sa pravom p. Neka je prava a
jedinstvena sa tom osobinom. Pokazaéemo da postoji trougao Ciji je zbir
unutranjih uglova jednak zbiru dva prava ugla. Obelezimo sa B podnozje
upravne iz tacke A na pravu p (Slika 3.10.). Neka je C' proizvoljna tacka
prave p razli¢ita od tacke B i A’ tacka prave a sa iste strane prave AB sa koje
jeitacka C. Tada je zbir 0(ABC') unutrasnjih uglova trougla AABC' jednak
2R. Dokazimo to. Na osnovu prve Lezandrove teoreme vazi o(ABC) < 2R,
pa je LACB < LCAA’. Ako bi bilo LACB < £CAA’ onda bi unutar ugla
KLCAA’ postojala poluprava b’ koja sa AC gradi ugao 8 podudaran uglu
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A A A

Slika 3.10.

£LACB. Ugao £LACB je ostar odakle sledi da je i 8 oStar, tj. poluprava b
na osnovu teoreme 3.2.4. seCe pravu p u tacki D. Tada bi u trouglu AACD
spoljasnji ugao kod temena C' bio jednak unutrasnjem nesusednom uglu
£LCAD, sto je nemoguce. Prema tome mora biti zbir unutrasnjih uglova u

AABC jednak 2R. g

3.3 Ekvivalenti Plejferove aksiome paralelnosti

Teorema 3.3.1. Twvrdenje: ”Zbir unutrasnjih uglova proizvojnog trougla
jednak je zbiru dva prava ugla”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi par-
alelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz druge i tre¢e Lezandrove teoreme. O

Teorema 3.3.2. Twvrdenje: ”Zbir o unutrasnjih uglova prostog ravnog n-
tougla jednak je o = 2(n — 2)R, pri ¢emu je R prav ugao”, ekvivalentno je
Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Direktno sledi iz prethodne teoreme. O

Posledica. Twvrdenje ”Zbir spoljasnjih uglova kod svih temena konveksnog
prostog ravnog n- tougla jednak je 4R” ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi
paralelnosti.

Definicija 3.1. Cetvorougao ABCD je Sakerijev ako vazi {A = {B = R
i AD = BC. Stranica AB je osnovica, C'D protivosnovica a AD i BC su
visine Sakerijevog Cetvorougla.

U Euklidskoj geometriji Sakerijev ¢etvorougao je pravougaonik.
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Teorema 3.3.3. U apsolutnoj geometriji uglovi nalegli na protivosnovici
Sakerijevog cetvorougla su jednaksi.

Definicija 3.2. Srednja linija Sakerijevog Getvorougla je duz koja spaja
srediSta osnovice i protivosnovice.

Teorema 3.3.4. U apsolutnoj geometriji srednja linija Sakerijevog éetvoro-
ugla je zajednicka mormala osnovice i protivosnovice.

Teorema 3.3.5. Twrdenje: ”Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvoro-
ugla su pravi” ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Definicija 3.3. Cetvorougao sa tri prava ugla u apsolutnoj geometriji naziva
se Lambertov.

Teorema 3.3.6. Twrdenje: ”Svi uglovi Lambertovog ¢etvorougla su pravi”,
ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Teorema 3.3.7. Twvrdenje: ”Svaka prava u ravni ostrog ugla koja je up-
ravna na jedan krak ostrog ugla sece drugi krak”, ekvivalentno je Plejferovoj
aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz Teoreme 3.2.4. i treée Lezandrove teoreme. O

Peti Euklidov postulat. Zbog svog istorijskog znacaja, od posebnog je
interesa Peti Euklidov postulat kao jedan od mnogih ekvivalenata Plejferove
aksiome paralelnosti:

Ako dve prave a i b u preseku sa trecom pravom c grade suprotne uglove ¢iji
je zbir razli¢it od zbira dva prava ugla, onda se prave a i b seku i to sa one
strane secice sa koje je taj zbir mangi od zbira dva prava ugla.

Teorema 3.3.8. Peti Fuklidov postulat ¢ Plejferova aksioma paralelnosti su
ekvivalentna tvrdenja.

Dokaz. Neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka prava c seCe prave
a i b redom u tackama A i B. Oznac¢imo sa A’ i B’ tacke redom pravih a i
b takve da je

LA'AB + {B'BA < 2R

gde je R prav ugao (Slika 3.11). Tada je bar jedan od uglova £ A’AB i
£B'BA ostar. Ne umanjujuéi opStost dokaza pretpostavimo da je ugao
£B'BA ogtar.
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Slika 3.11.

Oznacimo sa C' podnozje upravne iz tacke A na pravu b. Tacke C i
B’ su sa iste strane tacke B jer bi smo u suprotnom dobili trougao ¢iji je
zbir unutrasnjih uglova veéi od zbira dva prava ugla, $to je u suprotnosti
sa prvom Lezandrovom teoremom. Tada je i ugao LCAA’ ostar. Zaista,
kako vazi Plejferova aksioma paralelnosti to je { BAC + £ ABC = R, odakle

zakljuc¢ujemo

LCAA = {BAA" — {BAC = {BAA' — (R — £ABC)
= ABAA' ~ R+ {ABC <2R—R=R

Prava b je normala u tacki C' na jedan krak ostrog ugla £ CAA’, odakle na
osnovu teoreme 3.3.7. seCe drugi krak tog ugla. Dakle prave a i b se seku,
tj. vazi peti Euklidov postulat.

Slika 3.12.

Obratno, neka vazi peti Euklidov postulat i neka su dati prava a i tacka
B van prve a. Neka su A i A’ proizvoljne tacke prave a i neka je B’ tacka
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ravni (a, B) odredenoj pravom a i tackom B tako da je (Slika 3.12)

A B = ABi£A'AB+ £ABB' = 2R.

Prava b = BB’ je jedina prava ravni (a, B) koja sadrzi tacku B i nema
zajednickih tacaka sa pravom a. Zaista, svaka druga prava c ravni (a, B)
od zbira dva prava ugla. Kako vazi peti Euklidov postulat prava ¢ mora seci
pravu a, a to znaci da vazi Plejferova aksioma paralelnosti. O

Teorema 3.3.9. Twrdenje: ”Kroz ma koje tri nekolinearne tacke prolazi
krug”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka su A, B i C tri
nekolinearne tacke. Medijatrise stranica trougla AABC pripadaju istom
pramenu pravih. Nije tesko zakljuciti da se radi o pramenu konkurentnih
pravih, tj. da prese¢na tacka O medijatrisa stranica trougla AABC pred-
stavlja srediste kruga opisanog oko trougla AABC.

Obratno, neka vaze aksiome apsolutne geometrije i neka kroz ma koje
tri nekolinearne tacke prolazi krug. Neka proizvoljne prave a i b seku neku
pravu p tako da je a upravna na p i b nije upravna na p.

NN

D Al C B\

Slika 3.13.

Ozna¢imo sa A i B presetne tacke prave p redom sa pravama a i b
(Slika 3.13). Neka je C tacka prave p takva da je B(A,C, B). Neka je D
tacka simetriéna tacki C' u odnosu na tacku A, ¢ prava koja je normalna
na pravu b i sadrzi tacku C' i Q) tacka prave ¢ simetri¢na tacki C' u odnosu
na pravu b. Dakle, prave a i b su medijatrise redom duzi CD i CQ. Tacke
C, D i @ su tri nekolinearne tacke jer bi u suprotnom bilo b L p. Prema
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uvedenoj pretpostavci kroz tacke C', D i ) prolazi krug, sa centrom u tacki
O. Tacka O je podjednako udaljena od temena C, D i @ trougla ADCQ,
tj. OC = OD = 0Q. Tacka O pripada pravoj a, jer je a medijatrisa duzi
CD. Takode tacka O pripada i pravoj b, jer je b medijatrisa duzi C'QQ. Dakle,
prave a i b seku se u tacki O, §to na osnovu teoreme 3.2.4. i tre¢e Lezandrove
teoreme znaci da vazi Plejferova aksioma paralelnosti. O

Teorema 3.3.10. Turdenje: ”U ravni postoje tri kolinearne tacke podjed-
nako udaljene od date prave”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralel-
nosti.

Dokaz. Neka su A, B, C tri kolinearne tatke podjednako udaljene od
prave a. Dokazac¢emo da tada vazi Plejferova aksioma paralelnosti. Oznac¢imo
sa A, B', C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i C' na pravu a.

A N B Q ¢ b
s S H
_ i -
A M B P (C
Slika 3.14.

Tada je AA’ =2 BB’ = CC’. Dakle cetvorougao AA’B’'B je Sakerijev.
Srednja linija M N tog Cetvorougla (teorema 3.3.4.) je zajednicka normala
osnovice i protivosnovice, tj. MN L ai MN L b (Slika 3.14).

Cetvorougao BB'C'C' je Sakerijev pa je srednja linija PQ zajednicka
normala na prave a i b (teorema 3.3.4.). Kako tacke N i @ pripadaju pravoj
b i ne pripadaju pravoj a, to tactke M, N, P i () obrazuju ¢etvorougao sa
Cetiri prava ugla, odakle na osnovu teoreme 3.3.2. vazi Plejferova aksioma
paralelnosti.

Obratno, neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka su u ravni date
prava a i tacke A, B i C sa iste strane prave a, tako da je AA' =~ BB’ = CC’
gde su A’, B’ i C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i C na pravu a.
Pokaza¢emo da su tacke A, B i C kolinearne (Slika 3.15).

Cetvorougao AA’B'B je pravougaonik pa je AB | a. Takode, Getvoro-
ugao AA'C'C je pravougaonik pa je AC || a. Kako vazi Plejferova aksioma
paralelnosti prave AB i AC se poklapaju, tj. tacke A, B i C su kolinearne. [J
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A B C
a
A B' C
Slika 3.15.

Razmotri¢emo jo$ jedan interesantan ekvivalent aksiome paralelnosti:

Teorema 3.3.11. Twurdenje: ”Postoje dva trougla kojima su odgovarajuci
uglovi jednaki a odgovarajuce stranice nejednake” ekvivalentno je Plejferovoj
aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Neka za trouglove AABC i AA'B'C’ vazi LA = LA, {B = 4B/,
£C = £C" a odgovarajuce stranice su im nejednake (Slika 3.16). To znaci
da postoji tacka By # B na polupravoj AB takva da je AB; = A’B’ i tacka
Cy # C na polupravoj AC takva da je ACy; = A'C".

AI

Slika 3.16.

Trouglovi AAB;C; i AA’B’C’ su podudarni jer imaju jednake dve stra-
nice i njima zahvacen ugao, odakle sledi

LAB1C) =2 LA'B'C" i LAC1By = LA'C'B'.
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Posmatrajmo ¢etvorougao BC'C1Bi. Tada za zbir unutrasnjih uglova tog
¢etvorougla vazi
O'(BCClBl) =4AB+ LC+ LCC1By + £C1B1B
= 4B +£C"+ (2R - £C")+ (2R — 4B) = 4R.

Na osnovu teoreme 3.3.2. vazi Plejferova aksioma paralelnosti.

Obratno, neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti. Neka je dat trougao
AABC i duz B'C’ tako da je B'C" # BC (Slika 3.17.).

Neka su B’B; i C'Cy poluprave takve da je

L(B'B1,B'C") = 4B, £(B'C',C'Cy) = «£C.

Uglovi £ B i £C' su uglovi trougla AABC' | pa vazi £ B+ £C < 2R, odakle
sledi £ B’ + £C" < 2R. Kako smo pretpostavili da vazi Plejferova aksioma
paralelnosti vazi¢e i Peti Euklidov postulat, tj. poluprave B'By i C'Cy ée
se seéi u tacki A’. Trouglovi AABC i AA’B’C’ imaju sva tri odgovarajucéa

ugla jednaka, dok im odgovarajuée stranice nisu jednake. O
Ci B,
\
B' C
B C
Slika 3.17.

3.4 Neki pokusaji dokazivanja petog euklidovog
postulata

Kad ve¢ nisu uspeli dokazati Euklidovu aksiomu o paralelnosti, mnogi
matematicari su na razne nacine pokusavali da dokazu neki od njenih ek-
vivalenata. Ukoliko bi takav dokaz uspeo, ne pozivajuéi se na aksiomu o
paralelnosti, zakljué¢ili bismo da V Euklidov postulat nije aksioma, nego
teorema. Medutim, nijedan od tih pokusSaja nije uspeo.

Ovde éemo izneti jedan od tih prividnih ”dokaza” koji je dao Tibo!. On

'Bernhard Friedrich Thibaut (1775-1832), nemacki matematicar



3.4. Neki pokusaji dokazivanja petog euklidovog postulata 55

je zeleo da dokaze teoremu koja kaze da je zbir unutrasnjih uglova u trouglu
jednak zbiru dva prava ugla. Kako je to tvrdenje ekvivalentno Plejferovoj
aksiomi paralalenosti, a samim tim i V Euklidovom postulatu, sledilo bi da
je Tibo na indirektan na¢in dokazao aksiomu paralelnosti.

Podsetimo se, najpre, kako uobic¢ajeno dokazujemo da je zbir uglova u
nekom trouglu jednak 2R. Posmatrajmo trougao AABC sa uglovima «,
B i~ redom kod temena A, B i C' (Slika 3.18.). Produzimo stranicu BC
ovog trougla preko temena C. U istom temenu konstruisimo paralelu CD
sa stranicom AB. Ta paralela deli spoljasnji ugao kod temena C' na uglove
o’ i . Kako su 31 ' uglovi sa paralelnim kracima, oni su jednaki medu
sobom, tj. 8 = . Iz istog razloga su i uglovi o i o’ jednaki. Tada je
o + '+~ = 2R, odakle sledi « + 8 + v = 2R.

Slika 3.18.

Na taj nacin je dokazano da je zbir uglova u trouglu jednak zbiru dva
prava ugla. Potrebno je istaknuti da je u dokazu ipak koriS¢ena aksioma
paralelnosti. Kao Sto smo mogli videti, dokaz je izveden uz pomoé prave
CD paralelne stranici AB. Medutim, da u tacki C postoji jedinstvena prava
koja je paralelna pravoj AB garantuje upravo aksioma paralelnosti.

Tibo je bio uveren da mu je uspelo dokazati da je zbir uglova u trouglu
jednak zbiru dva prava ugla bez pozivanja na aksiomu paralelnosti. Svoj
dokaz izveo je pomocu triju rotacija prave p u nekoj ravni. Posmatrajmo
trougao AABC' (Slika 3.19.). Prava p neka je odredena tackama A i B
i orijentisana udesno. Rotirajmo pravu p oko temena B u smeru kretanja
kazaljke na ¢asovniku dok se ne poklopi sa stranicom BC'. Prava p se pri tom
rotirala za ugao 5. Zatim, rotirajmo pravu p dok se ne poklopi sa stranicom
CA u istom smeru. Tako je prava p rotirala za ugao . Treéa rotacija
prave p neka bude oko temena A za ugao «. Nakon treée rotacije prava p
¢e se ponovo poklopiti sa pravom AB. Prava p je u toku ovih triju rotacija
postepeno menjala svoj smer kako pokazuju strelice na slici i na kraju se
ponovo nasla u pocetni polozaj samo sa suprotnim smerom. Zbir uglova za
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Slika 3.19.

koje je prava p izvrsila sve tri rotacije iznosi o + 5 + 7, a to je upravo zbir
uglova u trouglu. S druge strane, prava p bi se mogla naéi u istom polozaju,
kao i kada je izvrsila tri uzastopne rotacije redom oko temena B, C' i A, ako
bi nacinila jednu rotaciju oko vrha A za ugao 2R. Odavde Tibo zakljucuje
da je zbir uglova u trouglu:

a+p+v=2R.

Izgleda da smo uspeli dokazati da zbir uglova u trouglu iznosi 2R, s
tim da u dokazu nismo uopste koristili aksiomu o paralelnosti. To znaci da
teorema o zbiru uglova u trouglu ne zavisi od aksiome paralelnosti. No, kako
je teorema o zbiru unutrasnjih uglova u trouglu ekvivalentna toj aksiomi,
sledi da smo na posredan nacin dokazali tu aksiomu. Cim se neka aksioma
moze dokazati, ona odmah u deduktivnom sistemu gubi polozaj aksiome i
spada u teoreme. Tada nam se na kraju ovog razmatranja pric¢injava da je
Tibo uspeo da dokaze V Euklidov postulat.

Da je Tiboov dokaz pogresan ukazuje ¢injenica da bi se na isti nacin
mogalo dokazati da je zbir uglova sfernog trougla jednak zbiru dva prava
ugla (Slika 3.20). Dokaz se izvodi na slican nacin, samo §to ¢emo u ovom
slucaju pravu p zameniti glavnim krugom sfere kome pripada taj trougao.
Ovde bismo uzeli da glavni krug u po¢etnom polozaju prolazi kroz tacke A i
B, te bismo ga redom rotirali oko temena B, C'i A. Na taj na¢in dobili bismo
isto §to i u dokazu Tiboa. Tako bismo zakljucili da je zbir uglova sfernog
trougla jednak 2R, Sto nije istina, jer se u sfernoj geometriji dokazuje da je
taj zbir uvek veéi od 2R.

Sada je logi¢no postaviti pitanje: Gde je Tibo pogresio? Greska je u tome
Sto su tri uzastopne rotacije prave p (ili glavnog kruga) oko triju razli¢itih
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Slika 3.20.

tacaka B, C'i A s uglovima 3, v i «a ekvivalentne jednoj rotaciji oko tacke
A za ugao 8 + v + « jedino ako je:

ABAD = £LABC i ADAE = £BCA

Sto je mogucée samo ako u tacki A postoji jedinstvena prava AD paralelna
pravoj C'B, tj. ako vazi V Euklidov postulat. Dakle, i Tibo se kao i mnogi
drugi matematicari pokusavajué¢i da dokaze aksiomu paralelnosti neprimetno
u toku samog dokaza oslanjao na tu istu aksiomu.

Buduéi da nikako nije uspevalo direktno dokazivanje Euklidove aksiome
o paralelama, dva su matematicara u XVIII veku, Sakeri? i Lambert3, neza-
visno jedan od drugog pokusali dati indirektan dokaz. Obojica su posla
od ¢injenice da je Euklidova aksioma paralelnosti ekvivalentna tvrdenju da
postoji cetvorougao sa cetiri prava ugla.

Sakerijeva proucavanja bila su objavljena 1733. godine u Milanu pod
naslovom " Euclides ob omni naevo vindicatus”. U tom delu Sakeri pokusava
da V postulat dokaze indirektnim putem.

Sakeri polazi od ¢etvorougla JABB’A’ (Slika 3.21.) koji ima dva prava
ugla na osnovici AB i dve jednake bo¢ne strane AA’ i BB'. Iz simetri¢nosti
slike u odnosu na normalu MN sledi da su uglovi kod temena A’ i B’
medusobno jednaki. Ako se usvoji V postulat i, prema tome, Euklidova
teorija paralelnih linija, moze se odmah utvrditi da su uglovi kod temena A
i B pravi, a ¢etvorougao JABB'A’ - pravougaonik. Obrnuto po Sakeriju,
kad bi bar u jednom cetvorouglu uglovi na gornjoj osnovici bili pravi, vazio
bi Euklidov postulat o paralelama. Zeleé¢i da dokaze V Euklidov postulat,
Sakeri je ucinio tri moguée pretpostavke: ili su uglovi £A’ i £B’ pravi, ili

2Giovanni Girolamo Saccheri (1667 - 1733), italijanski matematicar
3Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777), vajcarski matematicar i fizicar
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A N B’

: a
A M B

Slika 3.21.

tupi, ili ostri. Ove tri pretpostavke on je nazvao hipotezama pravog, tupog i
ostrog ugla. Posto je hipoteza pravog ugla ekvivalentna V postulatu, to, da
bi taj postulat dokazao, treba odbaciti dve druge hipoteze. Potpuno ta¢nim
rasudivanjem Sakeri najpre dovodi do protivurec¢nosti hipotezu tupog ugla.
Zatim, usvojivsi hipotezu oStrog ugla, on izvodi veoma opsezno ispitivanje
u cilju da i tu dobije dva uzajamno protivure¢na tvrdenja.

Razvijajuéi to ispitivanje Sakeri izgraduje slozen geometrijski sistem,
¢ija su pojedina tvrdenja toliko protivurecna naSim predstavama o polozaju
pravih u ravni, da bi se mogla smatrati apsurdnim. Na primer, u geomer-
ijskom sistemu koji odgovara hipotezi ostrog ugla dve paralelne prave ili
imaju samo jednu zajedni¢ku normalu, od koje se na obe strane neogranic¢eno
udaljavaju jedna od druge, ili nemaju nijednu i, priblizavajuéi se jedna dru-
goj asimptotski u jednom smeru, a neogranic¢eno se jedna od druge udal-
javaju u drugom smeru.

U samoj protivure¢nosti sa uobicajenim prostornim predstavama Sak-
eri, ispravno, ne vidi logicku nemoguénost tih stavova. Ali posle niza be-
sprekorno ta¢nih rasudivanja, Sakeri utvduje laznost hipoteze ostrog ugla.
Smatrajuéi da su na taj nacin hipoteze tupog i oStrog ugla dovedene do pro-
tivurec¢nosti, Sakeri zaklju¢uje da je jedino hipoteza pravog ugla istinita i da
je na taj na¢in dat dokaz V postulata. Ocigledno, Sakeri pri tom i sam oseca
da hipotezu ostrog ugla nije doveo do logicke protivureénosi i on se ponovo
vraca na nju da bi dokazao da je ona ”protivureé¢na samoj sebi”. U tom cilju
on izrac¢unava na dva nacina duzinu neke linije i za nju dobija dve razlicite
vrednosti. Ta okolnost bi odista u sebi sadrzala protivurecnost, ali je Sakeri
dosao do nje uc¢inivsi gresku u racunanju. Iako Sakeri nije primetio gresku,
on je ipak, kako se vidi iz nekih njegovih primedaba, i svojim dopunskim
rasudivanjem bio nezadovoljan.

Ideje koje je Lambert razvio u delu ” Teorija paralelnih linija” iz 1766.
godine bliske su Sakerijevim shvatanjima. Lambert posmatra ¢etvorougao
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D

Slika 3.22.

OABCD koji ima tri prava ugla £ A, £B i £C (Slika 3.22.). Za ¢etvrti ugao
mogu se takode uciniti tri pretpostavke: da je taj ugao ostar, prav ili tup. Na
taj nacin, ovde se opet javljaju tri hipoteze. Posto je utvrdio ekvivalentnost
hipoteze pravog ugla sa V postulatom i doveo do protivurec¢nosti hipotezu
tupog ugla, Lambert je, slicno Sakeriju, primoran da se najvise bavi hipote-
zom oStrog ugla. Hipoteza ostrog ugla dovodi Lamberta, kao i Sakerija, do
slozenog geometrijskog sistema. Zadatak da se dokaze V postulat bio bi
reSen kad bi se u tom sistemu pronasla dva stava koji su logicki protivureéni
jedan drugom. Medutim, bez obzira na to $to je veoma razvio pomenuti
sistem, Lambert nije uspeo da u njemu naide na dva tvrdenja koja se logicki
uzajamno iskljuc¢uju. Kao ni Sakeri, ni on nije zakljucke o laznosti hipoteze
ostrog ugla izveo samo na osnovu toga $to su te osobine protivure¢ne nasim
ociglednim predstavama o osobinama pravih. Ali za razliku od Sakerija,
Lambert nije ucinio gresku usled koje bi hipotezu ostrog ugla mogao sma-
trati odbacenom i, prema tome, V postulat dokazanim. Lambert nigde u
svom delu ne tvrdi da je dokazao V postulat i dolazi do zakljucka da nijedan
drugi pokusaj u tom pravcu nije doveo do cilja.

”Dokazi Euklidovog postulata”, pise Lambert, "mogu se dovesti tako
daleko, da, ocigledno, preostaje neznatna sitnica. Ali, pri podrobnoj analizi
ispostavlja se da ba§ u toj prividnoj sitnici lezi sva sustina pitanja; ona
obi¢no sadrzi ili stav koji treba dokazati ili njemu ekvivalentan postulat”.

Osim toga, razvijajuéi sistem posledica hipoteze ostrog ugla, Lambert
otkriva analogiju toga sistema sa sfernom geometrijom i u tome vidi moguc-
nost njegovog postojanja.

”Sklon sam ¢ak da poverujem da je trec¢a hipoteza ta¢na na nekoj imag-
inarnoj sferi. Mora postojati uzrok usled koga se ona u ravni ni izdaleka ne
moze oboriti onako lako kako se to moze uciniti sa drugom hipotezom”.

Lambert je na neobi¢an nacin predosetio pravo reSenje pitanja V postu-
lata i on je dalje no iko pre njega iSao pravilnim putem.
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Glava 4

Uvod u hiperbolicku
geometriju

Sustinskih promena u geometriji nije bilo jo§ iz vremena Euklida i
Arhimeda sve do prve polovine devetnaestog veka. Mnogi pokusaji da
se ragreSi pitanje petog Euklidovog postulata ostali su bezuspesni. Pored
Gausa, problemom paralela bavili su se i drugi istaknuti matematicari tog
vremena kao npr. Dalamber, Laplas, Lagranz. Problem paralela je resen,
ali u neskladu sa predrasudama koje su vekovima vladale.

Pocetkom devetnaestog veka Nikolaj Lobacevski i Janos Boljaj su neza-
visno jedan od drugog dosli na ideju da Euklidov peti postulat zamene ak-
siomom koja bi ga negirala. Na taj nacin je dobijena teorija koja je isto
toliko logicki valjana kao i euklidska geometrija. Tako je po prvi put dobi-
jena jedna nauc¢na teorija koja se nije zasnivala na oc¢iglednost i predstave
koje stvaraju cula na osnovu nekog iskustva. Ove zamisli su potpuno priz-
nanje dobile tek nakon smrti njihovih tvoraca.

4.1 Aksioma Lobacevskog

Ako sistemu aksioma apsolutne geometrije pridruzimo aksiomu Lobacev-
skog umesto Plejferove aksiome paralelnosti, dobijamo geometriju koju ¢emo
zvati geometrijom Lobacevskogili Hiperbolickom geometrijom. Ova geometri-
ja se ponekad naziva i geometrijom Boljaj-Lobacevskog ili geometrijom Gaus-
Boljaj-Lobacevskog.

Aksioma Lobacevskog. Postoje prava a i tacka A van prave a takve da u
njima odredenoj ravni kroz tacku A prolaze dve razlidite prave a1 i as koje
sa pravom a nemaju zajednickih tacaka.

61



62 4. Uvod u hiperboli¢ku geometriju

Ravan i prostor u kojima vaze te aksiome nazivamo respektivno hiper-
bolickom ravni ili ravni Lobacevskog i hiperbolickim prostorom ili prostorom
Lobacevskog a oznatavamo ih redom L2 i L3.

Aksioma Lobacevskog omogucava da neposredno ustanovimo niz teo-
rema koje se odnose na zbirove unutrasnjih i spoljasnjih uglova prostih
ravnih poligona ili na teoriju koja se odnosi na uzajamni polozaj pravih i
ravni u prostoru. Sva tvrdenja koja vaze u apsolutnoj geometriji se prenose
a dobija se i niz tvrdenja koja su posledica aksiome Lobacevskog.

Teorema 4.1.1. Ako je o(A) zbir unutrasngih uglova trougla uw ravni L? i
ako je R prav ugao tada je o(A) < 2R.

Dokaz. Prema prvoj Lezandrovoj teoremi sledi o(A) < 2R. Ako bi bilo
o(A) = 2R tada bi prema drugoj Lezandrovoj teoremi zbir unutrasnjih
uglova o(A) svakog trougla bio jednak 2R te bi prema treéoj Lezandrovoj
teoremi za svaku pravu p i svaku tacku P van prave p postojala jedin-
stvena prava u ravni odredenoj pravom p i tackom P, koja sadrzi tacku P
a sa pravom p nema zajednic¢kih tacaka, Sto je u suprotnosti sa aksiomom
Lobacevskog. (]

Teorema 4.1.2. Svaki spoljasnji ugao trougla w ravni L? veéi je od zbira
dva unutrasnja nesusedna ugla tog trougla.

Dokaz se dobija neposrednom primenom prethodne teoreme.

Teorema 4.1.3. Ako je 0(A1As ... Ay) 2bir svih unutrasnjih uglova prostog
n-tougla A1 As ... A, u ravni L? i R prav ugao tada je

O'(A1A2 .. An) < (n — 2) 2R.

Dokaz se dobija triangulacijom n-tougla i primenom matematicke induk-
cije. O

Teorema 4.1.4. Ne prolazi kroz svaku unutrasnju tacku ostrog ugla prava
koja sece oba kraka tog ugla.

Teorema 4.1.5. Neka u hiperbolickoj ravni prave a i b seku pravu p, tako
da je a normalno na p, a prava b nije. Prave a i b se ne seku uvek.

Teorema 4.1.6. Ne moZe se oko svakog trougla opisati krug.
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Teorema 4.1.7. U ravni ne postoje tri kolinearne tacke, koje su podjednako
udaljene od date prave.

Teorema 4.1.8. Ako u hiperbolickoj ravni dve prave pri preseku sa trecom
obrazuju suprotne uglove ¢iji je zbir mangi od zbira dva prava ugla, one se
ne seku uvek.

Teorema 4.1.9. Dva sli¢na trougla su uvek i podudarna.

Teorema 4.1.10. Ako su u hiperbolickoj ravni dati prava a i tacka A van
nje tada u ravni L? postoji neograniceno mnogo pravik koje sadrze tacku A
1 ne seku pravu a.

Slika 4.1.

Dokaz. Prema aksiomi Lobacevskog postoje dve prave a; i as (Slika 4.1.)
takve da sadrze tacku A i ne seku pravu a. Ako obelezimo sa A, tacku prave
az koja se nalazi sa one strane prave a; sa koje nije prava a, a sa B bilo
koju tacku prave a, bi¢e tacke As i B sa raznih strana prave aj te duz AsB
seCe pravu aj u tacki Aj.

Pri tome je tacka A; izmedu tacaka Ay i B , te su A; i As razlicite
tacke. Neka je P bilo koja unutrasnja tacka duzi A;As a p prava odredena
tackama A i P. Tada prava p sa pravom a nema zajednickih tacaka. Zaista,
jer ako bi prava p sekla pravu a npr. u nekoj tacki S, tada bi vazio jedan
od raspreda tacaka B(A, P,S) ili B(S, A, P). Ako bi bilo B(A, P, S), onda
bi prava a; pripadala ravni trougla ASPB, ne bi sadrzala ni jedno njegovo
teme, sekla bi stranicu PB u tacki A a produzetak stranice PS u tacki A.
Prema PaSovom stavu prava a; bi morala da sece i stranicu BS tj pravu
a §to je u suprotnosti s pretpostavkom. Na potpuno isti nacin se dokazuje
da ne moze biti B(S, A, P). Dakle, prava p sa pravom a nema zajednickih
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tacaka. Kako na duzi AjAs postoji beskonaéno mnogo unutrasnjih tacaka
to postoji i neograni¢eno mnogo pravih sa osobinom da sadrze tacku A i ne
seku pravu a, a nalaze se u ravni odredenoj tackom A i pravom a. O

Zakljucujemo na osnovu prethodne teoreme da se skup svih pravih koje
sadrze tacku A i koje se nalaze u ravni L? moze razloziti na dva podskupa
pravih M i N, pri ¢emu je M skup svih pravih koje sadrze tacku A i seku
pravu a, a N skup svih pravih koje sadrze tacku A i ne seku pravu a. Nije
tesko ustanoviti da ovakvo razlaganje zadovoljava uslove Dedekindovog pre-
seka, te prema tome postoje dve i samo dve grani¢ne prave koje razdvajaju
skupove M i N. Nije tesko indirektnim postupkom ustanoviti da grani¢ne
prave ova dva skupa pravih nemaju sa pravom a zajednickih tacaka, tj. da
pripadaju skupu N.

Definicija 4.1. Razlika izmedu zbira dva prava ugla i zbira uglova trougla:
d=2R— (LABC + {BAC + £ACB)
naziva se uglovni defekt trougla.

Definicija 4.2. Neka su u hiperbolickoj ravni date prava a i tacka A van
nje. Grani¢ne prave a; i as koje razdvajaju prave pramena X4 sadrzane
u ravni L? na podskupove pravih koje ne seku pravu a i pravih koje seku
pravu a, nazivamo pravama koje su u tacki A paralelne sa pravom a.

Jednu od tih pravih smatra¢emo paralelnom pravoj a u jednom smeru,
a drugu paralelnom pravoj a u drugom smeru. Sve ostale prave u toj ravni
koje sadrze tacku A i koje sa pravom a nemaju zajednickih tacaka nazivamo
hiperparalelnim s pravom a. Za paralelnost koristimo uobi¢ajenu oznaku

p || @ a za hiperparalelnost koristimo oznaku p || a.
h

4.2 Paralelne prave u ravni L?

Predhodnom definicijom uvedena je relacija paralelnosti dve prave u L2.
Ta relacija je bila strogo vezana za paralelnost jedne prave prema drugoj
pravoj u odnosu na zadatu tacku. Cilj nam je da ustanovimo da paralelnost
ne zavisi od tacke u odnosu na koju smo tu paralelnost definisali tj. da
pokazemo da je to svojstvo transmisibilno (prenosno).

Teorema 4.2.1. Relacija paralelnosti pravih u ravni L? je transmisibilna.
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Dokaz. Neka je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u nekoj tacki M. Dokazimo
da je AA’ | BB’ u proizvoljnoj drugoj tacki N prave AA’. Postoje dve
mogucénosti:

(i) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru paralelnosti,

(ii) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru suprotnom od
smera paralelnosti.

Razmotrimo ponaosob svaki od ova dva slucaja.

AL M

Slika 4.2.

(i) Neka je K proizvoljna tacka prave BB’. Da bi smo dokazali da je

AA" || BB’ u tacki N dovoljno je ustanoviti da je AA’ graniéna prava u
skupu pravih koje sadrze tacku NN i ne seku pravu BB’, tj. da svaka prava
koja sadrzi tacku N i proizvoljnu tacku P unutar ugla £ KN A’ sece pravu
BB'.
Ako bi se tacka P nalazila na pravoj BB’ ili sa one strane prave BB’ sa
koje nije tacka N, neposredno bi sledilo da prava N P sece pravu BB’. Neka
je tacka P (Slika 4.2.) sa one strane prave BB’ sa koje je i N. Kako je
AA'" || BB’ u tacki M prava M P se¢e pravu BB’ u nekoj tacki Q). Prava
NP je pri tome u ravni trougla AM K@ i ne sadrzi ni jedno njegovo teme,
seCe stranicu M@ u tacki P, a ne sece stranicu MK, jer u uglu {KNM
prava N P nema tacaka. Dakle, prema PaSovom stavu prava N P mora seéi
stranicu K@) tog trougla, te sece i pravu BB’. To znaci da je u ovom slucaju
prava AA’ paralelna pravoj BB’ u tacki N.

(ii) Neka se sada tacka N (Slika 4.3.) nalazi na pravoj AA’ od tacke M u
smeru suprotnom od smera paralelnosti. Neka je K proizvoljna tacka prave
BB’. Da bi smo dokazali AA" || BB’ u tacki N dovoljno je ustanoviti da
je AA’ granicna prava u skupu pravih koje sadrze tacku N i ne seku pravu
BB, tj. da svaka prava koja sadrzi tacku N i proizvoljnu tacku P unutar
ugla L KN A’ sece pravu BB’. Ako bi se tacka P nalazila na pravoj BB’ ili
sa one strane prave BB’ sa koje nije tacka N neposredno bi sledilo da prava
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Slika 4.3.

NP sece pravu BB’. Ako je tacka P sa one strane prave BB’ sa koje je i
N, tada je tacka P unutar ugla £ KN A’. Neka je R proizvoljna tacka prave
NP iza tacke N u odnosu na tacku P. Pri tome prava RM sadrzi tacku
R koja je u uglu naporednom sa uglom £ KM A, te prava RM sadrzi neku
tacku koja se nalazi u takode njemu naporednom uglu £ KM A’. Medutim,
kako je AA’ || BB’ prava RM sece pravu BB’ u nekoj tacki ). Prava NP
sadrzi teme N konveksnog ugla £ K NM i tacku P unutar tog ugla, te sece
duz KM u nekoj tacki S. Sada je prava NP u ravni trougla AKMQ, ne
sadrzi ni jedno njegovo teme, sece stranicu M K u tacki S, ne sece stranicu
MQ@ jer sece njen produzetak u tacki R, te prema Pasovom stavu prava N P
sece stranicu K@, dakle o pravu BB’. Time je dokazano da je prava AA’
paralelna pravoj BB’ u tacki N. O

Iz ove teoreme sledi da nije potrebno naglasavati u kojoj je tacki prava
AA’ paralelna pravoj BB’. Navedena teorema je jedna od najvaznijih teo-
rema u geometriji Lobacevskog posto omogucava vrste pramenova pravih u
geometriji Lobacevskog.

Teorema 4.2.2. Relacija paralelnosti definisana na skupu pravih ravni L>
je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Ako u definisanju paralelnosti pravih u ravni L? dopustimo i
mogucnost da tacka A pripada pravoj a, tada u tacki A neée postojati hiper-
paralelne prave, a prave aj i ao ¢e se poklapati i biti suprotnosmerne. Odatle
neposredno sledi da je relacija paralelnosti pravih u ravni L? refleksivna.
Da bi smo dokazali da je relacija paralelnosti pravih u L? simetricna
treba da dokazemo da iz AA" || BB’ sledi BB’ || AA’. Neka je M proizvoljna
tacka prave AA’, a N podnozje prave, upravne iz tacke M (Slika 4.4.) na
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A M

Slika 4.4.

pravoj BB'. Kako je AA’ || BB’ svaka prava ravni L? koja sadrzi tacku M
i neku tacku unutar ugla K NM A’ se¢e pravu BB’. Da bi smo dokazali da
je BB' || AA’ dovoljno je ustanoviti da svaka prava koja sadrzi tacku N i
neku tacku P unutar ugla £ M N B’, sece pravu AA’.

Neka je ) podnozje upravne iz tacke M na pravoj NP. Kako je ugao
AMN B’ prav a tacka P unutar tog ugla, £ M N P je ostar, pa se podnozZje @,
upravne iz tacke M na pravoj N P nalazi na polupravoj N P. Iz pravouglog
trougla AMNQ sledi MN > M@ te izmedu tacaka M i N postoji tacka K
takva da je MQ = M K. Neka je CC’ prava koja je u tacki K upravna na
pravu M N. Neka je zatim M L prava simetri¢na sa pravom M () u odnosu na
simetralu ugla K NM A’. Bududéi da prava M(Q sadrzi tacku @) koja se nalazi
u uglu KNM A’ i njoj simetricna prava ML sadrzi tacku koja je u istom
uglu K NMA'. No kako je AA’' || BB’ prava ML koja sadrzi tacku koja se
nalazi unutar tog ugla sece pravu BB’ u nekoj tacki L, pri tome su tacke
M i L sa raznih strana prave CC’ te duz ML sece pravu CC’ u nekoj tacki
S. Neka je T tacka poluprave M A’ takva da je MT = M S. Konstruisimo
duz QT. Zakljuéujemo da je AMKS =2 AMQT jer je LKMS = LQMT,
MK=MQ,MS=MT. Tadaje L{MKS = AMQT, akako je {MKS =R
to je i LMQT = R tj. prava je upravna na pravu M @Q.Kako u jednoj tacki
Q@ na nekoj pravoj M (@) moze postojati samo jedna normala to ¢e prave QN
i QT biti istovetne. To znaci da prava NP = N(Q sece pravu AA’ u tacki
T. Prema tome BB’ || AA" u tacki N, a samim tim i u svakoj drugoj tacki,
pa je relacija paralelnosti pravih u L? i simetri¢na.

Treba pokazati joS tranzitivnost. Neka je AA" || BB’ i BB || CC'.
Dokazacemo da je AA’ || CC’. Napominjemo da je re¢ o paralelnosti u
istom smeru. Za razlicite smerove tranzitivnost ne vazi.
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Mogu nastupiti sledeéi slucajevi:
(i) Prava BB’ je izmedu pravih AA" i CC’,
(ii) Jedna od pravih AA" i CC’ je izmedu druge dve prave.

Slika 4.5.

(i) Neka je BB’ izmedu AA" i CC’. Oznac¢imo sa P, R proizvoljne tacke
(Slika 4.5.) redom pravih AA’ i CC’. Kako je BB’ izmedu AA" i CC' biée
tacke P i R sa raznih strana prave BB’, te prava PR sec¢e pravu BB’ u tacki
Q. Da bi smo dokazali da je AA" || CC’ dovoljno je da dokazemo da svaka
prava koja sadrzi tacku P i tacku X unutar ugla £ RPA’ sece pravu CC’.
Tacka X je unutar ugla £{RPA’ pa je ona i unutar ugla L{QPA’. AA" || BB’
sledi da prava PX sec¢e pravu BB’ u nekoj tacki Y. Neka je Z proizvoljna
tacka prave PX iza tacke Y u odnosu na tacku P. Tacka Z je pri tome
unutar ugla L RY B’ i kako je BB’ || CC’ prava Y Z sece pravu CC’ u nekoj
tacki V, te i prava PX sece pravu CC’. Time je pokazano da je u ovom
slucaju AA" || CC'.

Slika 4.6.
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(ii) Neka je sada jedna od pravih AA" i CC’ izmedu druge dve prave. Neka
je (Slika 4.6.) recimo to prava CC’. Oznacimo sa P i @ proizvoljne tacke
pravih AA” i BB’. Pri tome su tacke P i @ sa raznih strana prave C'C’
te duz PQ sece pravu CC’ u nekoj tacki R. Treba da ustanovimo da je
AA" || CC'. Za to je dovoljno dokazati da svaka prava koja sadrzi tacku P i
neku tacku X unutar ugla £ RPA’ sece pravu CC’.

Tacka X se nalazi i u uglu LQPA’ te iz relacije AA’ || BB’ sledi da PX
se¢e BB’ u tacki Y. Pri tome su tacke P i Y sa raznih strana prave CC’ te
duz PY, dakle i prava PY sece pravu C'C’ u tacki Z, ¢ime je dokazano da
je i u ovom slucaju AA" || CC". O

Definicija 4.1. Skup svih pravih ravni L? paralelnih medu sobom nazi-
vamo parabolickim pramenom pravih.

Teorema 4.2.3. Odstojanje tacke koja se pomera po jednoj od dveju raznih
medusobno paralelnih pravih, od druge prave strogo i meograniceno opada
kada se tacka pomera u smeru paralelnosti, a strogo i neograniceno raste
kada se tacka pomera u smeru suprotnom od smera paralelnosti.

A py

Slika 4.7.

Dokaz. Neka su AA’ i BB’ dve razne paralelne prave ravni L2. Ozna¢imo
sa Py i Py dve razne tacke (Slika 4.7.) prave AA’ pri cemu se tacka P, nalazi
od tacke P; u smeru paralelnosti prave AA’ prema pravoj BB’. Neka su
zatim @1 i Q2 podnoZja normala redom iz tacaka P; i P, na pravu BB’
Neka je P| tacka poluprave Q1 P; takva da je Q1 P’ = QaP. Cetvorougao
OQ1Q2P2 Py je Sakerijev jer je kod njega £Q1 = £Q2 = R i Q1P| = Q2P,
pa su mu uglovi £Q1 P/ P, i £Q2P>P] na protivosnovici P{ P, podudarni i
ostri. Kako je jos ugao £ P; P,@2 tup, jer je njemu naporedan ugao ostar, to
tacka Pj pripada unutrasnjosti ugla £ P; P,Q2, pa samim tim i unutrasnjosti
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duzi Q1P;. Sledi Q2P = Q1P < Q1P;. Na taj nacin ako se neka tacka
kre¢e po AA’ u smeru paralelnosti sa BB’ tada odstojanje te tacke od prave
BB’ opada.

Dokazimo da se to odstojanje smanjuje neograni¢eno. Da bi smo to
dokazali dovoljno je da dokazemo da za bilo koju unapred zadatu duz [
postoji tacka ¢ije je rastojanje od BB’ manje od I. Neka je J proizvoljna
tacka (Slika 4.8.) prave AA’ i K podnozje upravne iz J na BB’. Neka je
zatim L tacka poluprave KJ takva da je KL = 1. Ako je L = J ili ako je
L iza J u odnosu na K tvrdenje neposredno sledi. Neka je tacka L izmedu
tacaka K i J. Kako je L van prave BB’ postoje dve prave koje sadrze tacku
L i paralelne su pravoj BB’ odnosno B’B.

Slika 4.8.

Neka je LL' || BB' i LL" | B'B. Kako je LL' || BB' i BB' || AA’ to
jei LL' || AA’. Prava LL” ima tacaka koje su u uglu £JLL' pa ona sece
pravu AA’ u tacki M. Neka je L tacka prave M A’ takva da je ML = ML;.
Oznac¢imo sa N i K7 podnozja upravnih redom iz tacaka M i L; na pravoj
BB’. Zbog simetrije u odnosu na MN je ANML = L{NMLy, a kako je
jos MN = MN i ML = MLy bice ALMN = AL{MN. Odavde sledi
LN LiNi£LMNL = AMN Ly pa su njima komplementni uglovi jednaki
tj. AKNL = LK1NLq. Sada je AKNL =2 AK{NL; te je LK = L1K1, no
kako je duz LK = [ to je i L1K; = |. Prema tome na pravoj AA’ postoji
tacka Li ¢ije je odstojanje od prave BB’ jednako datoj duzi [. Odavde
prema dokazanom delu teoreme sledi da postoji i tacka na pravoj AA’ ¢ije
je odstojanje od prave BB’ manje od unapred zadate duzi [. Zaklju¢ujemo
da kada se tacka P kreée po pravoj AA’ u smeru paralelnosti sa pravom
BB’ tada se njeno rastojanje od BB’ neograni¢eno smanjuje.

Slucaj kada se tacka P krece u smeru suprotnom od smera paralelnosti
pravih AA’ i BB’ dokazuje se analogno. O
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Prema tome, na svakoj od dve medusobno paralelne prave postoji tacka
¢ije je odstojanje od druge prave podudarno unapred zadatoj duzi, a takode
i tacka ¢ije je odstojanje manje od unapred zadate duzi. To je i razlog sto
kazemo da se paralelne prave u smeru paralelnosti asimptotski pribliZavaju,
tj. da u smeru paralelnosti imaju zajednicku beskrajno daleku tacku Ox.
Kako za svaku tacku van prave postoje dve prave koje su sa njom par-
alelne, jedna u jednom a druga u drugom smeru, hiperboli¢ka prava ima dve
beskrajno daleke tacke.

Teorema 4.2.4. Ako je w ostar ugao u ravni L? tada postoji jedinstvena
prava upravna na jedan krak ugla w a paralelna drugom kraku tog ugla.

Dokaz. Neka su poluprave a i b kraci oStrog ugla w. Treba dokazati da pos-
toji jedinstvena prava upravna na krak a i paralelna kraku b. Ustanovimo
najpre da postoji prava upravna na krak a koja sa krakom b nema za-
jednickih tacaka.

“ } hd . a
O A A Ay, M M Y P PP NN

Slika 4.9.

Pretpostavimo suprotno tj. da sve prave upravne na krak a seku krak b.
Neka je A € a proizvoljna tacka (Slika 4.9.) poluprave a, A1, Ag,... Ay, ...
tacke poluprave a takve da je

B(O, A, A1, Agy..., An,...) & OA = AA;, A1 Ay = OAy, ...

Saglasno pretpostavci prave upravne u tackama A, Ay, As,..., A,,... na
polupravu a seku polupravu b u tackama B, B1, Ba, ..., By,... redom. S
obzirom na to da je u L? zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog trougla A
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manji od 2R to je defekt §(A) = 2R — o(A) veéi od nule. Ako je neki
trougao A razlozen na trouglove A; (i =1,2,...,n) tada je defekt

5(A) = Z 5(A).

Posmatrajmo trouglove AOA1 By, AOAsBs, ..., AOA,B,, .... Tada je:

§(0OA1By) = 6(OAB) + §(A1AB) + §(BA1 By)
= 25(0OAB) + §(BA1 By)
= §(OA1B1) > 25(OAB),
§(0A3Bs) = 6(0OA1By) + §(As A1 B) + §(By Ay By)
= 25(0A1By) + 6(B1A2Bo)
= §(0A3By) > 2%5(0AB),

Nakon n koraka dobijamo §(OA,B,) > 2"6(OAB). Broj n mozemo
izabrati tako veliki da ugao 2"§(O AB) bude veéi od bilo kog unapred zadatog
ugla, pa samim tim i od zbira dva prava ugla $to je nemoguce, jer bi u
tom sluaju §(OA,B,) > 2R. Znaci sve prave upravne na polupravu a ne
mogu se¢i polupravu b. Prema tome skup svih tacaka poluprave a mozemo
podeliti na dva skupa M i N, pri ¢emu M oznacava skup svih tacaka
poluprave a u kojima normala na polupravu a sec¢e polupravu b, a sa N skup
preostalih tacaka poluprave a. Dokaza¢emo da ovako definisani skupovi M
i N zadovoljavaju uslove Dedekindovog preseka tj. Dedekindove aksiome.
Dovoljno je pokazati:

(i) (VM € M)(VM'") BO,M', M) = M'" € M

(ii) (VN € N)(VN') B(O,N,N') = N' e N.

Ako je M € M tada upravna u tacki M na polupravu a seCe polupravu
b u nekoj tacki K. Prava m’/ upravna na pravu a u nekoj tacki M’ takvoj
da je B(O, M', M) pripada ravni trougla AOM K ne sadrzi ni jedno njegovo
teme, seCe stranicu OM u tacki M’, ne sece stranicu MK jer su prave m’
i MK upravne na polupravu a, pa ako bi se sekle dobili bi smo trougao
sa dva prava ugla. Prema Pasovom stavu prava m’ mora se¢i stranicu OK
trougla AOM K, pa samim tim i polupravu b u nekoj tacki K’. Dakle tacka
M’ pripada skupu M.

Akoje N € N'i N’ tacka poluprave a takva da je B(O, N, N'). Pokaza¢emo
da N’ € N. Zaista ako bi naprotiv tacka N’ pripadala skupu M onda bi
prema dokazanom tacka N koja je izmedu O i N’ pripadala skupu M.
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Dakle N’ € N. Iz dokazanog sledi da skupovi M i N zadovoljavaju uslove
Dedekindove aksiome te postoji jedinstvena tacka P koja razdvaja skupove
M i N. Nije tesko ustanoviti da P € N. Zaista, jer ako bi bilo P € M tada
bi upravna u tacki P na polupravu a sekla polupravu b u nekoj tacki Q. Ako
bi Q" bila proizvoljna tacka poluprave b iza tacke QQ u odnosu na tacku O,
tada bi tacka P’ kao podnozje normale iz ' na polupravu a bila iza tacke
P u odnosu na tacku O, Sto je nemoguce jer je tacka P grani¢na tacka koja
razdvaja skupove M i N. Zna¢i P € N i normala u P na polupravu a ne
sece polupravu b.

Treba dokazati da je normala u tacki P na polupravu a paralelna pravoj
b. Da bi smo to dokazali dovoljno je da ustanovimo da svaka prava koja
sadrzi tacku P i neku tacku X unutar ugla £OPQ sece polupravu b. Kako
je LOPQ = R, a X unutar tog ugla bi¢e LOPX ostar. Dakle, podnozje
upravne iz tacke X na pravoj OP pripada polupravoj PO. Ako bi tacka X
bila sa one strane prave OK sa koje nije tacka P ili na pravoj OK, onda bi
neposredno sledilo da poluprava PX sece polupravu b. U ovom slucaju je
ugao £ X OP takode ostar te podnozje upravne iz tacke X na polupravu OP
sadrzi tacku Y koja se nalazi izmedu tacaka O i P. Kako je tacka Y izmedu
tacaka O i P to je Y € M pa poluprava XY sece polupravu b u tacki Z.

Prava PX je u ravni trougla AOY Z, ne sadrzi ni jedno njegovo teme,
seCe Y Z u tacki X, ne sece QY jer je seCe u produzetku u tacki P pa prema
Pasovom stavu prava PX sece OZ, te i polupravu b u nekoj tacki V. Prema
tome PQ || OZ, tj. PQ || b. Time smo dokazali egzistenciju prave upravne
na pravu a i paralelne sa pravom b. Indirektnim postupkom dokazuje se
jedinstvenost te prave. 0

Teorema 4.2.5. Odstojanje tacke koja se nalazi na jednom kraku ostrog
ugla od drugog kraka neograniceno raste pri neogranicenom udaljavanju te
tacke od temena tog ugla.

Dokaz. Neka je L POQ dati oStar ugao. Obelezimo sa Q1 i Q2 (Slika 4.10.)
dve tacke poluprave OQ takve da je B(O, Q1,Q2), zatim obelezimo sa P i
P, podnozja upravnih iz tacaka ()1 i Q2 na polupravu OP. Kako je LPOQ
ostar, tacke P; i P, su na polupravoj OP. U ¢etvorouglu P; P,Q)2Q1 uglovi
LA PPy 1 ugao £P;P,(Q5 su pravi, dok je £P1Q1Q2 > £Q1Q2P> pa je
P,Q2 > P1Q1.

Prema tome, kada se tacka @ kreée po polupravoj Oq udaljujuéi se od
tacke O njeno odstojanje od poluprave Op se povecava.

Dokazimo da to rastojanje neogranic¢eno raste. Saglasno prethodnoj teo-
remi postoji jedinstvena prava XY upravna na polupravu Op i paralelna
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Slika 4.10.

sa Ogq. Da bi smo dokazali da pomenuto odstojanje neograni¢eno raste
treba da ustanovimo da na kraku Ogq postoji tacka K kojoj je odstojanje
od poluprave Op veée od bilo koje unapred zadate duzi I. Neka je L tacka
prave XY unutar ugla L POQ takva da je XL = [ pri ¢emu je B(X,L,Y)
i neka je LL' prava upravna na XY u tacki L a L’ tacka te prave koja se
nalazi sa one strane prave XY sa koje je i tacka O. Dokazimo da poluprava
LL’' sece polupravu OQ. Kako je tacka L u uglu £ POQ), tacka L' je unutar
ugla LOLY pa kako je LY || Oq svaka prava koja sadrzi tacku L i neku
tacku L' unutar ugla £OLY sece polupravu Og. Kako je tacka L unutar
ugla LPOQ), tacka L' je unutar ugla LOLY i LY || Oq to svaka prava koja
sadrzi tacku L i neku tacku L’ unutar ugla £OLY sece polupravu OQ u
nekoj tacki K. Na polupravoj Op obelezimo sa Z podnozje upravne iz tacke
K.

U cetvorouglu X LK Z tri ugla su prava i to £7, £X i £L pa cetvrti
ugao £ LK Z mora biti ostar. Prema tome, imamo { X LK > L Z KL odakle
je KZ > XL. Kako je XL =1 to je KZ > [. Prema tome, za bilo koju
unapred zadatu duz [ na kraku Ogq postoji tacka K ¢ije je odstojanje od
kraka Op veée od I, te se odstojanje pokretne tacke () pri udaljavanju od
tacke O neogranic¢eno povec¢ava u odnosu na krak Op. O

4.3 Osobine hiperparalelnih pravih u L?

Teorema 4.3.1. Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u L?
je transmisibilna, tj. ako je AA’ hiperparalelna sa BB’ u nekoj tacki M tada
je AA" hiperparalelna sa BB’ u svakoj svojoj drugoj tacki N.
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Dokaz ove teoreme izvodi se indirektnim postupkom. Takode nije tesko
zakljuciti da vazi:

Teorema 4.3.2. Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u L?
je antirefieksivna, simetricna i netranzitivna.

Teorema 4.3.3. Dve hiperparalelne prave u L? imaju jedinstvenu zajednic-
ku normalu.

Dokaz. Neka je AA" || BB'. Najpre ¢emo ustanoviti egzistenciju za-
h

jednicke normale hiperparalelnih pravih AA’ i BB’. U tom cilju (Slika
4.11.) obelezimo sa P proizvoljnu tacku prave AA’ i sa @@ podnozje up-
ravne iz tacke P na BB’. Pri tome je Q van prave AA’ te postoje dve prave
QA1 QA takve daje QA" || AA1 QA || A’A pri éemu paralelne prave imaju
zajednicku infinitnu tacku, npr. A’ je zajednicka infinitna tacka pravih QA’
i AA’. Pri tome poluprave QA" i QA zaklapaju sa polupravama QB i QB’
uglove L AQB i £ A’QB’. Prema dokazanom stavu postoji jedinstvena prava
upravna na QQB’ i paralelna sa QA’. Neka je to prava F'A’. Analogno, prava
E A je jedina prava u ravni pravih AA’ i BB’ koja je upravna na polupravu
@B i paralelna sa polupravom QA.

A A’

Slika 4.11.

Neka, je zatim N srediste duzi EF i M podnozje upravne iz tacke N na
pravoj AA’. Dokazimo da je prava M N upravna i na pravu BB’. U tom
cilju konstruisimo prave NA’ i N A paralelne redom sa pravama AA’ i A’A.
Na osnovu tranzitivnosti relacije paralelnosti u L? zaklju¢ujemo da su prave
NA"i NA paralelne sa pravama F'A’ i EA redom. Iz simetri¢nosti u odnosu
na pravu M N nepsredno zakljucujemo da je LMNA" = LM N A.
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No kako je tacka NN srediste duzi EF bice NE = NF. Podudarnim
duzima odgovaraju podudarni uglovi paralelnosti te je {ENA = {FNA’.
Kako je {MNF = AMNA' + AFNA"1 {MNE = {MNA + £{ENA to
odatle sledi {MNF = {MNEFE. S obzirom da su ti uglovi podudarni i
uporedni oni su i pravi te je prava M N upravna na BB’

Dokazimo sada jedinstvenost zajednicke normale dveju hiperparalelnih
pravih. Pretpostavimo da postoji jos jedna zajednicka normala M’N’ hiper-
paralelnih pravih AA’ i BB’. U tom slucaju postojao bi ¢etvorougao
MNN'M' uravni L? &iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru éetiri prava
ugla $to je nemoguée u geometriji Lobacevskog. O

Teorema 4.3.4. Dve razne prave a i b ravnu L? koje imaju zajednicku nor-
malu su hiperparalelne.

Dokaz. Neka su a = AA’ i b= BB’ dve razne prave ravni L? sa osobinom
da imaju zajednicku normalu n. Ozna¢imo sa M i N presecne tacke prave
n redom sa pravama a i b. Za prave a i b ravni L? mogu nastupiti sledeca
tri slucaja:

(i) Prave a i b se seku,

(ii) Prave a i b su paralelne i

(iii) Prave a i b su hiperparalelne.

Razmotrimo ponaosob svaki od njih.

(i) Ako bi se prave a i b sekle, dobili bi smo trougao sa dva prava ugla,
§to je nemoguce.

A

B NI 7 Q B’

Slika 4.12.

(ii) Pretpostavimo da su prave a = AA’ i b = BB’ paralelne (Slika
4.12.), i oznac¢imo sa P i @ redom tacke pravih AA’ i BB’, takve da je
PQ L BB'i B(M, P, A"). Tada mora da vazi raspored tacaka B(N,Q, B’),
jer bi smo u suprotnom dobili trougao sa dva prava ugla. Cetvorougao
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MNQP je Lambertov, pa je kod njega MN < PQ. Medutim, na osnovu
teoreme 4.2.3. paralelne prave se u smeru paralelnosti priblizavaju, tj. vazi
MN > PQ, §to predstavlja kontradikciju.

(iii) Dakle, preostaje da su prave a = AA’ i b = BB’ hiperparalelne. [J

Teorema 4.3.5. Dve prave koje u preseku sa tre¢om grade suplementne
suprotne uglove su hiperparalelne.

Slika 4.13.

Dokaz. Neka su a i b dve prave i prava ¢ njihova zajednicka secica (Slika
4.13.) i neka su jednaki suprotni uglovi koje prava ¢ gradi sa pravama a
i b. Oznacimo sa A i B presecne tacke prave ¢ redom sa pravama a i b,
a O srediste duzi AB. Ozna¢imo sa P i @) podnozja normala iz tacke O
redom na prave a i b. Pravougli trouglovi AOAP i AOBQ su podudarni
jer je OA =2 OB, 4P = £Q i LA = £B. Iz njihove podudarnosti sledi da
je LAOP = £B0OQ. Kako su tacke A, O i B kolinearne, bi¢e kolinearne i
tacke P, O i Q. Dakle, prava PQ je zajednicka normala pravih a i b, odakle
na osnovu teoreme 4.3.4. sledi da su prave a i b hiperparalelne. 0

Teorema 4.3.6. Odstojanje tacke koja se pomera po jednoj od dveju medu-
sobno hiperparalelnih pravih od druge prave strogo i neograniceno raste kad
se ta tacka udaljuje od zajednicke normale tih hiperparalelnih pravih.

Dokaz. Neka su AA’ i BB’ dve hiperparalelne prave. Prema prethodnoj
teoremi postoji jedinstvena normala ovih hiperparalelnih pravih. Neka je to
prava M N. Obelezimo sa P; i P» (Slika 4.14.) dve tacke prave AA’ takve
da je B(M, Py, P;). Neka su Qi i Q2 podnozja upravnih iz tacaka P, i Py
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A H
C P A

Slika 4.14.

na pravu BB’. Buduéi da je ¢etvorougao M N(@Q,P; Lambertov ¢etvorougao
jer ima tri prava ugla £ M, AN, £Q sledi da je njegov Cetvrti ugao ostar te
je njemu naporedan ugao £Q1 P, P tup. Cetvorougao MNQyP, takode je
Lambertov jer su £ M, LN, £Q5 pravi te je ugao £ P tog ¢etvorougla ostar,
dakle u ¢etvorouglu P;Q1Q2P> uglovi kod temena ()1 i ()2 su pravi dok je
ugao £ P; kao tup veéi od ugla £ P> koji je oStar. Dakle duz P>Q2 je veca od
duzi P1@Q:. Na taj nacin za tacke Py i P» za koje je B(M, Py, P;) imamo da je
tacka P, na veéem ratstojanju od tacke P; do prave BB’. Time je dokazano
da to rastojanje raste udaljavanjem od zajedni¢ke normale. Dokazimo da se
ono povecéava neograni¢eno. U tom cilju konstruisimo pravu C'C’ koja sadrzi
tacku M i koja je paralelna sa pravom BB’. Neka je zatim P proizvoljna
tacka poluprave M A’ a Q podnozje upravne iz tacke P na pravoj BB’ i R
podnozje upravne iz tacke P na pravoj CC’. U tom slucaju bice tacke P i
Q sa raznih strana prave CC’ te duz PQ sece pravu CC’ u nekoj tacki S.
Kako je trougao APRS pravougli bi¢e PR manje od PS. 1z B(P, S, Q) sledi
da je PS manje od P@Q. Na taj nacin ako se tacka P krece po polupravoj
MA'" ostrog ugla L A’MC’, udaljavajuéi se od njegovog temena, tada se
prema ranijem stavu njeno odstojanje od drugog kraka tj. od poluprave
MC'" neograni¢eno poveé¢ava. No kako je to rastojanje manje od rastojanja
tacke P do prave BB’ tim pre rastojanje tacke P od prave BB’ neograni¢eno
raste. O



4.4. Ugao paralelnosti. Funkcija Lobaéevskog 79

4.4 Ugao paralelnosti. Funkcija Lobacevskog

Definicija 4.1. Neka je tacka P izvan prave BB’ i Q podnozje upravne
iz P (Slika 4.15.) na pravoj BB’. Ako je AA’ prava koja sadrzi tacku
P i paralelna je sa BB’, tada oStar ugao w = £QPA’ nazivamo uglom
paralelnosti prave AA’ u tacki P sa pravom BB’, tj. uglom paralelnosti koji
odgovara duzi PQ.

Dokazac¢emo da je ugao paralelnosti u potpunosti odreden rastojanjem
tacke, tj. da vazi slede¢a teorema:

A
p
(O]
AI
B Q B’
Slika 4.15.

Teorema 4.4.1. Jednakim duZima odgovaraju jednaki uglovi paralelnosti.

Dokaz. Neka su P i P’ dve tacke (Slika 4.16.) koje se nalaze na jednakim
rastojanjima redom od pravih a i a/. Kroz tacku P postavimo pravu u
paralelnu pravoj a, a kroz tacku P’ pravu u' paralelnu pravoj a’. Sa Q i Q’
ozna¢imo redom podnoZzja normala iz tacaka P i P’ na prave a i d’, a sa «
i o/ uglove paralelnosti u tackama P i P’ redom u odnosu na prave a i a’.
Neka je PQ = P'Q’. Treba pokazati da je u tom slucaju o = .

Slika 4.16.
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Pretpostavimo da to nije ispunjeno, tj. da je npr. a < o'. Kroz tacku
P’ postavimo pravu v’ koja sa duzi P'Q’ u smeru paralelnosti pravih a’ i v/,
zaklapa ugao jednak uglu «. Iz paralelnosti pravih u/ i a’ sledi da prava v’
mora seé¢i pravu @’ u smeru paralelnosti pravih v’ i @’ od tacke Q'. Oznacimo
sa R’ njihovu presecnu tacku. Neka je R tacka prave a u smeru paralelnosti
pravih u i a takva da je QR = Q'R'. Trouglovi APQR i AP'Q'R' su
podudarni jer je PQ = P'Q’, £Q = £Q' 1 QR = Q'R/, odakle sledi da je
£AQPR = «. To znaéi da se prave PR i u poklapaju, tj. da se paralelne
prave u i a seku u tacki R, $to je nemogucée. Dakle ne moze biti a < /.
Analogno se pokazuje da ne moze biti a > o’. To znaci da preostaje a = o,
¢ime je dokaz zavrsen. (|

Teorema 4.4.2. Vecoj duzi odgovara manji ugao paralelnosti.

Slika 4.17.

Dokaz. Neka je A proizvoljna tacka van prave a (Slika 4.17.), i neka je P
podnozje normale iz tacke A na pravu a. Oznacimo sa b pravu koja sadrzi
tacku A i paralelna je pravoj a. Neka je A’ tacka prave AP takva da je

A, A" = P. Predpostavimo da je PA’ > PA. Konstruisimo pravu b koja
prolazi kroz tacku A’ i u smeru paralelnosti pravih a i b gradi ugao o sa A'P.
Dve prave b i b/ grade jednake suprotne uglove u preseku sa pravom A’P,
pa su prema Teoremi 4.3.5. prave b i b’ hiperparalelne. To zna¢i da prava
a’ koja sadrzi tacku A’ i paralelna je pravoj b gradi u smeru paralelnosti
ugao o za koji je &/ < a. Iz d' || bib | asledida jed || a. Dakle ugao
paralelnosti o’ koji odgovara duzi A’P je manji od ugla paralelnosti o koji
odgovara duzi AP. O

Iz napred navedenog zaklju¢ujemo da veli¢ina ugla paralelnosti neke
prave AA’ u tacki P sa pravom BB’ u proizvoljnom sistemu merenja duzi
predstavlja funkciju odstojanja x tacke P od BB’. Ovu funkciju obelezavamo
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sa Il i nazivamo je funkcijom Lobacevskog. Sledeca teorema daje osnovne
karakteristike funkcije Lobacevskog:

Teorema 4.4.3. Ako je Il funkcija Lobacevskog tada je:
(i) dom(II) = (0, +o0),

(i) codom(Il) = (0,7/2),

(iii) 11 strogo opada i neprekidna je funkcija,

(iv) y%13((1)1_[(3:) =m/2, mhj;o II(z) = 0.

Dokaz. (i) Trivijalno sledi iz definicije.

O X M

Slika 4.18.

(i) Neka je a proizvoljan ostar ugao. Dokaza¢emo da je on ugao paralelnosti
neke duzi z. Neka je O vrh a a i b kraci ugla « (Slika 4.18.). Prema Teoremi
4.2.4. sledi da postoji jedinstvena prava a’ normalna na pravu b i paralelna
sa pravom a. Oznac¢imo sa M presek pravih o’ i b. Duz OM zadovoljava
relaciju II(OM) = a. Znaéi biée x = OM, ¢ime je dokaz zavrSen.

(iii) Direktno sledi iz teoreme 4.4.2.

(iv) Sledi iz iz delova (ii) i (iii) ove teoreme. O
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Iz same ¢injenice da I1(z) — 7/2, kad 2 — 0 sledi da se u malim delovima
prostora geometrija Lobacevskog malo razlikuje od Euklidske geometrije, i
da se ta razlika smanjuje sa smanjivanjem posmatranog dela prostora.

Veza izmedu uglova i linearnih veli¢ina data funkcijom o = II(x) uslov-
ljava celokupni karakter geometrije Lobacevskog. Na taj nac¢in u geometriji
Lobacevskog nema sli¢nosti figura. To nije tesko zakljuciti jer su uglovi i
stranice trouglova povezani medusobno jednac¢inama, pa zadavanjem uglova
trougla u potpunosti su odredene i njegove stranice, pa dva trougla sa po-
dudarnim uglovima imaju podudarne i odgovarajuce stranice, tj. podudarni
su medu sobom.



Glava 5

Geometrija trouglova i
¢etvorouglova u ravni L?

5.1 Podudarnost trouglova u ravni L2

U apsolutnoj geometriji postoji pet stavova o podudarnosti trouglova.
Sem tih pet u geometriji Lobacevskog postoji jo§ jedan stav koji nazivamo
Sestim stavom o podudarnosti trouglova.

Teorema 5.1.1. (Sesti stav o podudarnosti trouglova) Ako su odgovarajuci
unutrasnji uglovi dva trougla w L? medu sobom podudarni tada su i ti trou-
glovi medu sobom podudarni.

Bi CI

Slika 5.1.

83



84 5. Geometrija trouglova i éetvorouglova u ravni L?

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ dva trougla (Slika 5.1.) u ravni L?
takva da je LA = LA, 4B = LB', £C = £C’'. Da bi smo dokazali da je
AABC =2 AA’B'C’" dovoljno je da dokazemo da je AB = A’B’. Za duzi
AB i A’B’ vazi tatno jedna od sledece tri moguénosti: (i) AB > A'B’, (ii)
AB < A'B’i (iii) AB = A'B’. Neka je najpre zadovoljen slucaj (i). Tada
na duzi AB postoji tacka B; takva da je B(A, By, B) i AB; = A’B’. Neka
je C1 tacka poluprave AC takva da je ACh = A'C’. Tada je B(A,Ch,C).
Zaista, ako bi bilo B(A, C, C7) onda bi se prema poznatom stavu iz Apsolutne
geometrije duzi BC' i B1C1 sekle u nekoj tacki P. Tada bi ugao £ PC'A bio
spoljasnji ugao trougla APCCY pa bi prema poznatom stavu bio veéi od
ugla £C, trougla £ PCCy. Medutim AAB1C, =2 AA'B'C’' paje £C = £C".
Kako je jos £C = £C’ to je zbog tranzitivnosti relacije podudarnosti uglova
£LC1 = £C, tj. kod trougla APCCy spoljasnji ugao je jednak unutrasnjem
nesusednom $to je nemoguée. Dakle, ne moze biti B(A,C,Cy). Takode
se tacke C' i C1 ne mogu poklapati, jer ako bi bilo C' = C; tada bi zbog
AABC1 = AA'B'C’ sledilo da je £C" = £C te bi bilo LACB, = LACB,
Sto je nemoguce. Dakle, mora biti B(4,C1,C). Iz AA'B'C' = AABC
sledi da su uglovi £B; i £C trougla AAB;C; podudarni uglovima £ B’ i
£C" trougla AA’B'C’, a kako su uglovi £B’ i £C’ podudarni uglovima £ B
i £C trougla AABC to je LB1 = £B i LC7 = £C. Odatle sledi da je zbir
unutrasnjih uglova u ¢etvorouglu BC'C1B; jednak zbiru cetiri prava ugla,
Sto je u geometriji Lobacevskog nemoguée. Prema tome nije AB > A’'B’.
Slucaj (ii) analognim postupkom dovodi do kontradikcije. Dakle za duzi
AB i A’B’ preostaje moguénost (iii), tj. AB = A’B’, odakle prema drugom
stavu o podudarnosti trouglova sledi da je AABC = AA'B'C’. O

Napomena. U geometriji Lobacevskog ne postoje sli¢ni likovi pa iz toga
sledi sustinska razlika u odnosu na Euklidsku geometriju. Prethodni stavovi
o podudaruosti trouglova odnose se na trouglove sa finitnim (svojstvenim)
temenima. Osim poligona sa finitnim temenima postoje poligoni kojima
sva ili samo neko teme mogu biti infinitne (beskrajno daleke) tacke. U ge-
ometriji Lobacevskog poligone bez finitnih temena zvatemo degenerativnim
ili nesvojstvenim poligonima.
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5.2 Podudarnost éetvorouglova u ravni L2

Teorema 5.2.1. Srednja linija Sakerijevog cetvorougla je zajednicka nor-
mala osnovice i protivosnovice.

Iz Teoreme 5.2.1. sledi da su osnovica i protivosnovica Sakerijevog ¢etvoro-
ugla hiperparalelne. Takode srednja linija Sakerijev ¢etvorougao razbija na
dva Lambertova cetvorougla.

Slede¢a teorema daje nam potrebne i dovoljne uslove za podudarnost
Lambertovih ¢etvorouglova.

Teorema 5.2.2. Dva Lambertova ¢etvorougla ABCD i A'B'C'D’, sa ostrim
uglom kod temena D odnosno D', su podudarna ako je

a) AB=A'B' i BC =B'C'", b)AB=A'B i AD = A'D',

¢c) AD=A'D"iCD=C'D', d) AD=A'D"i4D = 4D,

¢) AB=A'B' i D =4D',  f) AD=A'D" i BC = B'C".

Dokaz. a) Nekasu ABCD i A’B'C'D’ (Slika 5.2.) Lambertovi ¢etvorouglovi
sa o$trim uglovima kod temena D i D' kod kojih je AB = A’B'i BC = B'C".
Da bi smo dokazali njihovu podudarnost potrebno je da pokazemo podu-
darnost preostala dva para odgovarajuc¢ih stranica, kao i podudarnost ostrih
uglova £D i £D’. Trouglovi AABC i AA’B’C’ imaju podudarne po dve
stranice i njima zahva¢en ugao (AB = A’B’, BC = B'C' 4B = B’ = R,
pa su i oni podudarni. Iz njihove podudarnosti sledi AC = A'C’', K BAC =
AB'A'C"1 {BCA = £B'C'A’. Sada je

KLCAD =R - ABAC =R—- AB'A'C' = LC'"A'D'" i

LACD =R —-£ACB=R—-£A'C'B' = LA'C'D'".

A D A’ D'

B ) C B i (of
Slika 5.2.
Sada trouglovi AAC'D i AA’C' D’ imaju podudarne stranicu i dva nalegla

ugla (AC = A'C', KCAD = LC'A'D' i LACD = LA'C'D'"), odakle sledi
njihova podudarnost, a odavde AD = A'D’', CD = C'D’ i LD = £D'.
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b) Neka je sada AB = A'B"i AD = A'D’. Prema dokazanom delu
teoreme pod a) dovoljno je da dokazemo da je BC = B'C’. za duzi BC i
B'C’" vazi taéno jedna od tri moguénosti: (i) BC > B'C’, (ii) BC < B'C" i
BC = B'C".

A D, D A’ D’
B u C I\D:C B H C

Slika 5.3.

(i) Neka je BC > B'C’. Tada postoji tacka C; (Slika 5.3.) takva da je
BCy = B'C'"i1 B(B,C1,C). Kroz tacku Cy konstruisimo normalu n na BC.
Prava n ne moze imati zajednickih tacaka niti sa stranicom AB niti CD, jer
bi u suprotnom dobili trougao sa dva prava ugla. Dakle n mora seéi stranicu
AD utacki Dq takvoj da je B(A, D1, D). Lambertovi ¢etvorouglovi ABC} Dy
i A/B'C'D’ su podudarni prema dokazanom delu pod a), jer je AB = A'B’
i BCy; = B'C’, odakle sledi AD, = A'D’. Kako je jos AD = A’D’ dobijamo
AD, = AD, odakle zbog D,D; — A sledi D = D;. Dobili smo trougao
ACC D sa pravim uglovima kod temena C i C1, §to je nemogucée. Dakle ne
vazi BC > B'C".

(ii) Pretpostavka BC' < B’C’ analogno dovodi do kontradikeije.

(iii) Dakle, preostaje da mora biti BC' = B'C’, pa su Lambertovi ¢etvoro-
uglovi ABCD i A’ B'C’' D’ podudarni prema dokazanom delu teoreme pod a).

¢) Neka je za Lamberove cetvorouglove ABCD i A’B'C'D’ zadovoljeno
AD = A'D"iCD = C'D’. Da bi smo dokazali njihovu podudarnost dovoljno
je da dokazemo da je AB = A’B’. Za duzi AB i A’B’ vazi tacno jedan od
slucajeva: (i) AB > A'B’, AB< A'B"i AB=A'B'.

(i) Neka je AB > A'B’. Tada postoji tacka A; (Slika 5.4.) na pravoj
AB takva da je A1B = A'B’ i B(A, A1, B). Kroz tacku A; konstruisimo
normalu n na AB. Prava n ne seCe niti stranicu BC niti stranicu AD, jer
bi u suprotnom dobili trougao sa dva prava ugla, Sto je nemoguce. Dakle
n mora seéi stranicu CD. Ozna¢imo sa Dy tacku na normali n takvu da je

A1D; = AD = A’D’. Tada mogu nastupiti tri slucaja: (1) Ay, D1 — p(C, D),
(2) A1, D +p(C, D) ili D, € p(C, D)
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A D A’ D'
H n
ALl D,

B C NC, B c

Slika 5.4.

(1) Neka je Ay, D1 = p(C, D). Oznagimo sa Cy normalnu projekciju tacke
Dy na pravu p(B,C). Lambertovi ¢etvorouglovi A1BC1 D1 i A’B'C'D’ su
podudarni prema dokazanom delu pod b) jer je A;B = A'B"i AyD; = A'D".
Iz njihove podudarnosti je C1.Dy = C'D’ i kako je jos C'D’ = CD sledi
Ci1Dy = CD. Za cetvorougao CC1D1D je zadovoljeno £C = £C; = R
i CD = C1 D1 pa je on Sakerijev. Srednja linija KN ovog Cetvorougla je
zajednicka normala osnovice C'Cy i protivosnovice DDj ovog Cetvorougla.
Takode, c¢etvorougao AA1 DD je Sakerijev jer je {A=AA1 =RiA1D; =
AD, pa njegova srednja linija K M zajednicka normala osnovice AA; i pro-
tivosnovice DDy. Dakle, dobili smo dve razli¢ite normale KN i KM u tacki
K na pravu p(D, D1), §to je u suprotnosti sa teoremom o jedinstvenosti nor-

male. Prema tome, ne moze biti A;, D1 — p(C, D).

(2) Analogno, i u slu¢aju A;, Dy + p(C, D) se dobija kontradikcija.

(3) Neka je sada D; € p(C,D). U tom sluc¢aju normalna projekcija
tacke Dj na pravu p(B, C) je tactka C. Lambertovi ¢etvorouglovi A; BC'D;
i A’B'C'D’ su podudarni jer je A1B = A'B’ i A1D, = A’'D’, odakle sledi
CD, = C'D’. Kako je jos D,D; — C zaklju¢ujemo da se tacke D i Dy
poklapaju. Medutim trougao AAA; D ima prave uglove kod temena A i Ay,
§to je nemoguce. dakle, u sva tri slucaja dobija se kontradikcija, a to znaci
da ne moze biti AB > A’'B’.

(ii) Analogno, i u slucaju AB < A’B’ dobija se kontradikcija.

(iii) Prema tome, mora biti AB = A’B’. Kako je jos AD = A’'D’ Lam-
bertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B’C'D’ su podudarni prema dokazanom
delu pod b).

d) Neka je za Lambertove cetvorouglove ABCD i A'B’'C'D’ zadovoljeno
AD = A'D' i 4D = £D’. Da bi pomenuti ¢etvorouglovi bili podudarni
dovoljno je da dokazemo da je AB = A'B’. Za duzi AB i A'B’ vazi ta¢no
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jedna od mogunosti: (i) AB > A'B’, (ii) AB < A'B’ili AB = A'B’.
D A’ D’

Slika 5.5.

(i) Neka je najpre AB > A'B’. Tada postoji tacka By € AB (Slika
5.5.) takva da je AB; = A'B" i B(A, By, B). U tacki By konstruisimo nor-
malu n na pravu AB. Ona ne moze seéi niti pravu AB niti pravu CD,
jer bi smo dobili trougao sa dva prava ugla. Znaci prava n mora se¢i C'D
u tacki Cy takvoj da je B(C,Cy, D). Trouglovi AAB1D i A’B’'D’ su po-
dudarni jer je AD = A'D', AB; = A'B'i LA = LA’ = R. Tada su
im i ostale odgovarajuée stranice i uglovi podudarni, tj. B;D = B'D’,
LAB1D = LA'B'D" i LADB; = £A'D'B’. Odavde sledi £DBC; =
AD'B'C" i £B1DCy; = £B'D'C’. Sada je ADB;C; = AD'B'C’, odakle
je £B1C1D = £B'C'D' = R. U ovom slucaju ¢etvorougao B;C1CB ima
sva Cetiri ugla prava, §to je u geometriji Lobacevskog nemoguce.

(ii) Analogno, i pretpostavka AB < A’B’ dovodi do kontradikcije.

(iii) Preostaje AB = A'B’, a kako je jos AD = A'D’ sledi podudarnost
Lambertovih ¢etvorouglova ABCD i A’B'C'D’, na osnovu dokazanog dela
pod b).

e) Neka je sada za Lambertove ¢etvorouglove ABCD i A'B'C'D’ zado-
voljeno: AB = A’B" i £D = 4 D'. Pokaza¢emo da je BC = B'C’. Za duzi
BC' i B'C’ moze nastupiti jedan odf slede¢ih slucajeva: (i) BC > B'C’,
(i) BC' < B'C' ili (iii) BC = B'C".

(i) Neka je BC' > B'C’. Tada postoji tacka C; € BC (Slika 5.6.) takva
da je BC1 = B'C’ i B(B,(C1,C). Konstruisimo normalu n kroz tacku C
na pravu BC. Ona ne sece niti AB niti CD pa mora seé¢i AD. Oznac¢imo
sa Dy preseénu tacku pravih n i AD. Tada je B(A, D1, D). Lambertovi
cetvorouglovi ABC1D; i A’B'C'D’ su podudarni jer je AB = A'B’ 1 BCy =
B'C’. Odatle sledi da je £ AD1Cy = £D’. Tada je zbir unutrasnjih uglova
cetvorougla C1CDD; jednak zbiru cetiri prava ugla, $to je u geometriji
Lobacevskog nemoguce.

(ii) Analogno i pretpostavka BC' < B’C’ dovodi do kontradikcije.
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A Jm D A’ D’

Slika 5.6.

(iii) Prema tome mora biti BC = B'C’. Kako je jos AB = A'B’ to
prema dokazanom delu pod a) sledi podudarnost ¢etvorouglova ABCD i
A'B'C'D’.

f) Neka je za Lambertove ¢etvorouglove ABCD i A'B'C'D’ zadovoljeno
AD = A'D" i BC = B'C’. Dovoljno je da dokazemo da vazi AB = A’B’. Za
duzi AB 1 A'B’ vazi jedna od tri moguénosti: (i) AB > A'B’, (ii)) AB < A'B’
ili (iii) AB = A'B/.

(i) Neka je AB > A’B’. Tada postoji tacka B; € AB (Slika 5.7.) takva
da je B(A,By,B) i AB; = A’B’. Konstruisimo normalu n u tacki B; na
pravu AB. Prava n ne moze seéi niti AD niti BC' jer bi smo u suprotnom
dobili trougao sa dva prava ugla. Dakle n sece C'D u tacki C; takvoj da je
B(C,Cq, D). Lamberovi ¢etvorouglovi AB1C1D i A’B'C'D’ su podudarni
jer je AD = A'D" i ABy = AB. Sada je £B1C1D = £C’' = R, pa je zbir
unutrasnjih uglova cetvorougla BC'C1 B; jednak zbiru Cetiri prava ugla, sto
je u geometriji Lobacevskog nemoguce.

D A’ D’
n K'Cl ’i J
" Kl ’ " :
C B’ C

Slika 5.7.

(ii) Analogno, ne moze biti AB < A'B’.



90 5. Geometrija trouglova i éetvorouglova u ravni L?

(iii) Prema tome mora biti AB = A’B’. Kako je jos AD = A'D’, Lam-
bertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B’'C’'D’ bi¢e podudarni prema dokazanom
delu pod b). O

Teorema 5.2.3. Dva Sakerijeva éetvorougla ABCD i A'B'C'D’, sa osnovi-
cama AB, A'B’ i protivosnovicama CD i CD' redom, su podudarna ako je
4) AB=A'B' i BC = B'C', b)AB=A'B' iCD=C'D,
¢) BC=B'C iCD=0C'D', d) AB=A'B'i{C=«C',
e) BC=B'C' i £C = L', f)CD=C'D"i£C = 4C".

Dokaz. Koriséenjem ¢injenice da srednja linija Sakerijevog ¢etvorougla ra-
zlaze taj Cetvorougao na dva Lambertova cetvorougla, dokaz ove teoreme
svodi se na prostu primenu rezultata iz Teoreme 5.2.2. U

5.3 Srednja linija trougla u ravni L2

Sada ¢emo dokazati teoremu koja se odnosi na srednju liniju trougla u
ravni Lobacevskog.

Teorema 5.3.1. Ako su P i Q sredine stranica AB i AC trougla AABC,
tada su prave p(B,C') i p(P,Q) hiperparalelne, pri cemu je

1
PQ < 5BC.

Dokaz. Oznacimo sa A’, B’, C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i
C na pravu p(P, Q). Tada mogu nastupiti sledeéi rasporedi: (i) B(P, A, Q),

(i) P=Aili Q = A/, (ili) P,Q = A

Slika 5.8.
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(i) Neka je najpre B(P, A’, Q) (Slika 5.8.). Trouglovi AAA’P i ABB'P
su podudarni jer je LA’ = {B' = R, AP = BP i {BPB' = {APA'. Iz
njihove podudarnosti sledi AA’ = BB’ i B'P = A’P. Takode su podudarni
i trouglovi AAA'Q i ACC'Q jer je LA = LC' = R, LAQA' = LCQC" i
AQ = CQ. Iz njihove podudarnosti sledi AA" = CC" 1 A’'Q = C'Q. Dakle,
¢etvorougao B'C'C B je Sakerijev, sa osnovicom B’C’ i protivosnovicom BC
pa su prave p(B,C) i p(B'C") = p(P, Q) hiperparalelne.

Slika 5.9.

Takode su i prave p(B, B’) i p(C, C’) hiperparalelne jer imaju zajednicku
normalu p(B’,C"). Duz B'C’ je odsecak zajednicke normale izmedu ovih
dveju hiperparalelnih pravih, pa je prema Teoremi 4.3.6. B'C’ < BC. Sada
iz B(P, A’, Q) dobijamo

B'C' = B'P+ PA' + A'Q + QC' = PA' + PQ + QC' =2 PQ.

1
Dakle 2 PQ < BC, tj. PQ < 5 BC.

Slucajevi (ii) i (iii) razmatraju se analogno (Slika 5.9.). O

5.4 Trouglovi sa nesvojstvenim (infinitnim)
temenima u ravni L2

Teorema 5.4.1. U geometriji ravni L? postoji trougao (Slika 5.10.) koji
ima: (i) jedno, (ii) dva ili (iii) tri nesvojstvena temena.

Dokaz. (i) Sledi direktno iz teoreme 4.2.4.
(ii) Sledi direktno iz aksiome Lobacevskog.
(i) Neka su AA" i BB’ (Slika 5.11.) paralelne prave, tj. AA’ || BB/, i
neka je M tacka izmedu pravih AA’ i BB'. Neka je zatim MP || A’A i



92 5. Geometrija trouglova i éetvorouglova u ravni L?

A A
/\ A
C
B C

B C
—

Slika 5.10.

MQ@ || B'B. Oznacimo sa s medijatrisu ugla £ PM (). Tada je ugao L PMQ
pravom s podeljen na dva oStra ugla. Neka je M N duz paralelnosti za taj
ostri ugao. Tada za normalu CC’ u tacki N na simetralu s vazi MP || CC’
i MQ | C'C, tj. CC"|| A’/Ai1 C'C || B'B. Prave AA’, BB’ i CC’ odreduju

trougao sa tri nesvojstvena temena.

P A
Cl
s Nk \M A
Bl
C
QB
Slika 5.11.

Teorema 5.4.2. Dve paralelne prave u smeru suprotnom od smera paralelnosti
1Maju granicny pravi.

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 5.4.1. (iii). O

Teorema 5.4.3. Dva trougla sa po jednim infinitnim temenom su podu-
darna ako tmaju podudarne po jednu konacnu stranicu i po jedan finitni
Ugao.

Dokaz. Neka su AABC i AA’B'C’ (Slika 5.12.) trouglovi sa nesvojstvenim
temenima C 1 C’, i neka je AB = A'B’ i {ABC = LA’B'C’. Da bi smo
dokazali podudarnost trouglova AABC i AA’B’C’ dovoljno je da dokazemo
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da je {BAC = AB'A'C'. Za uglove {BAC i 4B'A'C’ vazi jedna od
sledece tri moguénosti: (i) LBAC > £B'A'C’, (ii) 4ABAC < £B'A'C' i
(iil) £BAC = LB'A'C",

(i) Pretpostavimo najpre da je {BAC > £B'A'C’. tada unutar ugla
£ BAC postoji poluprava AE takva da je {BAE = £B’A’C’. Poluprava
AFE mora seéi pravu BC jer je AC' || BC. Ozna¢imo sa D njihovu prese¢nu
tacku. Na polupravoj B'C’ odredimo tacku D’ takvu da je BD = B'D’.
Trouglovi AABD i AA’B’D’ su podudarni jer imaju jednake dve odgo-
varajuCe stranice i njima zahvaéen ugao, odakle sledi podudarnost i os-
talih odgovaraju¢ih elemenata, tj. £ BAD = £B'A'D’. Sada iz {BAD =
ABAE = AB'A'C' i {BAD = (B'A'D’ sledi {B'A'D' = {B'A'C’, tj
prave A’D’ i A’/C’ se poklapaju, §to je nemoguée jer bi u tom sluc¢aju par-
alelne prave A’C’ i B'C’ imale zajednicku tacku D’. Prema tome ne vazi
ABAC > AB'A'C".

A

Slika 5.12.

(ii) Analogno i pretpostavka £ BAC < £B'A’C" dovodi do kontradikcije.
(iii) Prema tome mora biti £ BAC = £B'A'C’, tj. trouglovi AABC i
AA'B'C’ su podudarni. O

Teorema 5.4.4. Dva trougla sa po jednim infinitnim temenom su podu-
darna ako su im podudarni odgovarajuci uglovi kod finitnih temena.

Dokaz. Neka su trouglovi AABC' i AA’B’C’ trouglovi sa infinitnim temeni-
ma C i C' pri ¢emu je {BAC = LB'A'C" i LABC = £A’B'C’. Dovoljno je
da dokazemo da je AB = A’B’ da bi pomenuti trouglovi bili podudarni. Za
duzi AB i A’'B’ moze nastupiti jedan od sledeéih slucajeva: (i) AB > A'B’,
(i) AB < A'B' ili (iii) AB = A'B’

(i) Neka je AB > A’B’. Tada na AB postoji tacka By (Slika 5.13.)
takva da je AB; = A’B" i B(A, By, B). Prava B;C paralelna je pravoj AC,
pa su trouglovi AAB;C i AA’B’C’ podudarni prema Teoremi 5.4.3. pa je
KLAB1C = LA'B'C’. Sledi £AB,C = £ABC, tj. suprotni uglovi L AB1C' i
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A A

B B

Slika 5.13.

£ ABC paralelnih pravih B;C' i BC su suplementni §to je u suprotnosti sa
Teoremom 4.3.5. Prema tome nije AB > A’'B’.

(ii) Analogno, pretpostavka AB < A’B’ dovodi do kontradikcije.

(iii) Dakle, mora biti AB = A’B’, tj. trouglovi AABC i AA'B'C’ su
podudarni. O

Teorema 5.4.5. Dva trougla sa po dva infinitna temena su podudarna ako
su im podudarni odgovarajuci uglovi kod finitnih temena.

Teorema 5.4.6. Svi trouglovi sa tri infinitna temena su medu sobom podu-
darni.

Teorema 5.4.7. Ako su sva tri temena nekog trougla infinitna, tada su nor-

male iz bilo koje tacke jedne njegove stranice na drugim dvema stranicama
medusobno normalne.

Slika 5.14.

Dokaz. Neka je P proizvoljna tacka prave BC (Slika 5.14.) i neka su @
i R podnozja normala iz tacke P redom na AB i AC. Treba pokazati
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da je LQPR prav. iz BA || CA i B(B,P,C) sledi PA || BAi PA ||
CA. Ugao £BPQ je ugao paralelnosti izmedu dveju pravih koji odgovara
duzi PQ, tj. £LBPQ = II(PQ). Na isti nacin, LQPA je ugao paralelnosti
koji odgovara duzi PQ, pa je LQPB = AQPA. Analogno, sledi da je
£LRPA = L{RPC. Sada je LQPR = £QPA+ {RPA = {BPQ + £CPR
i LQPR + ({BPQ + LCPR) = 2R, odakle je {QPR = {BPQ + £CPR
prav ugao. O

5.5 Paralelogrami i hiperparalelogrami u L?2

Klasifikacija ¢etvorouglova u geometriji Lobacevskog se bitno razlikuje
od klasifikacije ¢etvorouglova u Kuklidskoj ravni. U zavisnosti od toga da
li se naspramne stranice ¢etvorougla nalaze na konkurentnim, paralelnim ili
hiperparalelnim pravama razlikujemo vise vrsta cetvorouglova. Nag cilj bi¢e
da razmotrimo samo specificne vrste ¢etvorouglova. To su ¢etvorouglovi sa
paralelnim ili hiperparalelnim naspramnim stranicama.

Definicija 5.1. Cetvorougao kome svake dve naspramne stranice pripadaju
paralelnim pravama zovemo paralelogram.

Kraci unutrasnjih uglova paralelograma mogu da budu saglasni sa smero-
vima paralelnosti naspramnih stranica ili ne. Ako su oba kraka unutrasnjeg
ugla paralelograma saglasna sa odgovaraju¢im smerovima teme zovemo os-
novnim, a ako oba kraka unutraSnjeg ugla paralelograma nisu saglasna sa
odgovarajué¢im smerovima, doti¢no teme zovemo protivosnovnim. Ostala
dva temena zovemo bo¢nim temenima. Dijagonalu koja polazi iz osnovnog
temena zovemo osnovnom a onu drugu bo¢nom. Cetvorougao kome su di-
jagonale upravne medu sobom zovemo romb.

Definicija 5.2. Cetvorovgao kome svake dve naspramne stvane pripadaju
hiperparalelnim pravama nazivamo hiperparalelogramom.

Hiperparalelogrami mogu biti centralno simetri¢ni, osnosimetricni i asi-
metricni. Centralno simetriéni hiperparalelogram nazivamo hiperrombo-
idom. Hiperromboid kome su dijagonale upravne medu sobom zovemo hiper-
romb. Hiperromboid kome su dijagonale medu sobom podudarne zovemo
hiperpravougaonikom. Hiperromboid kome su dijagonale medu sobom up-
ravne i podudarne zovemo hiperkvadratom.
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Glava 6

Karakteristiécne krive 1 povrsi

6.1 Pramenovi pravih u ravni L?

Definicija 6.1. Skup £ svih pravih neke ravni S? nazivamo pramenom
pravih ako za svake tri prave a, b, ¢ skupa £ kompozicija S.5,S, predstavlja
neku osnu refleksiju Sy.

1z definicije neposredno zaklju¢ujemo sledece:

(i) Ako su a, b, ¢ tri prave jednog pramena i ako S.SpS, predstavlja osnu
refleksiju Sy tada i d pripada tom pramenu pravih.

(ii) Ako prave a, b, ¢ pripadaju jednom pramenu L tada i ose refieksija
SaSpSe, SpScSa, SecSaShy, SaScSp, SpSaSe, SeSpS, pripadaju pramenu L.

(iii) Za svaku tacku X u ravni S? postoji u pramenu pravih £, taéno
jedna prava p koja je sadrzi.

(iv) Ako su a, b, c tri prave pramena L tada je ScSpS, = SaSpSe.

Zaista, neka je S.SpS, = Sy. Tada je S7 = ¢, pa je 8:SpSaScSpSy = €
Mnozenjem sa desne strane redom sa Sy, Sp, S dobijamo S.5,S, = S¢SpSe.

Teorema 6.1.1. Skup svih konkurentnih pravih jedne ravni predstavlja jedan
pramen pravih.

Dokaz. Oznac¢imo sa L, skup svih konkurentnih pravih posmatrane ravni

i sa a, b, c ma koje tri prave tog skupa, a sa O njihovu zajednicku tacku.

Tada je S:5S(0) = O. S obzirom da je S:5,S, indirektna transformacija

sa invarijantnom tackom O, ona predstavlja osnu refleksiju Sy, ¢ija osa d

sadrzi tacku O, te prava d pripada skupu £. Prema definiciji pramena, skup

L tada predstavlja pramen pravih u posmatranoj ravni. O
Takode nije tesko dokazati da vazi i sledeca teorema:
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Teorema 6.1.2. Skup svih pravih neke ravni S? upravnih na neku pravu s
te ravni predstavlja pramen pravih.

Teorema 6.1.3. Medijatrise stranica trougla pripadaju jednom pramenu pra-
vih.

B \ / C
Slika 6.1.

Dokaz. Obelezimo sa p, ¢ i r (Slika 6.1.) medijatrise redom stranica BC),
CAiAB trougla AABC. U kompoziciji Z = §,5,5, tacka B je invarijantna,
tj. Z(B) = B. S obzirom da je izometrijska transformacija Z indirektna i
ima invarijantnu tacku B to je Z neka osna refleksija. Oznac¢imo je sa S;.
Dakle, §,8,S, = Ss. Tada B € s i prave p, g, r po definiciji pripadaju istom
pramenu pravih. O

Sve §to je do sada izlozeno u ovoj sekciji vazi u Apsolutnoj geometriji tj.
u apsolutnoj ravni S?. U Euklidskoj geometriji medijatrise stranica trougla
se seku u jednoj tacki, centru opisanog kruga oko trougla. U geometriji
Lobacevskog medijatrise stranica trougla se ne moraju seéi te ne mozemo
oko svakog trougla opisati krug.

U nastavku ovog poglavlja razmotri¢emo pramenove pravih u ravni L2.
Od toga da li je X pramen konkurentnih (Slika 6.2. (a)), paralelnih (Slika
6.2. (b)) ili pramen pravih upravnih na nekoj pravoj s (Slika 6.2. (c)) doti¢ni
pramen X nazivamo elipticki, parabolicki odnosno hiperbolicki pramen.

Svaki pramen pravih ravni Lobacevskog jednoznacno je odreden sa ma
koje dve prave tog pramena. Takode, svakom tackom ravni osim srediStem
pramena, prolazi jedna i samo jedna prava tog pramena.

Posmatrajmo u ravni Lobacevskog dva razna pramena pravih X i X’.
Razmotrimo sledeée slucajeve:
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O
0
AN N B\ A
@ (b) (c)
Slika 6.2.

1. Ako je jedan od tih pramenova elipticki, tada postoji jedinstvena prava
koja pripada tim dvama pramenovima pravih, bez obzira na to da li
je drugi pramen elipticki, paraboli¢ki ili hiperboli¢ki.

2. Ako je X hiperbolicki, a X’ parabolicki pramen pravih, postojace
jedinstvena prava koja pripada tim dvama pramenovima pravih ako i
samo ako osnovica pramena X nije paralelna pravama pramena X', jer
postoji jedinstvena prava upravna na datu pravu, a paralelna polupravoj
koja nije paralelna toj pravoj.

3. Ako su oba pramena hiperbolicka, postojace jedinstvena prava koja
pripada tim dvama pramenovima pravih ako i samo ako su osnovice
tih dvaju pramenova medusobno hiperparalelne prave.

Slucaj kada su zadati pramenovi pravih parabolicki malo je slozeniji pa
¢emo ga formulisati u obliku sledeée teoreme:

Teorema 6.1.4. Neka su X i X' dva razna parabolicka pramena. Tada
postoji jedinstvena prava koja pripada pramenovima X i X’'.

Dokaz. S obzirom na ¢injenicu da dva razna pramena mogu imati najvise
jednu zajednicku pravu, dovoljno je da pokazemo da postoji prava koja
pripada pramenovima X i . Oznacimo sa p’ i ¢’ (Slika 6.3.) dve poluprave
kojima su paralelne prave redom pramenova X i X’. Tada poluprave p’ i ¢’ ne
sadrze jedna drugu, jer bi se u suprotnom pramenovi X i X’ poklapali. Ako
bi te dve poluprave pripadale jednoj pravoj, onda bi ta prava bila zajednicka
prava pomenutih pramenova pravih.

Neka poluprave p’ i ¢’ pripadaju dvema razli¢itim pravama p i ¢ i neka
je Q tacka koja ne pripada pravama p i q. Neka su p” i ¢ poluprave sa
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pocetkom u tacki ) paralelne redom polupravama p’ i ¢’. Ako poluprave p”
i ¢” pripadaju jednoj pravoj, onda je ta prava zajednicka prava pramenova

Slika 6.3.

Neka su p” i ¢” kraci nekog konveksnog ugla. U tom slucaju bisektrisa s
tog ugla razlaze taj ugao na dva ostra ugla. Tada postoji jedinstvena prava
r normalna na pravu s paralelna polupravama p” i ¢”. Prava r pripada
svakom od pramenova X i X’ jer je paralelna obema polupravama p’ i ¢'.[]

Za parabolicke pramenove pravih interesantna je i sledeéa teorema:

Teorema 6.1.5. Parabolicki pramen se preslikava na sebe translacijom duZ
bilo koje prave koja mu pripada.

\P

Slika 6.4.

Dokaz. Oznacimo sa a proizvoljnu pravu zadatog parabolickog pramena X.
Neka je prava a (Slika 6.4.) razlozena na poluprave a’ i a” nekom svojom
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proizvoljnom tac¢kom pri ¢emu su prave pramena X paralelne polupravoj
a’. Ozna¢imo sa p i ¢ dve razlicite proizvoljne prave upravne na pravu a.
Osnom refleksijom S, svaka prava pramena X" preslikava se u pravu paralelnu
polupravoj a”. Medutim, osnom refleksijom S, se ta prava preslikava u neku
pravu paralelnu pravoj @/, tj. u pravu pramena X'. Znaci, kompozicija S;0S,

pramen X preslikava na sebe. O

6.2 Secica jednakog nagiba

Definicija 6.1. Prava AB je secica jednakog nagiba pravih AA’ i BB’ ako
ona sa iste strane obrazuje sa tim pravama podjednake uglove (Slika 6.5.).

Bl

%
A A’

Slika 6.5.

Teorema 6.2.1. U svakom pramenu pravih, kroz proizvoljnu tacku ma koje
prave, prolazi jedna © samo jedna secica jednakog nagiba ka ma kojoj drugoj
pravoj 1stog pramena.

Dokaz. Nekasua = A”A’ib= B”B’ dve prave prizvoljnog pramena pravih
X. Odredimo na pravoj a tacku A, i obelezimo sa A; tacku u kojoj normala
iz tacke A na pravu b sece pravu b. Uoc¢imo tacku P izmedu tacaka A i Ap
i ozna¢imo sa () podnozje normale iz tacke P na pravu a.

Kada se tacka P kreé¢e po duzi AA; od A prema Aj, duz PA; se stalno
i neprekidno smanjuje. S druge strane, £ A1 AA’ je oStar, pa PQ stalno i
neprekidno raste. Dakle, postoji tacka O, duzi AA; takva da je OA; = OC,
gde je C' podnozje normale iz tacke O na pravu a (Slika 6.6.).

Obelezimo sa B tacku na pravoj b, tako da se ona nalazi sa one strane
prave AA; sa koje nije tacka C' i BA; =& C'A. Tada su trouglovi AOAC i
AQOAB podudarni, pa je OA = OB i LOBA; = LOAC. 1z uslova OA =
OB sledi da je trougao OAB jednakokrak, §to znac¢i da je {OBA = LOAB.
Dakle, imamo, £ A1 BA = £ BAC, a to znadi da je prava AB secica jednakog
nagiba pravih a i b.
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BI

Slika 6.6.

Ostaje nam da pokazemo jo§ jedinstvenost, tj. da je AB jedina takva
seCica koja prolazi kroz tacku A. Zaista, neka postoji jos jedna takva secica
AB;. Pretpostavimo, ne umanjujuci opstost dokaza da je ona takva da je
£B1AC > ABAC. Kako je {BAC =2 LABA, 1 £B1AC =2 LABj1 A4, to je
£AB1Ay > LABA;. Medutim, £ ABA; je spoljasnji ugao trougla AABB;
te mora biti veéi od unutrasnjeg nesusednog ugla £ ABy B tog trougla. Do-
bijena protivrecénost pokazuje da poluprava AB; ne moze biti takva da je
£B1AC > £ABAC, §to znaci da se ona mora poklapati sa polupravom AB.

Time je teorema u potpunosti dokazana. O

Definicija 6.2. Neka tacka A pripada pravoj a, a tacka B pripada pravoj
b. Ako je AB secica jednakog nagiba pravih a i b, za tacke A i B kaZemo da
su odgovarajucée tacke pravih a  b.

O
Slika 6.7.
Teorema 6.2.2. Ako su A i B odgovarajuce tacke pravih a i b nekog pra-

mena pravih X, tada mormala na duz AB u njenom sredistu C, pripada
istom pramenu pravih X.
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Dokaz. Razlikova¢emo tri slicaja, prema tome da li prave a i b pripadaju
eliptickom, hiperbolickom, ili parabolickom pramenu pravih.

(i) Prave a i b pripadaju eliptickom pramenu (Slika 6.7.). S obzirom na
to da je pramen elipticki, to postoji srediste O pramena X, kroz koje prolaze
i prave a i b. Trougao AOAB je jednakokraki, pa normala na osnovicu AB u
njenom sredistu C sadrzi tacku O. To upravo znaci, da i ta normala pripada
pramenu pravih X.

Slika 6.8.

(ii) Prave a i b pripadaju hiperbolickom pramenu pravih X (Slika 6.8.).
Obelezimo respektivno sa A’ i B’ tacke bazisne prave x, koje pripadaju
pravama a i b. U cetvorouglu AA’B’'B su uglovi koji nalezu na stranicu
A’'B’ pravi, dok su uglovi koji nalezu na stranicu AB podudarni. Ovakav
cetvorougao je Sakerijev. Kako je srednja linija n Sakerijevog Cetvorougla
zajednicka normalna osnovice i protivosnovice tog ¢etvorougla, to je teorema
dokazana i u ovom slucaju.

(iii) Prave a i b pripadaju parabolickom pramenu pravih X (Slika 6.9.).
Normala na duz AB u njenom sredistu C' ne moze se¢i, zbog podudarnosti
uglova sa temenima u tackama A i B, ni jednu od pravih a i b, pa kako se
nalazi izmedu njih, to je ona paralelna sa svakom od njih u istom smeru, t;j.
i u ovom slu¢aju pripada istom pramenu X kome pripadaju i prave a i b. [

a b c

Slika 6.9.
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Vazi i obratno:

Teorema 6.2.3. Ako tacke A i B pripadaju pravama a i b nekog pramena,
a normala ¢ na duZ AB u njenom sredistu C' pripada tom istom pramenu,
tada su tacke A i B odgovarajuée tacke pravih a i b.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme razlikova¢emo tri slicaja, prema
tome da li prave a i b pripadaju eliptickom, hiperboli¢ckom, ili parabolickom
pramenu pravih.

(i) U slucaju eliptickog pramena pravih (Slika 6.7.), uslov teoreme izrazava
¢injenicu da simetrala osnovice AB trougla AOAB prolazi kroz tacku O, pri
¢emu je O srediSte pramena. Dakle, OA = OB pa je trougao AOAB jed-
nakokrak, a to znaci da je AB secica jednakog nagiba pravih a i b.

(ii) U Slucaju hiperbolickog pramena pravih (Slika 6.8.), obelezimo sa A’,
B’, C' tri razne tacke bazisne prave x, koje pripadaju, redom, pravama a, b i
c. Lambertovi! ¢evorougli ACC’ A’ i BCC'B’ imaju zajednic¢ku osnovicu CC’
i podudarne visine AC' i C'B, pa su oni podudarni. Iz njihove podudarnosti,
sledi podudarnost ostalih elemenata, pa je L A’AB = £ B'BA, a to znaci da
je AB secica jednakog nagiba pravih a i b.

(iii) U slucaju parabolickog pramenapravih (Slika 6.9.), neka su prave
a, b, ¢ paralelne u istom smeru. Tada je LA = II(AC) i 4B = II(BC).
Medutim kako je AC = BC, tj. II(BC) = II(AC), to su uglovi LA i £B
podudarni. Dakle, AB je se¢ica jednakog nagiba pravih a i b. O

Teorema 6.2.4. Ako tacke A i B odgovaraju jedna drugoj na pravama a i b
nekog pramena, a tacke B ¢ C' odgovaraju jedna drugoj na pravama b i c tog
istog pramena, onda tacke A 1 C odgovaraju jedna drugoj na pravama a i c.

Dokaz. Prema upravo dokazanoj teoremi, normala e duzi AB u njenom
sredistu F, pripada uocenom pramenu. Tom pramenu pripada i normala f
duzi BC u njenom sredistu F. Medutim, prave e i f su simetrale stranica
trougla AABC'. Kako simetrale stranica trougla pripadaju jednom pramenu
pravih, to simetrala g treée stranice AC' tog trougla, pripada istom pramenu
kome pripadaju i simetrale e i f. Dakle, normala g duzi AC' u njenom
srediStu G pripada onom pramenu, kome pripadaju i prave a i ¢ (Slika
6.10.). Na osnovu prethodne teoreme, tacke A i C' odgovaraju jedna drugoj
na pravama a i ¢, Sto je i trebalo dokazati. O

Neka su sada u Hiperbolickoj ravni date tri razne prave a, bin. Ispitajmo
da 1i postoji prava koja pripada pramenu X(a,b) i koja je normalna na
pravoj n.

! Johann Heinrich Lambert (1728-1777), §vajcarski matematicar, fizicar i astronom
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Slika 6.10.

Razlikovaéemo tri slucaja, prema tome da li je X (a, b) elipticki, parabolicki
ili hiperboli¢ki pramen pravih.

Slika 6.11.

1° Pretpostavimo da se prave a i b seku u nekoj tacki S tj., da one
odreduju elipticki pramen pravih. Tada postoji jedinstvena prava p,
koja sadrzi tacku S i normalna je na pravoj n (Slika 6.11.). Prava p,
pripada pramenu X (a,b) i normalna je na pravoj n.

2° Pretpostavimo da su prave a i b paralelne, tj. pretpostavimo da one
odreduju parabolicki pramen pravih.

a b c

Slika 6.12.
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(a) Pretpostavimo da prava n, ne pripada pramenu X (a,b). Neka je
C proizvoljna tacka prave n. Tada postoji jedinstvena prava c
koja sadrzi tacku C, i pripada pramenu X (a, b). Razlikujemo dva
slucaja:

i) ako je prava ¢ normalna na pravoj n, onda je ¢ prava koja
zadovoljava trazena svojstva (Slika 6.12.);

Slika 6.13.

i1) ako prava c nije normalna na pravoj n, onda postoji prava
¢ koja je normalna na pravoj n i paralelna pravoj c¢ u istom
smeru kao i prava a (prava ¢, dakle, normalna je na pravoj
n i pripada pramenu X(a, b)) (Slika 6.13.).

(b) Pretpostavimo da prava n pripada pramenu X(a,b). Pretposta-
vimo da postoji prava ¢ koja je normalna na pravoj n i pripada
pramenu X (a,b). Ako je C presetna tacka pravih n i ¢, onda
postoje dve razlicite prave n i ¢ koje sadrze tacku C' i pripadaju
pramenu X (a,b), $to je nemoguée. Dakle, ne postoji prava koja
pripada pramenu X(a,b) i normalna je na pravoj n.

3° Pretpostavimo da su prave a i b hiperparalelne, tj. da one odreduju
hiperboli¢ki pramen pravih. Neka je m bazisna prava tog hiperboli¢kog
pramena (Slika 6.14.).

=

Slika 6.14.
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Postoji prava koja pripada tom pramenu i normalna je na pravu n,
akko postoji prava koja je normalna i na pravoj m i na pravoj n, tj.
akko m i n imaju zajednicku normalu. Prave m i n imaju zajednicku
normalu akko su hiperparalelne ili identi¢ne. Razlikujemo dva slucaja:

(i) Ako je m hiperparalelna sa n, njihova zajednicka normala p pri-
pada pramenu X'(a,b) i normalna je na pravoj n.

(ii) Ako su prave m i n identi¢ne, svaka prava p normalna na pravoj
n, pripada pramenu X'(a, b).

Dakle, trazena prava tj. prava koja pripada pramenu X(a,b) i normalna
je na pravoj n, postoji uvek, osim ako su prave a i b paralelne i prava
n pripada pramenu X(a,b), ili ako su prave a i b hiperparalelne i njihova
zajednicka normala m, nije hiperparalelna niti identi¢na sa pravom n. [

6.3 Epicikli u ravni L2

Definicija 6.1. Kompoziciju dveju osnih refleksija ravni L? nazivamo epi-
ctklickom rotacijom.

Teorema 6.3.1. Neka je X proizvoljan pramen pravih w ravni L?. Skup
svih epiciklickih transformacija definisanih v odnosu na prave tog pramena
predstavlja  grupu  epiciklickih  rotacija  definisanih u  odnosu na
pramen pravih X .

Definicija 6.2. Neka je X pramen pravih u ravni L? i neka je P € L2
proizvoljna tacka. Skup, koji se sastoji iz svih tacaka ravni L?, koje u trans-
formacijama iz grupe epiciklickih rotacija definisanih u odnosu na pramen
X odgovaraju tacki P, nazivamo epiciklom ili trajektorijom tog pramena
pravih. Tacka P, koja pripada trajektoriji naziva se pocetna tacka trajek-
torije.

Prema tome, trajektorija pramena pravih je odredena svojom pocetnom
tackom.

Teorema 6.3.2. Svaka tacka trajektorije pramena pravih, moZe se uzeti za
pocetnu tacku trajektorije.

Dokaz. Neka je T trajektorija pramena pravih u odnosu na pocetnu tacku
A, a T’ trajektorija istog pramena u odnosu na poc¢etnu tacku B. Ako tacka
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B pripada i trajektoriji 7, to znaci da je B ona tacka elementa b pramena,
koja odgovara tacki A, elementa a tog pramena. Ali tada i tacka A elementa
a odgovara tacki B elementa b, tj. ako tacka B pripada trajektoriji 7, onda
i tacka A pripada trajektoriji 7".

Neka je, zatim, C' proizvoljna tacka trajektorije 7. To znaci da je tacka
C, elementa ¢ pramena, odgovaraju¢a tacka tacki A, elementa a. Ali na
osnovu Teoreme 6.2.4. sledi da su i tacke B i C odgovarajuce tacke, Sto
zna¢i da tacka C pripada i trajektoriji 7’. Jasno je da vazi i obratno , tj.
da svaka tacka trajektorije 7' pripada i trajektoriji 7 tj. trajektorije 7 i
T’ se poklapaju. Dakle, trajektorija pramena pravih je odredena ma kojom
svojom tackom. O

Nije tesko zakljuciti da vaze sledeée teoreme:

Teorema 6.3.3. Svaka tetiva trajektorije pramena pravih je secica jednakog
nagiba onih elemenata pramena, koji prolaze kroz krajnje tacke tetive.

Teorema 6.3.4. Normala na tetivu trajektorije pramena pravih u njenom
sredistu, pripada tom pramenu pravih.

Teorema 6.3.5. Svaka trajektorija sece pramen pravih ortogonalno.

Dokaz. Primetimo da ova teorema, u stvari, izrazava ¢injenicu da tangenta
trajektorije u svakoj tacki stoji normalno na onu pravu pramena, koja prolazi
kroz uocenu tacku pramena.

Razmotrimo, posebno slucaj eliptickog, parabolickog i hiperboli¢kog pra-
mena.

(i) U slucaju eliptickog pramena, sve tacke trajektorije su podjednako
udaljene od sredista pramena, tj. ta trajektorija je krug.

A B

A" C' B

Slika 6.15.
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(ii) U slucaju parabolickog pramena, neka je AB tetiva trajektorije, a
CC' normala te tetive u njenom sredistu C. Tada je AA" || CC’, pa je
LA'AC =TI(AC), gde smo sa A’ oznagcili tacku prave pramena koja prolazi
kroz tacku A, a nalazi se sa one strane prave AB sa koje je smer paralelnosti
(Slika 6.15.). Medutim II(AC) tezi 7/2, kada se AC smanjuje i tezi nuli. S
druge strane, kada AC' tezi nuli, tetiva AB postaje tangenta trajektorije u
tacki A.

(iii) Ako je pramen hiperbolicki, posmatrajmo tetivu AB trajektorije i
one prave a i b pramena koji prolaze, redom, kroz tacke A i B. Obelezimo
sa A’ i B’ tacke preseka pravih a i b sa bazisnom pravom pramena x (Slika
6.16.). U Sakerijevom ¢etvorouglu ABB’A’, kao i u slucaju paraboli¢nog
pramena, £ A’ AB tezi ka m/2 kada AB tezi nuli, a zajedno s tim i A’B’ tezi
nuli. O

A B

X

AT T

Slika 6.16.

Teorema 6.3.6. Prava moZe seéi trajektoriju pramena pravih najvise u dve
tacke.

Dokaz. Uocimo tacke A, B i C trajektorije tog pramena. Neka je tacka
B izmedu tacaka A i C na toj trajektoriji, i AA’, BB’ i CC’ odgovarajuéi
elementi pramena. Tada su uglovi £ ABB’ i LCBB’ ostri, odakle sledi
da £ ABC ne moze biti opruzen, tj. tri tacke trajektorije ne mogu biti
kolinearne, §to je i trebalo dokazati. O

U ravni Lobacevskog postoje vazne krive koje su u uskoj vezi s pramen-
ovima pravih. Zbog svog velikog znacaja zovu se fundamentalne ili C-krive.
Takode se u literaturi sre¢u pod nazivom - epicikli. To su ortogonalne tra-
jektorije, tj. takve krive koje presecaju prave posmatranog pramena pod
pravim uglom.

Prema tome moze se govoriti o ortogonalnoj trajektoriji svakog od spo-
menuta tri tipa pramena pravih. Prema tome razlikujemo sledece tri vrste
epicikla (fundamentalnih ili C-krivih):
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(1) Ortogonalna trajektorija eliptickog pramena je krug ili cikl. Svaka
tacka kruga podjednako je udaljena od sredista eliptickog pramena pravih
O. Tacku O nazivamo sredistem tog cikla (Slika 6.17. (a)).

O
k
€ T
(0]
B\ AN A\ BN
(a) (b) (c)
Slika 6.17.

(2) Ortogonalna trajektorija parabolickog pramena naziva se granicéni
krug ili oricikl (Slika 6.17. (b)). Oricikl se moze posmatrati kao grani¢ni
slu¢aj kruga. Srediste tog kruga bila bi infinitna tacka Oy u ravni Lobacev-
skog, u kojoj se seku prave parabolickog pramena pravih. Oricikl je kriva
koja cela lezi s jedne strane svoje tangente, a konkavna strana joj je okrenuta
prema onoj tacki kojoj paralelne prave konvergiraju.

(3) Ortogonalna trajektorija hiperbolickog pramena naziva se ekvidis-
tanta ili hipercikl (Slika 6.17. (c)). Naziv ”ekvidistanta” ova C-kriva dobila
je po tome Sto ima svojstvo da su sve njene tacke podjednako udaljene od
prave n koja je zajedni¢ka normala svih pravih toga pramena. Ta prava n
naziva se baza (osnova) ekvidistante. U ravni Lobacevskog ekvidistanta nije
prava, nego kriva. Medutim, u Euklidovoj ravni ekvidistanta je prava (sledi
iz V Euklidovog postulata).

Sve prave pramena u svakom od ova tri sluc¢aja zovu se ose odgovarajuceg
epicikla (fundamentalne krive). Svaka od pomenutih krivih je simetri¢na u
odnosu na svaku svoju osu.

Krug, ekvidistanta i oricikl imaju zajedni¢ko svojstvo - to su krive stalne
krivine u L?. Sta vise, moze se dokazati da su to jedine krive konstantne
krivine (-1) u ravni Lobacevskog. U Euklidskoj ravni E? postoje dve vrste
linija konstantne krivine: krug i prava, dobijene kao trajektorije eliptickog i
hiperbolickog pramena pravih.

Fundamentalne krive, pre svega oricikl i ekvidistanta, bi¢e predmet naseg
razmatranja u poglavljima koja slede.
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6.4 Ekvidistanta

Definicija 6.1. Trajektorija hiperbolickog pramena pravih zove se ekvidis-
tantna linija ili ekvidistanta, a bazisna prava pramena - bazisna prava ek-
vidistante. Svaki element pramena u odnosu na koji je ekvidistanta defin-
isana je osa ekvidistante (Slika 6.18.).

A B ¢

Slika 6.18.

Naravno, definiciju ekvidistante, mozemo dati i u terminima secice jed-
nakog nagiba:

Definicija 6.2. Neka je a prava hiperbolickog pramena pravih i neka je A
proizvoljna tacka prave a. Tada geometrijsko mesto tacaka B, za koje je
zadovoljeno B € b, prava b je iz istog pramena i AB je secica jednakog
nagiba, naziva se ekvidistanta.

Teorema 6.4.1. Tacke ekvidistante su podjednako udaljene od njene bazisne
prave. Obrnuto, geometrijsko mesto tacaka podjednako udaljenih od te prave
je ekvidistantna linija.

Dokaz. (=) Neka su A, B i C tacke ekvidistante e, a A, B’ i C' pro-
jekcije tih tackaka na njenu bazisnu pravu (Slika 6.18.). Tacke A i B su,
dakle, odgovarajuée tacke na elementima AA’ i BB’ posmatranog hiper-
bolickog pramena. Zato je A BAA" = L{ABB’. Kako je, po konstrukciji,
LAA'B' = LA'B'B = R, to je cetvorougao AA’B’B Sakerijev, tj. AA’ =
BB'. Analogno, ¢etvorougao BB'C'C' je Sakerijev, pa je AA' = BB' = C(C".

(<) Posmatrajmo sada normale u tackama A’, B’ i C' date prave, i
na njima, sa iste strane uocene prave, redom tacke A, B i C, tako da
je AA' =2 BB’ =~ CC'. Tacke A, B i C pripadaju geometrijskom mestu
tacaka podjednako udaljenih od date prave. Primetimo, uoCene normale
su elementi hiperboli¢cnog pramena pravih za koje data prava predstavlja
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bazisnu pravu. Takode ¢etvorougli AA’B’B i BB'C'C su Sakerijevi. Dakle
KA'AB = LABB' i AB'BC = £BC(’, tj. tacke A, B i C su odgovarajuce
tacke na pravama pramena, pa pripadaju trajektoriji tog pramena, Sto je i
trebalo dokazati. O

Definicija 6.3. Konstantno odstojanje AA’ =2 BB’ = CC’ = h tacaka ek-
vidistante od njene bazisne prave, naziva se parametar ekvidistante ili visina
ekvidistante.

Sa obe strane bazisne prave ekvidistanta ima po jednu granu.

Specijalno, ako je visina ekvidistante jednaka nuli, sledi da je ekvidis-
tanta prava linija. Znagi, prave linije mozemo smatrati ekvidistantama vi-
sine nula.

Za ekvidistantu vazi

Teorema 6.4.2. Prava koja sece bazisnu pravu, sece svaku granu ekvidis-
tante u jednoj tacki.

Dokaz. Pretpostavimo da prava AB sece bazisnu pravu A’B’ ekvidistante
u tacki C. Uocimo ostar ugao £ ACA’. Koristeéi se Teoremom 4.2.5. za-
klju¢ujemo da rastojanja tacaka njegovog kraka AC od drugog kraka C' A’
neprekidno rastu, ukoliko se po kraku AC' udaljavamo od njegovog temena
C. Zato na tom kraku postoji tacka A; €ije je rastojanje od kraka CA’,
tj. od bazisne prave A’B’ jednako visini ekvidistante h (Slika 6.19.). Dakle,
tacka A; pripada ekvidistanti (ona je preseéna tacka prave i ekvidistante).
Analogno se pokazuje da druga poluprava C'B , date prave, se¢e drugu granu
ekvidistante. 0

Slika 6.19.

Teorema 6.4.3. Prava koja je paralelna sa bazisnom pravom ekuvidistante,
sece ekvidistantu u jednoj tacki.
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Dokaz. Poznato je da se odstojanje tacke koja se pomera po jednoj od dveju
raznih medusobno paralelnih pravih, od druge prave strogo i neograni¢eno
smanjuje kada se tacka pomera u smeru paralelnosti, a strogo i neogranic¢eno
povecava kada se tacka pomera u smeru suprotnom od smera paralelnosti.
Zato, ako uoc¢imo pravu koja je paralelna bazisnoj pravoj ekvidistante, na
njoj postoji jedna i samo jedna tacka, ¢ije je rastojanje od bazisne prave ek-
vidistante jednako visini ekvidistante h. Ta tacka prave, zbog toga, pripada
ekvidistanti, i prema tome, data prava sece ekvidistantu u jednoj tacki, sto
je i trebalo dokazati. O

Teorema 6.4.4. Prava koja je hiperparalelna sa bazisnom pravom ekvidis-
tante, sece jednu granu ekvidistante u dvema tackama ako je najkrace ras-
tojanje te dve prave manje od visine ekvidistante, dodiruje je, ako je to
rastojangje jednako visini ekvidistante, a nema zajednickih tacaka sa ekvidis-
tantom, ako je to rastojanje vece od visine ekvidistante.

Dokaz. Ozna¢imo sa AB datu pravu, a sa A’ B’ bazisnu pravu ekvidistante.
Neka su prave AB i A’B’ hiperparalelne. Neka je CC’ njihova zajednicka
normala. Duz CC’ je najkrade rastojanje te dve prave (jer od svih duzi
koje spajaju tacke dveju mimoilaznih pravih, najmanja je ona koja spaja
podnozja zajednicke normale tih mimoilaznih pravih), i pocev od nje mi-
moilazne prave se neprekidno i neograni¢eno udaljavaju jedna od druge.

Razmotrimo svaki slu¢aj ponaosob (Slika 6.20.):

(i) Neka je duz C'C" manja od visine ekvidistante. Primetimo, da na
pravoj AB sa svake strane tacke C' postoji po jedna tacka, ¢ije je odstojanje
od bazisne prave jednako duzi h. Te dve tacke pripadaju i ekvidistanti (jer
ekvidistantna linija se sastoji iz dve grane, od kojih se svaka nalazi sa jedne
strane bazisne prave), pa, prema tome, data prava sece jednu granu (onu
granu ekvidistante sa koje se nalazi) u dvema tackama.

A < BA C BA C B
P Cr Q e

€

: B B
A" C B A cC B A C B

Slika 6.20.

(ii) Neka je duz CC’ jednaka visini ekvidistante. U tom slucaju tacka C
pripada ekvidistanti. Ako se pocev od tacke C, sa obe strane te tacke prava



114 6. Karakteristi¢ne krive i povrsi

AB udaljuje od prave A’B’, onda ta prava nema vise zajednickih tacaka sa
ekvidistantom, pa je zato dodiruje samo u tacki C.

(iii) Neka je duz C'C” vecéa od visine ekvidistante. U tom slucaju tacka
C se nalazi izvan ekvidistante. To vazi i za ostale tacke prave AB, jer su
i njihova odstojanja od A’B’ veéa od CC’, pa prema tome i od h. Zato, u
ovom slucaju, prava AB nema zajednickih sa ekvidistantom. (|

U Euklidskoj geometriji ekvidistanta je prava, pa su svake dve ekvidis-
tante podudarne. U ravni Lobacevskog ekvidistanta je razli¢ita od prave i
vazi sledeéa teorema:

Teorema 6.4.5. Da bi u ravni L? dve ekvidistante bile podudarne, potrebno
je i dovoljno da im visine budu podudarne.

Dokaz. Neka su u ravni L? date ekvidistante e i ¢/ redom sa osnovama s i
s'. Neka su Q i Q' tacke redom ekvidistanti eie’ a A1 A’ podnozja normala
redom iz tacaka Q i Q' na prave s i s’. Neka su jos B i B’ tacke pravih s i
s’ redom takve da je AB = A’B’, a X i X’ hiperbolicki pramenovi kojima
su ekvidistante e i ¢’ definisane.

Q S

Slika 6.21.

Pretpostavimo da su visine QA i Q'A’ podudarne. Tada u ravni L?
postoji jedinstvena izometrija Z koja trougao AQAB prevodi u AQ'A'B’.
Izometrija Z pramen X prevodi na pramen X’ pa samim tim i ekvidistantu
e na ekvidistantu ¢’.

Obratno, neka su ekvidistante e i ¢ podudarne. Tada postoji izometrija
Z, takva da je Z(e) = €. Tada je Z(X) = X', Z(A) = A", Z(B) = B" i
Z(Q) = @' (Slika 6.21.). Ako bi bilo Z(s) # s’, onda bi svaka prava pramena
X' bila upravna na dvema pravama s’ i A”B”, sto je nemogudée. Prema
tome, visine ekvidistanti e i €’ su podudarne. O

Teorema 6.4.6. Ako je visina ekvidistante u Hiperbolickoj ravni L? veéa
od nule, onda ta ekvidistanta nije prava.
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Dokaz. Neka je data ekvidistanta e, i oznac¢imo sa s njenu bazisnu pravu.
Neka su P, @) i R proizvoljne razli¢ite tacke koje pripadaju ekvidistanti, a
P, Q" i R' podnozja normala iz tacaka P, Q i R na pravoj s. Pretpostavimo,
bez umanjenja opstosti dokaza, da vazi raspored B(P',Q’, R') (Slika 6.22.).
Po pretpostavci, visina ekvidistante e je razli¢ita od nule, pa se tacke P i
P’ ne poklapaju. Analogno, ne poklapaju se ni tacke Q i Q’, a isto vazi i za
tacke R i R'. Vazi PP’ =2 QQ' = RR'. Kako se radi o ekvidistanti, prava
s je zajednicka normala pravih PP’ i QQ'. Dakle, prave PP’ i QQ’ se ne
seku. Analogno, ne seku se prave PP’ i RR’' i prave QQ’' i RR'. Takode
vazi, APP'Q' = £QQ'P' = Ri LQQ'R = £RR'Q’' = R, pa su PP'Q'Q
i QQ'R'R Sakerijevi ¢etvorouglovi. Uglovi na protivosnovici Sakerijevog
¢etvorougla medusobno su podudarni, tj. LP'PQ = £Q'QP. Zbir uglova u
¢etvorouglu PP'Q'(Q) manji je od zbira ¢etiri prava ugla, i jednak je:

LPP'Q + LP'QQ+ LQ'QP + LQPP' = 2R +24Q'QP

odakle zakljucujemo da je £Q'QP ostar. Analogno, se pokazuje da je i ugao
£Q'QR ostar.

p QR
€
. S
P’ Q R’
Slika 6.22.

Ugao £PQR jednak je zbiru uglova £Q'QR i £Q'QP, odakle zakljuc-
ujemo da je £ PQR manji od opruzenog, pa sledi da tacke P, () i R nisu
kolinearne. Dakle, ekvidistanta e nije prava. O

Teorema 6.4.7. Nikoje tri razne tacke ekvidistante ne pripadaju jednoj
pravoj.

Dokaz. Posmatrajmo u ravni Lobacevskog ekvidistantu e sa bazisnom
pravom s i visinom razlicitom od nule. Pokazatemo da nikoje tri razne
tacke te ekvidistante ne pripadaju jednoj pravoj.

Pretpostavimo da postoji prava p koja sa ekvidistantom e ima tri za-
jednicke tacke A, B, C. Ozna¢imo sa A’, B’, C’ podnozja upravnih iz tacaka
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A, B, C redom na pravu s (Slika 6.23.). Cetvorougli A’B’'BA i B'C'CB su
Sakerijevi odakle zaklju¢ujemo da je £ B'BC = £C'CB = «.

S druge strane imamo da je {B'BC + {B'BA = 2R. Iz jednakosti
ostrih uglova Sakerijevih ¢etvorougla A'B’'BA i B'C'CB zaklju¢ujemo da
je £B'BA = a, pa je 2a = 2R, odakle zaklju¢ujemo da je = R. Dobili
smo da je za zbir unutrasnjih uglova ¢etvorougla o(B'BC’'C) = 4R, §to je u
geometriji Lobacevskog nemogucde. O

Slika 6.23.

Teorema 6.4.8. Ako su e i € dve ekvidistante koje imaju jednake visine,
a nalaze se sa raznih strana njihove zajednicke bazisne prave s, tada prava
s sadrzi srediste duzi AB ¢iji su krajevi na ekvidistantama e i €.

Dokaz. Posmatrajmo dve ekvidistante e i ¢/, sa visinama respektivno h
i b/, pri cemu je h = h/. Neka tacka A pripada ekvidistanti e a tacka B
ekvidistanti €/, i neka su A’ i B’ podnoZja normala, redom iz tacaka A i B
na pravu s. Uocimo tacku S duzi AB za koju je AS = SB. Dovoljno je
dokazati da tacka S pripada pravoj s.

Razlikujemo sledec¢e slucajeve :

(i) Prava AB upravna na pravu s. Iz h = b/ sledi AS = SB=h =1,
odakle zakljucujemo da je S € s.

(ii) Prava AB nije upravna na pravu s (Slika 6.24.). Oznac¢imo sa P
presecnu tacku bazisne prave s i duzi AB. Posmatrajmo trouglove AAPA’
i APBB’. Kod njih je: AA" = BB', {AAP = {BB'P = Ri LA'PA =
£BPB'.

Prema petom stavu o podudarnosti trouglova oni su podudarni, pa sledi
jednakost ostalih elemenata, tj. AP = PB. Duz moze imati samo jedno
srediSte, pa je P =S5, tj. S € s. O

Teorema 6.4.9. Geometrijsko mesto vrhova svih trouglova koji imaju za-
jednicku osnovu i nalaze se sa iste strane prave odredene tom zajednickom
osnovom i u kojima je zbir unutrasnjih uglova svuda isti, predstavlja ekvidis-
tantu.
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Slika 6.24.

Dokaz. Posmatrajmo u ravni Lobacevskog trougao AABC. Tada postoji
tacka P sa svojstvom da P € AB, B(A, P,B) i AP = PB. Sli¢tno, postoji
tacka @, tako da @ € AC, B(A,Q,C) i AQ = QC (Slika 6.25.).

Oznacimo sa [ pravu odredenu tackama P i Q). Neka su B’, C' i A’
podnozja normala iz tacaka B, C'i A na pravu [. Primetimo da su prave
BB, CC"i AA’ jedinstvene sa svojstvom da su normalne na pravu [.

Posmatrajmo trouglove AAA'P i ABB'P. Za njih vazi : AP = BP,
LAA'P = {BB'P = R, {A'PA = {B'PB, paje AAA'P = ABB'P, prema
petom stavu o podudarnosti trouglova. Iz podudarnosti ovih trouglova, sledi
jednakost ostalih elemenata, tj. £ A’AP = AB’'BP kaoi AA' = BB'.

Analogno, vazi AAA'Q = ACC'Q, odkle LA’ AQ = LC'CQ kao i AA’ =
CC'. Kako je BB’ = AA’, to imamo AA’ = BB’ = CC'.

Slika 6.25.

Kako je {BB'C' = £CC'B’ = R i BB' = CC’, to je ¢etvorougao
BCC'B’ Sakerijev. Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla su jed-
naki, tj. 4 B'BC = £C'CB.

Sada je 0(ABC) = {B'BC + £C'CB = 24£C'CB.
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Uoc¢imo, jos jedan trougao iz skupa trouglova sa navedenom osobinom
u uslovu teoreme. Neka je to trougao AA;BC i ozna¢imo sa n pravu koja
je odredena sredinama stranica A1 B i A1C pomenutog trougla. Za uoceni
trougao prema dokazanom delu vazi:

o(A1BC) = £B,BC + £C,CB = 24B| BC.

Kako je 0(ABC) = 0(A1BC) to je LCBB' = {B|BC, {BCC' = {BCC(}.
Sakerijevi ¢etvorougli BCC'B’ i BCC} B} imaju i jednu zajednicku stranicu
BC, pa koriste¢i upravo dokazanu jednakost uglova, zaklju¢ujemo da su
podudarni. Iz dokazane podudarnosti, sledi jednakost ostalih elemenata, tj.
BB =(CC'=BB| =CC}, kaoil=n.

Dakle AA" = A1 A}, AA'1l1 A1 A} Ln. Za neki drugi trougao AAy;BC
vazide: AA' = A1 A} = A Al 1 Ay AL Ln.

A A, A,
: \;{ B&
: P a
A’ Al Aj
Slika 6.26.

Dakle, ¢etvorougli AA’AJA; 1 AA’ A Ay su Sakerijevi pa su duzi AA; i
AA, secice jednakog nagiba (Slika 6.26.), odakle sledi tvrdenje teoreme. [

6.5 Oricikl

Definicija 6.1. Trajektorija parabolickog pramena pravih zove se oricikl.
Svaki element pramena, u odnosu na koji je oricikl definisan naziva se osa

oricikla (Slika 6.27.).

U nastavku dajemo definiciju oricikla u terminima secice jednakog nag-
iba:

Definicija 6.2. Neka je prava a iz parabolickog pramena pravih X i neka je
A proizvoljna tacka prave a. Tada geometrijsko mesto tacaka B, pri cemu
je Beb, be X, i AB je seCica jednakog nagiba, naziva se oricikl.
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Slika 6.27.

Kako se svaka tacka trajektorije moze uzeti za pocetnu tacku trajektorije
to sledi da je svaki oricikl odreden ma kojom svojom tackom i osom kroz tu
tacku. Medutim moze se pokazati da vazi opstija teorema:

Teorema 6.5.1. Oricikl je u potpunosti odreden svojom proizvoljnom tackom
1 svojom proizvoljnom osom.

Dokaz. Neka ja A proizvoljna tacka oricikla o i neka je BB’ njegova
proizvoljna osa. Tada, postoji jedna i samo jedna orijentisana prava AA’,
koja prolazi kroz tacku A, i paralelna je pravoj BB’ u istom smeru. Kako je
svaki oricikl odreden ma kojom svojom tackom i osom kroz tu tacku, time
je oricikl o jednozna¢no odreden pravom AA’ i tackom A. O

Kroz svaku tacku P ravni prolazi jedna i samo jedna osa oricikla. Ako
se taCcka P nalazi sa one strane oricikla, sa koje je smer paralelnosti nje-
govih osa, kazemo da je P unutrasnja tacka oricikla. Ako je, pak, P sa one
strane oricikla, sa koje nije smer paralelnosti osa, tacka P je spoljasnja tacka
oricikla.

Teorema 6.5.2. Prava koja prolazi kroz unutrasnju tacku oricikla, a nije
njegova osa, sece oricikl u dvema tackama.

Teorema 6.5.3. Kroz ma koje dve tacke ravni prolaze dva oricikla koja su
stmetricna u odnosu na pravu odredenu tim dvema tackama.

Dokaz. Neka su A i B dve proizvoljne tacke ravni Lobacevskog. Neka
je prava CC’ normala duzi AB u njenom sredistu C' (Slika 6.28.). Ako
prave AA" i BB’ prolaze, redom, kroz tacke A i B, tako da je AA’ || BB’
i BB || CC', onda je LA’AC = TI(AC) i £B'BC' = II(BC). Obzirom
da je tacka C srediste duzi AB to je AC = BC, a kako jednakim duzima
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Slika 6.28.

odgovaraju jednaki uglovi paralelnosti to je LA’AC = £B'BC. Tacka B
pripada oriciklu, koji je odreden tackom A i pramenom paralelnih pravih
AA'", BB'i CC'.

Primetimo da normalu na duz AB u njenom sredi§tu C' mozemo ori-
jentisati i u suprotnom smeru CC”. Na taj nacin dobijamo novi pramen
paralelnih pravih. Taj pramen pravih i tacka A odreduju jos jedan oricikl.
Na isti nacin kao i u prethodnom slucaju se pokazuje da tacka B pripada i
tom oriciklu. O

Teorema 6.5.4. Dva oricikla, koja imaju jednu zajednicku tacku, a ne dodi-
ruju se, imaju jos jednu zajednicku tacku.

Dokaz. Neka su data dva oricikla o i o koji imaju zajednicku tacku A.
Oznacimo sa AA’ i AA” ose pomenutih oricikala u tacki A (Slika 6.29.). Po
pretpostavci oricikli 0 i o’ se ne dodiruju, pa su zato ose AA’ i AA” razlicite,
tj. obrazuju neki ugao £ A’AA”. Neka je AC simetrala toga ugla, a duz AC
duz paralelnosti za ugao £ A’AC. Neka je n = C'C” normala konstruisana
u tacki C' na pravu AC. Prema konstrukciji ona predstavlja grani¢nu pravu
ugla LA’AA" i shodno tome AA" || CC" i1 AA" || CC”.

Obelezimo sa B tacku prave AC, tako da je AC = CB, a sa BB’ i
BB" orijentisane prave, tako da je BB’ || CC" i BB" || CC". Tada je
LA'AB = L ABB" odakle sledi da tacka B pripada svakom od uo¢ena dva
oricikla. 0

Definicija 6.3. Uocimo tetivu AC oricikla. Odstojanje AD tacke A od one
ose oricikla, koja prolazi kroz drugu krajnju tacku C' uocene tetive, zove se
visina luka AC oricikla (Slika 6.30.).

Teorema 6.5.5. Luk oricikla odreden je u potpunosti tetivom ili visinom.
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Slika 6.29.

A

Slika 6.30.

Dokaz. Pokazali smo da kroz ma koje dve tacke ravni prolaze dva ori-
cikla koja su simetri¢na u odnosu na pravu odredenu tim dvema tackama.
Odavde direktno sledi da je luk oricikla odreden tetivom. Iz istog razloga,
zaklju¢ujemo da je luk oricikla odreden visinom, posto udvostrucena visina
odreduje tetivu dvostrukog luka, a shodno tome i sam luk. O

Teorema 6.5.6. Svaka dva oricikla u ravni L? su medu sobom podudarna.

Dokaz. Neka su X' i X’ parabolicki pramenovi pravih u odnosu na koje su
definisani oricikli 0 i 0’ i neka je s zajednicka prava tih pramenova. Oznac¢imo
sa A i A’ zajednicke tacke prave s redom sa oriciklima o i o'.

Ukoliko se pramenovi X i X’ poklapaju (Slika 6.31. (a)), prava s je
proizvoljna prava tog pramena. Translacija Uy preslikava pramen X na
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(a) (b)

Slika 6.31.

sebe, tacku A oricikla o u tacku A’ oricikla o/, pa je
T(0) = o.

Ukoliko su pramenovi X' i X’ razliciti (Slika 6.31. (b)), onda je prema
teoremi 6.1.4. prava s jedinstvena, pa se osnom refleksijom u odnosu na
proizvoljnu pravu koja je upravna na pravu s pramenovi X i X’ preslikavaju
jedan na drugi. Ako se tacke A 1 A’ ne poklapaju, oznacimo sa n medijatrisu
duzi AA’, a ako se poklapaju sa n ¢emo oznaciti pravu koja sadrzi tacku
A = A’ i upravna je na pravu s. Osnom refleksijom S,, pramenovi X' i X’ se
preslikavaju jedan na drugi, a tacka A u tacku A’, $to znaci S, (0) = 0.

Kako se u oba slucaja oricikl o izometrijom preslikava na oricikl o/, sledi
da su orickli 0 i o/ podudarni. O

Istaknimo jos jednom, da se oricikl, moze posmatrati kao granicni slucaj
kruga. Centar tog kruga bila bi infinitna tacka O u ravni L? u kojoj se
seku prave nekog pramena. O tome detaljnije govori sledeé¢a teorema:

Teorema 6.5.7. Granicni poloZaj kruga, koji prolazi kroz unapred zadatu
tacku A i ima u toj tacki odredenu tangentu, a Gije se srediste neograniceno
udaljava po pravoj upravnoj na tangentu u zadatoj tacki, predstavija oricikl.

Dokaz. Posmatrajmo skup krugova koji su medusobno tangentni u tacki
A, a ¢ija su sredista Oy, Oz, Os, ... (Slika 6.32.). Svaki od tih krugova
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je ortogonalna trajektorija elipticnog pramena pravih. Sredista tih pra-
menova su, redom, tacke O, Oy, O3, ... U grani¢nom sluc¢aju kada AO
neogranic¢eno raste, elipticki pramen pravih postaje parabolicki, a odgo-
varajuéi krug, koji je grani¢ni svih posmatranih krugova, je ortogonalna
trajektorija parabolickog pramena pravih, tj. oricikl. O

Slika 6.32.

Teorema 6.5.8. Nikoje tri razne tacke oricikla ne pripadaju jednoj pravoy.

Slika 6.33.

Dokaz. Ako bi neke tri razne tacke oricikla A, B, C' pripadale nekoj pravoj
p (Slika 6.33.) tada bi prava AB predstavljala sec¢icu jednakih nagiba pravih
a i b, te bi bo¢ni uglovi kod temena A i B sa svih strana gde su secCice a i
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b bili ostri. Isto bi i kod temena B i C uglovi sa one strane secice gde su
b i ¢ bili ostri te bi naporedni uglovi £ ABO,, i LCBO bili ostri sto je
nemoguce. O

6.6 Teorema o simetralama stranica trougla u L2

Teorema 6.6.1. Temena trougla AABC' pripadaju:

(1) krugu, ako simetrale stranica tog trougla pripadaju eliptickom pramenu
pravih;

(il) ekvidistanti, ako simetrale stranica tog trougla pripadaju hiperbolickom
pramenu pravih;

(iii) oriciklu, ako simetrale stranica tog trougla pripadaju parabolickom pra-
menu pravih.

Dokaz. Simetrale stranica trougla mogu pripadati (Teorema 6.1.3..) svakom
od razmatranih pramenova pravih u ovom poglavlju: eliptickom, hiper-
bolickom ili parabolickom.

(i) Ukoliko se simetrale stranica trougla seku, onda se oko datog trougla
moze opisati krug Cije je srediSte presek simetrala stranica.

(ii) Neka sada simetrale stranica trougla s,, s, i s. pripadaju hiper-
bolickom pramenu pravih. Dakle, postoji prava p (bazisna prava posmatra-
nog pramena) koja je zajednicka normala pravih s, i s.. Takode, postoje
prave AA,, BBy, CCy sa osobinom da su normalne na pravu p redom u
tackama Ay, By i Ci. Zaklju¢ujemo da prave AA;, BBy, CC1, sp, Sc pri-
padaju istom hiperbolickom pramenu pravih, jer imaju zajedni¢ku normalu,
pravu p.

Oznacimo sa M i N sredsta stranica AB i AC trougla AABC' i uo¢imo
Lambertove ¢etvorougle BiPM B i AjPM A (Slika 6.34.). Ova dva ¢etvoro-
ugla imaju po jednu zajednicku stranicu PM, a prema konstrukciji je M B =
M A. Na osnovu jednog od stavova o podudarnosti Lambertovih ¢etvorougla
zaklju¢ujemo da je BiPMB = AiPMA. Iz navedene podudarnosti, sledi
jednakost ostalih elemenata, pa je £ BiBM = £ A1 AM.

Analogno se dokazuje da je QC1CN =2 QA1 AN, tj. ANAA; = ANCC.

Dakle, AB i AC su secice jednakog nagiba, pa temena trougla AABC
pripadaju jednoj ekvidistanti.

(iii) Na kraju, neka su simetrale stranica trougla medusobno paralelne,
tj. pripadaju parabolickom pramenu pravih. Tada prave koje prolaze kroz
temena trougla, a paralelne su simetralama u istom smeru, pripadaju istom
parabolickom pramenu pravih. Na osnovu Teoreme 6.1.3., zaklju¢ujemo da
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Slika 6.34.

su temena trougla odgovarajuce tacke na pravama tog pramena, Sto znaci
da sva tri temena pripadaju istom oriciklu. O

6.7 Prave i ravni u prostoru L3

Definicija 6.1. Za pravu p kazemo da je paralelna ili hiperparalelna ravni
prostora L3 u zavisnosti od toga da li je prava p paralelna ili hiperparalelna
pravoj koja sadrzi njenu upravnu (ortogonalnu) projekciju.

Slika 6.35.

Upravna projekcija prave na pravu pomenuta je joS u stavu koji opisuje
normalu na jedan krak ostrog ugla koja je paralelna sa drugim krakom. Ako
je prava upravna na drugoj pravoj njena upravna projekcija na tu drugu
pravu je tacka. Ako prava se¢e drugu pravu pod oStrim uglom, njena up-
ravna projekcija na tu drugu pravu je otvorena duz.
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Slika 6.36.

Ako su te prave paralelne i razlicite (Slika 6.36.) tada je upravna pro-
jekcija jedne od njih na onu drugu poluprava. Naime, mozemo pokazati da
ako je p || p1 tada postoji jedinstvena prava ¢ takva da je upravna na pravoj
pigq| p1. Zaista, ako je A € a, konstruisimo upravnu pravu (Slika 6.37.)
iz tacke A na pravu a. Ta normala seCe pravu p u nekoj tacki P. Tacku A
mozemo izabrati tako da je II(AP) > R/2. U tacki P konstrui§imo jo§ jednu
pravu paralelnu sa pravom a u drugom smeru. Tada je ugao a kod tacke P
oStar ugao te postoji jedinstvena prava upravna na pravoj p i paralelna sa
drugim krakom ugla te je upravna projekcija prave a na pravu p otvorena
poluprava EP.

Ouw
A
a
O
E P p
Slika 6.37.

Ako su prave a i p hiperparalelne projekcija (Slika 6.38.) prave a na pravu
p je otvorena duz. Zaista, neka je AP zajednicka normala hiperparalelnih
pravih a i p. Iz tacke P mozemo konstruisati dve prave paralelne pravoj
a. One zahvataju sa pravom p oStre uglove koji su medu sobom jednaki.
Dakle, postoje prave m i n upravne na pravoj p u taCkama M i N i paralelne
prethodno navedenim dvema pravama koje su u tacki P paralelne pravoj a.
Otvorena duz M N je upravna projekcija prave a na pravu p. Na slican
nac¢in moguce je diskutovati upravnu projekciju prave na ravan.

Teorema 6.7.1. Ako su a i b dve razne medusobno paralelne prave neke
ravni m prostora L3 i C tacka van ravni 7, tada se ravni a(a,C) i B(b,C)
seku po izvesnoj pravoj ¢ koja sadrzi tacku C' i paralelna je sa pravama a i
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M P p N

Slika 6.38.

b u istom smeru.

Dokaz. Ravni « i § sadrze tacku C koja se nalazi van ravni 7, te su ravni
a1 B razlicite od ravni 7. Ravni a i 8 seku ravan m po dvema razli¢itim
pravama a i b te su i medu sobom razne. Ravni a i 8 imaju zajednicku
tacku C' pa samim tim (Slika 6.39.) i zajednicku pravu, ozna¢imo je sa c.
Dokazaéemo da je prava c paralelna pravama a i b u istom smeru u kome su
paralelne prave a i b.

Ustanovimo najpre da prava ¢ nema zajednickih tacaka sa pravama a
i b. Neka prava c sete neku od pravih a i b, recimo pravu a u tacki S.
Onda tacka S pripada obema ravnima « i 3, a kako se nalazi i na pravoj
a, to ona pripada i ravni w. Dakle, tacka S pripada ravnima 7 i 8 pa i
njihovoj presetnoj pravoj b. Prave a i b su dve razli¢ite paralelne prave sa
zajednickom tackom S, a to je nemoguée. Dakle, prava c ne se¢e ni jednu
od pravih a i b.

Slika 6.39.
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Dokazimo sada da je ¢ || a i ¢ || b. Ozna¢imo sa A i B proizvoljne tacke
redom pravih a i b, sa A" i B’ tacke pravih a i b takve da je AA’ | BB'. Neka
je tacka C’ sa one strane ravni trougla ABC sa koje su i tacke A’ i B’. Da
bi smo dokazali da je CC’ | AA’" dovoljno je da dokazemo da svaka prava
koja sadrzi tacku C i neku tacku D unutar ugla L ACC’, sece pravu AA’.
Neka je 6§ ravan odredena nekolinearnim tackama B, C'i D. Ta ravan sadrzi
tacku C izvan ravni 7 te je § # 7. Ravni § i 7 imaju zajednicku tacku B
te se seku po nekoj pravoj BE'. Pri tome su tacke A i B’ sa raznih strana
ravni § pa prema tome i sa raznih strana prave BE' po kojoj se seku ravni §
i, te duz AB' sece pravu BE' u nekoj tacki E. Kako je BB’ || AA’ prava
BE' koja sadrzi tacku E i koja se nalazi unutar ugla £ ABB’ se¢e pravu
AA’ u nekoj tacki P. S obzirom da je tacka P na pravoj BE’ po kojoj se
seku ravni § i 7w tacka P pripada ravnima ¢ i m. S druge strane tacka P
pripada i pravoj AA’ po kojoj se seku ravni o i 7 te tacka P pripada svakoj
od navedenih ravni « i 4, tj. njihovoj prese¢noj pravoj CD. Dakle P € CD.
Kako prava C'C’ ne sece pravu AA’, a prava koja sadrzi tacku C' i neku
tacku D koja se nalazi unutar ugla £ ACC” se¢e pravu AA" to je CC" || AA'.
Istim postupkom dokazuje se da je CC" || BB'. O

Teorema 6.7.2. Neka su a, b i ¢ tri prave prostora L? koje nisu sadrzane
u istoj ravni, tako da su svake dve komplanarne. Ako se prave a i b seku u
tacki S tada @ prava c sadzi tacku S.

Dokaz. Neka je ravan « odredena pravama a i b, ravan § pravama a i ¢ a
ravan vy pravama a i b. Tadavazi: S€a CpiSebCatj. Seanf=c U

Teorema 6.7.3. Neka su a, b i c tri prave prostora L koje nisu sadrzane
u istoj ravni, tako da su svake dve komplanarne. Ako se prave prave a i b
hiperparalelne, tada je © prava c hiperparalelna i sa pravom a i sa pravom b
1 sve tri su ortogonalne na istu ravan.

Dokaz. Oznac¢imo sa « (Slika 6.40.) ravan odredenu pravama b i ¢, sa 3 -
pravama a i cisa 7y - pravama a i b. Kako su prave a i b hiperparalelne, to
u ravni 7 postoji njhova zajednicka normala AB, pri cemu A € a i B € b.
Neka je 6 ravan koja sadrzi pravu AB i ortogonalna je na ravan . Tada
su prave a i b ortogonalne na ravan §. Ravan ( sadrzi pravu a koja je
ortogonalna na ravan 4, odakle sledi da je § ortogonalna na §. Analogno,
ravan « je ortogonalna na ¢ jer sadrzi pravu b koja je ortogonalna na §. Tada
je i preseéna prava c ravni « i # ortogonalna na §. Oznac¢imo sa C prodornu
tacku prave ¢ kroz ravan §. Tada je AC' zajednicka normala pravih a i ¢, a
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Slika 6.40.

BC zajednicka normala pravih b i ¢. Dakle, prave a i ¢ su hiperparalelne, a
takode i prave b i c. O

Teorema 6.7.4. Ako su u prostoru L® dve komplanarne prave a i b para-
lelne u istom smeru trecoj pravoj c, tada su one paralelne medu sobom u
1stom smeru.

Dokaz. Slucaj kada su prave a, b i ¢ komplanarne razmatran je u Teoremi
4.2.2. Ako prava c sece pravu a u tacki S onda i prava b prolazi kroz tacku S
prema Teoremi 6.7.2. Sto znaci da se prave a i b seku a to nije mogucée. Ako
bi prava a bila hiperparalelna sa pravom b, onda bi prema Teoremi 6.7.3.
prave a i ¢ bile hiperparalelne, $to je suprotno pretpostavci da su prave a i b
paralelne. Zbog komplanarnosti pravih a i b sledi da moraju biti paralelne. [J

Slika 6.41.

Teorema 6.7.5. Ako je a prava van ravni w i ako u ravni w postoji prava
b paralelna pravoj a, tada je prava a paralelna ravni 7.
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Dokaz. Iz paralelnosti pravih a i b sledi da su one komplanarne prave.
Ozna¢imo sa a’ pravu kojoj pripada ortogonalna projekcija prave a na ravan
7 (Slika 6.41.). Dakle, svake dve od tri prave a, a’ i b su komplanarne. Iz
paralelnosti pravih a i b sledi prema Teoremi 6.7.4. paralelnost pravih a i d,
§to prema definiciji znac¢i da je prava a paralelna ravni . O

Iz Teoreme 6.7.5. sledi

Teorema 6.7.6. Neka je prava a paralelna ravni w. Tada je svaka prava b
koja je paralelna pravoj a paralelna i sa ravni 7.

Slika 6.42.

Posmatrajmo sve prave koje sadrze neku tacku A van ravni « i par-
alelne su sa ravni . Oznac¢imo sa A’ normalnu projekciju tacke A na ravan
a. U Euklidskoj geometriji sve te prave su normalne na pravu AA’. U
hiperbolickoj geometriji sve te prave obrazuju sa AA’ uglove (Slika 6.42.)
koji su podudarni uglu II(AA’), pa sve te prave obrazuju konus. Taj konus
nazivamo konusom paralelnosti za ravan o u tacki A. Ukoliko prava a koja
prolazi kroz tacku A sa pravom AA’ obrazuje ugao manji od II(AA’), onda
za nju kazemo da pripada unutrasnjosti konusa paralelnosti. Ta prava sece
svoju ortogonalnu projekciju na ravan « pa samim tim sece i ravan .

Ako pak prava a sa pravom AA’ obrazuje ugao koji je veéi od ugla
II(AA’), ona je sadrzana u spoljasnjosti konusa paralelnosti. Ta prava je
hiperparalelna sa svojom ortogonalnom projekcijom na ravan « pa je hiper-
paralelna i sa ravni . Ravan (8 kroz vrh A konusa paralelnosti ravni « ili
sece konus paralelnosti po dvema pravama ili ga dodiruje po jednoj pravoj
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ili sa njim osim tacke A nema drugih zajednickih tacaka. U prvom slucaju
ravan [ sadrzi dve prave koje su paralelne sa ravni «, u drugom jednu a u
tre¢em slucaju nijednu.

Teorema 6.7.7. Ako u jednoj tacki ravni 8 postoje dve prave koje su para-
lelne drugoj ravni o, onda u svakoj tacki ravni 8 postoje dve prave koje su
paralelne ravni . Ravni « i B se seku a preseéna prava je paralelna svakoj
od pomenutih dveju pravih.

Slika 6.43.

Dokaz. Neka su PA i PB dve prave ravni 8 paralelne sa ravni ce. Oznacimo
sa P’A’ i P'B’ normalne projekcije pravih PA i PB na ravan « tada je
PA || P'A"i PB || P'B’. Svaka prava ravni  koja sadrzi tacku P i
ima tacaka u unutradnjosti ugla £ AP B, sadrzana je u unutrasnjosti konusa
paralelnosti za ravan « u tacki P, pa prema tome seCe ravan «. Dakle, ravni
a1 imaju zajednickih tacaka pa samim tim i zajednicku pravu. Oznacimo
je A1B;. Tada je PA || BiA; i PB || A1By. Svaku tacku ravni « sadrzi
jedna prava koja je paralelna sa BiA; i jedna prava koja je paralelna sa
A1 By. Isto vazi i za proizvoljnu tacku ravni S. O

Analogno se dokazuje i sledeca teorema

Teorema 6.7.8. Ako u jednoj tacki ravni B postoji jedna prava koja je pa-
ralelna sa ravni «, onda u svakoj tacki ravni B postoji jedna prava koja je
paralelna sa ravni o.

Ravni « i 8 iz prethodne teoreme nemaju zajednickih tacaka jer bi
u suprotnom u svakoj tacki ravni « i S postojale dve prave paralelne sa
presecnom pravom.
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Definicija 6.2. Ako u nekoj tacki A ravni « postoji jedinstvena prava koja
je paralelna sa ravni 3, onda kazemo da je ravan « paralelna ravni (.

Teorema 6.7.9. Neka je prava PA paralelna ravni . Tada postoji jedna i
samo jedna ravan B koja sadrzi pravu PA i paralelna je ravni a.

Slika 6.44.

Dokaz. Oznac¢imo sa P’ (Slika 6.44.) ortogonalnu projekciju tacke P na
ravan . Neka je 7 poluravan sa ivicom PP’ koja sadrzi tacku A. Oznac¢imo
sa 3 ravan koja sadrzi pravu PA i ortogonalna je na w. Dokaza¢emo da je
B || e. Dovoljno je da dokazemo da je u ravni 3 kroz tacku P prava P A jedina
prava paralelna ravni «. Neka je PB jo$ jedna prava ravni § takva da je
PB || a.

Oznacimo sa m poluravan sa ivicom PP’ koja sadrzi tacku B a sa
0 simetralnu ravan dijedra koji obrazuju poluravni 7 i m;. Pri tome je
LAPP 2 TI(PP') i £{BPP" = TI(PP’) odakle je {APP" = {BPP'. To
znaci da je pri ravanskoj refleksiji Ss u odnosu na ravan § zadovoljeno
Ss(PA) = PBiS5(PB) = PA, tj. refleksija S5 ravan odredenu tackama P,
A i B prevodi u samu sebe. Dakle, S5(8) = 5. Znaci dijedar koji obrazuju
m i B se preslikava na dijedar koji obrazuju 7 i 5. Kako je # L 5 to je i
m L . Dakle ravni 7 i 7y su ortogonalne na ravan 3 pa je i njihova presetna
prava PP’ ortogonalna na ravan 3. To znaci da je L APP’' = TI(PP’) prav
a to je u suprotnosti sa aksiomom Lobacevskog. Prema tome, prava PA je
jedina prava u ravni 8 koja sadrzi tacku P i paralelna je sa ravni .

Treba jo§ pokazati da proizvoljna ravan - koja sadrzi PA i nije orto-
gonalna na 7, seCe konus paralelnosti po jos jednoj izvodnici. Neka je &
ravan koja je ortogonalna na pravu PP’ i sece PP’ u tacki koja je izmedu
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tacaka P i P’. Ona sece pravu PA u tacki Ay, a konus paralelnosti po krugu
k. Ako je £N B = b, b je tangenta kruga k u tacki A;. Prava £ N~ sadrzi
tacku A;p ali nije tangenta kruga k. Prema tome, ona se¢e k u jo$ jednoj
tacki. Ta tacka sa tackom P odreduje drugu izvodnicu konusa paralelnosti
koja je sadrzana u ravni ~. O

Na osnovu dosad rec¢enog neposredno slede sledeéa tvrdenja:

Teorema 6.7.10. Ako u jednoj tacki ravni o ne postoji ni jedna prava koja
je paralelna sa ravni 3, tada ni u jednoj tacki ravni o ne postoji prava koja
je paralelna sa ravni (.

Definicija 6.3. Ako u ravni a postoji tacka A takva da nijedna prava ravni
« kroz tacku A nije paralelna sa ravni § tada kazemo da je ravan « hiper-
paralelna sa ravni f3.

Teorema 6.7.11. Due hiperparalelne ravni u L? imaju jedinstvenu zajednicku

/
/

Dokaz. Neka su ravni a i § (Slika 6.45.) hiperparalelne. Obelezimo sa A
bilo koju tacku ravni «, sa B podnozje upravne iz tacke A na ravan ( a
sa C' podnozje upravne iz tacke B na ravan a. Ako je pri tome C = A,
AB je zajednic¢ka normala tih hiperparalelnih ravni. Neka je C # A. U
tom slucaju su A, B,C tri nekolinearne tacke te odreduju neku ravan m.
Ravan 7 sadrzi tacku B koja se nalazi van ravni « te je m # a. Tacke A
i C pripadaju i ravni 7 i ravni « te je prava AC preseCna prava ravni 7 i
«. Tacka A pripada ravni 7 i ne pripada ravni 3 te je 7 # . Tacka B
pripada ravnima 7 i 5 te se one seku po nekoj pravoj b koja sadrzi tacku B.

normalu.

Slika 6.45.
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Oznac¢imo sa a pravu AC i dokazimo da su prave a i b hiperparalelne. Zaista,
prave a i b ne mogu imati zajednickih tacaka jer bi njihova zajednicka tacka
bila zajednicka tacka ravni o i 3 $to je nemoguce. Takode prave a i b nisu
paralelne Sto sledi iz hiperparalelnosti ravni « i § pa prema tome prave a
i b moraju biti hiperparalelne. Prema tome postoji jedinstvena zajednicka
normala M N pravih a i b. Ravan 7 sadrzi pravu BC' koja je upravna na
atejem L a. Kako MN pripada ravni # i MN L a bice MN L «.
Istim postupkom dokazujemo da je M N 1 5, te je M N zajednicka normala
hiperparalelnih ravni o i 5.

Jedinstvenost zajednicke normale dokazujemo indirektnim postupkom.
Neka ravni o i 8 imaju dve zajednicke normale M N i M1 N;. U tom slucaju
prave M N i MyN; su komplanarne te odreduju ravan ¢etvorougao sa sva
¢etiri unutrasnja prava ugla, sto je nemogucée. Prema tome, postoji jedin-
stvena zajednicka normala dveju hiperparalelnih ravni. O

Teorema 6.7.12. DuZ koja spaja podnoZja zajednicke normale dveju hiper-
paralelnih ravni je najkraéa od svih duzi koje spajaju bilo koje dve tacke tih
dveju ravni.

Definicija 6.4. Mimoilaznim pravama prostora L? nazivamo prave za koje
ne postoji ravan koja ih sadrzi.

Osobine mimoilaznih pravih prostora L? su iste kao osobine mimoilaznih
pravih Euklidskog prostora E3 ali su dokazi drugadiji.

Teorema 6.7.13. Ako su a i b dve mimoilazne prave u L2, tada postoje
dve 1 samo dve ravni m i wy takve da svaka od ravni w1 i wy sadrzi pravu b
1 paralelna je sa pravom a.

Slika 6.46.
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Dokaz. Neka je P proizvoljna tacka prave b. Kako su a i b mimoilazne prave
to P ¢ a. Znaci, u ravni 7 odredenoj pravom a i tackom P (Slika 6.46.)
postoje dve prave a1 i as koje sadrze tacku P i paralelne su sa pravom a u
raznim smerovima. Pri tome su prave aj i as razli¢ite od prave b. Prave a;
i b se seku i odreduju neku ravan 7. Na isti nacin prave ag i b odreduju
ravan me. Prava a je paralelna sa pravom a; koja je u ravni 71, pa je prema
tome a || 1. Na isti na¢in je a || m2 te postoje dve ravni 7 i o koje sadrze
pravu b i paralelne su sa pravom a u raznim smerovima. Jedinstvenost tih
ravni dokazuje se indirektnim postupkom. O

Teorema 6.7.14. U prostoru L3 postoji jedinstvena prava n upravne na
dvema mimoilaznim pravama a i b tog prostora.

Dokaz. Neka su prema prethodnoj teoremi 7y i mp ravni u prostoru L3
takve da je m1 || a, mo || @ i b = m Nme. Ravni 71 i mo se seku po pravoj
b (Slika 6.47.) pa odreduju dva para unakrsnih dijedara. Kako je a || 71,
a || w3 1 a # b prava a se nalazi u jednom od pomenutih dijedara. Ozna¢imo
ga sa €. Neka je m simetralna ravan onog para unakrsnih dijedara odredenih
ravnima 71 1 m u kojima se ne nalazi prava a. Neka su zatim « i 8 ravni koje
respektivno sadrze prave a i b i upravne su na ravan 7. Pri tome je i ravan
£ medijalna ravan dijedra €2 u kome se nalazi prava a koja je paralelna sa
njegovim pljosnima. Dakle, ravan 8 sete pravu a u nekoj tacki A. Ravni «
i 8 su razne i imaju zajednicku tacku A te se seku po nekoj pravoj n. Prava
n sece pravu b u nekoj tacki B. Bududéi da prava b pripada ravni 7 koja je
u tacki B upravna na pravoj n biée n L b. S obzirom da ravan « sadrzi
pravu n koja se nalazi u medijalnoj ravni dijedra €2 i koja je upravna na
ivici b tog dijedra, ravan « seCe pljosni tog dijedra po izvesnom uglu kome
je prava n simetrala. Pri tome je prava a paralelna sa kracima tog ugla pa
je prava n upravna na pravu a. Na taj nain prava n je upravna na svaku
od dveju mimoilaznih pravih a i b. Jedinstvenost se dokazuje indirektnim
postupkom. O

Teorema 6.7.15. Od svih duzi koje spajaju tacke dveju mimoilaznih pravih
prostora L3 najmanja je ona du? koja spaja podnozja zajednicke normale tih
mimoilaznih pravih.

6.8 Klasifikacija izometrijskih transformacija
ravni L2

Jos u apsolutnoj geometriji je izvrSena kompletna klasifikacija indirekt-
nih izometrijskih transformacija. Kako u apsolutnoj geometriji nije odreden
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Slika 6.47.

odnos disjunktnih pravih u ravni, to nije ni bilo moguce izvrsiti klasifikaciju
direktnih izometrijskih transformacija. Kao i u Euklidskoj geometriji, i ovde
je moguce izvrsiti klasifikaciju direktnih izometrijskih transformacija.

Teorema 6.8.1. Svaka direktna izometrijska transformacija T : L?> — L?
predstavlja ciklicnu rotaciju, oriciklicnu rotaciju, hiperciklicnu rotaciju ili
koincidenciju.

Dokaz. S obzirom da je izometrijska transformacija Z direktna, ona se
moze predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija. Neka je Z = S,8,.
U zavisnosti od medusobnog polozaja pravih p i ¢ mogu nastupiti sledeca
cetiri slucaja:

(i) Prave p i g seku se u tacki O pri ¢emu je O finitna tacka. Tada je
Z =Row, tj. T je rotacija oko tacke O pri ¢emu je w orjentisani dvostruki
ugao izmedu pravih p i q.

(ii) Prave p i ¢ su paralelne pri cemu je p # ¢q. Tada je T = H,4
oricikli¢na rotacija koju definiSemo kao kompoziciju dveju osnih refleksija sa
osama paralelnim medu sobom.

(iii) Prave p i ¢ su hiperparalelne. Tada je Z = B0 translacija, odnosno

hipercikli¢na rotacija pri c¢emu je vektor ]@ odreden zajednickom normalom
hiperparalelnih pravih p i g i predstavlja dvostruki vektor odreden rastoja-
njem po zajednickoj normali.
(iv) Prave p i g se poklapaju. Tada je Z = ¢ koincidencija. O
Klasifikacija indirektnih izometrijskih transformacija prostora L? izvriena
je u apsolutnoj geometriji, tj. vazi

Teorema 6.8.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija T : L? — L?
predstavlja osnu ili klizajucu refleksiju.



Glava 7

Karakteristicne povrsi
prostora L3

7.1 Snop pravih prostora L3

Analognim razmatranjem kao u slu¢aju pramena pravih ravni L? dolaz-
imo do pojma snopa pravih prostora L3, tj. vazi sledec¢a definicija:

Definicija 7.1. Pod snopom pravih prostora L3 podrazumevamo skup svih
pravih X' prostora L3, koji ima osobine:

(i) kroz svaku tacku prostora prolazi jedna i samo jedna prava snopa X,
(ii) ma koje dve prave snopa X su komplanarne.

U Hiperbolickoj geometriji dve disjunktne prave jedne ravni mogu da
budu paralelne ili hiperparalelne, pa u Hiperbolickoj geometriji razlikujemo
tri vrste snopova pravih:

Slika 7.1.

137
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(i) Skup svih pravih prostora koje sadrze jednu kona¢nu tacku zove
se konvergentnsi ili elipticki snop. Tu zajednicku tacku svih pravih snopa
zovemo vrh ili centar snopa (Slika 7.1.).

T

/ /
’
’
4
/
4

Slika 7.2.

o

(ii) Skup svih pravih prostora L3 koje su paralelne sa jednom te istom
pravom zove se parabolicki snop (Slika 7.2.). Prava sa ¢ijim se pravcem
paralelnosti uporeduju ostale prave snopa, moze biti bilo koja prava tog
snopa.

(iii) Skup svih pravih prostora L? koje su normalne na istu ravan zovemo
hiperbolicki snop (Slika 7.3.). Ta ravan se naziva baza ili osnova snopa.

Slika 7.3.

Za neku ravan kazemo da pripada snopu ako prolazi jednom njegovom
pravom. Primetimo da sve prave nekog snopa, koje leze u ravni koja pripada
tom snopu, ¢ine pramen, i to iste vrste koje je i sam snop. To drugim
re¢ima znac¢i da npr. parabolicki snop sadrzi u nekoj ravni koja mu pripada
parabolicki pramen pravih. Analogno vazi i za ostale vrste snopa pravih.
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Posmatrajmo u prostoru Lobagevskog L? dva snopa pravih X' i X’. Raz-
motrimo sledece slucajeve:

(i) Ako je jedan od zadatih snopova pravih elipticki, tada postoji jedin-
stvena prava koja pripada tim dvama snopovima, bez obzira na to da li je
drugi snop elipticki, parabolicki ili hiperbolicki.

(ii) Ako je jedan od zadatih snopova pravih hiperbolicki, a drugi parabo-
licki, postojace jedinstvena prava koja pripada tim dvama snopovima pravih
ako i samo ako prave parabolickog snopa nisu paralelne osnovi hiperbolickog
snopa, obzirom da postoji jedinstvena prava upravna na zadatoj ravni, a
paralelna polupravoj koja nije paralelna toj ravni.

(iii) Ako su oba snopa hiperboli¢ka, postojaée jedinstvena prava koja
pripada tim dvama snopovima pravih ako i samo ako su osnove tih snopova
medusobno hiperparalelne ravni.

(iv) Ako su oba snopa parabolicka, onda vazi tvrdenje koje se potpuno
analogno dokazuje kao u slu¢aju pramena pravih u L?:

Teorema 7.1.1. Postoji jedinstvena prava koja pripada dvama raznim para-
bolickim snopovima pravih.

I sledec¢a teorema se analogno pokazuje kao u slu¢aju pramena pra-
vih u L%

Teorema 7.1.2. Translacijom duz bilo koje prave koja mu pripada para-
bolicki snop se preslikava na sebe.

Teorema 7.1.3. Presek snopa sa ravni koja prolazi kroz jednu pravu snopa
predstavlja pramen pravih. Taj pramen pravih je, u zavisnosti od prirode
snopa, parabolicki, hiperbolicki ili elipticki.

Dokaz. Pokazimo da tvrdenje vazi za elipticki snop pravih. Za ostale
snopove pravih dokaz je analogan.

Ako se iz eliptickog snopa pravih izdvoje oni elementi koji pripadaju
istoj ravni, ti elementi se i dalje seku u istoj tacki O, a kroz svaku tatku
ravni prolazi po jedna takva prava. Dakle, u datoj ravni imamo elipticki
pramen pravih. ]

U sluc¢aju hiperbolickog snopa pravih, bazisna prava pramena pravih je
prava preseka ravni « sa bazisnom ravni snopa.

Teorema 7.1.4. Ako ravan « sece neki element parabolickog snopa pravih,
onda u tom snopu postoji prava koja ravan sece ortogonalno.
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Slika 7.4.

Dokaz. Pretpostavimo da ravan « sece u tacki A pravu AA’ iz parabolickog
snopa. Razlikujemo dva slucaja:
(i) Prava AA’ je upravna na ravan « (Slika 7.4.). Tada je dokaz zavrsen.

Slika 7.5.

(ii) Prava AA’ nije upravna na ravan « (Slika 7.5.). Tada prava AA’
obrazuje sa svojom ortogonalnom projekcijom AB na ravan « sa jedne strane
tacke A oStar ugao, a sa druge strane te tacke A tup ugao. Neka je L BAA' <
R. Ozna¢imo C' tacku na polupravoj AB, takvu da je LA’AB =TI(AC). U
tacki C konstruisemo normalu C'C’ na ravan . Ona ¢e ujedno biti i normala
na AB. Prema konstrukciji sledi da je CC’ || AA’, tj. da prava CC’ pripada
posmatranom parabolickom snopu pravih.

Pokazimo sada da je CC" jedina prava uocenog snopa koja je normalna
na ravan «. Pretpostavimo da postoji jos jedna takva prava DD’. Kako su
CC'" i DD’ normalne na ravan «, onda su one normalne na svaku pravu te
ravni koja prolazi kroz tacku C'i tacku D (Slika 7.6.). Odavde je CD1DD' i
CDLCC’, pa zakljuéujemo da prave CC’ i DD’ imaju zajednicku normalu,
te su prema tome hiperparalelne, tj. DD’ ne pripada parabolickom snopu
pravih. Dakle, prava CC’ je jedinstvena sa navedenim svojstvom. O
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C'\ D’
AéB/ZI[)/
o
Slika 7.6.

Definicija 7.2. Tacka C, koja se pominje u dokazu prethodne teoreme
naziva se srediste ravni u odnosu na posmatrani parabolic¢ki snop pravih.

Definicija 7.3. Za tacku B € b kazemo da je odgovarajuca tacki A € a iz
istog snopa, ako je duz AB secica jednakog nagiba za prave a i b.

Kako elementi a i b snopa, uvek pripadaju istoj ravni, to je, takode tacka
A odgovarajuéa tacki B, tj. tatke A i B su uzajamno odgovarajuce.

Teorema 7.1.5. U eliptickom snopu dve odgovarajuée tacke su podjednako
udaljene od sredista snopa.

Teorema 7.1.6. U hiperbolickom snopu dve odgovarajuce tacke su podjed-
nako udaljene od bazisne ravni snopa.

Teorema 7.1.7. Ako tacke A i B odgovaraju jedna drugoj na pravama a
i b snopa, a tacke B i C odgovaraju jedna drugoj na pravama b i ¢ istog
snopa, onda tacke A 1 C odgovaraju jedna drugoj na pravama a i c.

Dokaz. Razlikova¢emo tri slucaja, prema tome da li se radi o eliptickom,
parabolickom ili hiperbolickom snopu pravih.

(i) Posmatrajmo elipticki snop sa sredistem u tacki O. Kako su A i B
odgovarajuée tacke na elementima a i b tog snopa, to je trougao AAOB
jednakokrak, odakle je AO = OB (Slika 7.7.). Iz istog razloga, jer su B i
C odgovarajuce tacke jedna drugoj na elementima b i ¢ tog snopa, trougao
ABOC jednakokrak, pa je OB = OC. Zaklju¢ujemo da je OA = OC.
Dakle, AOAC je jednakokrak, odakle sledi da je L{OAC = LOC A, tj. prava
AC je setica jednakog nagiba za prave a i ¢ snopa, odnosno tacke A i C' su
odgovarajuce tacke tih pravih.

(ii) Neka je sada snop pravih hiperboli¢ki i neka je a njegova bazisna
ravan. Neka su A’, B’ i C’ preseci pravih a, b i ¢ sa ravni « (Slika 7.8.).
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B

O

Slika 7.7.

Kako su A i B odgovarajuée tacke na pravama a i b to je AA" = BB’
Takode je BB’ = C'C’. Na osnovu navedenih podudarnosti zaklju¢ujemo
da je AA" = CC’. Prema tome cetvorougao AA'C'C je Sakerijev, pa je
LA'AC = LC'CA, tj. AC je secica jednakog nagiba za prave a i ¢, a tacke
A i C su odgovarajuce tacke na elementima a i ¢ snopa.

Slika 7.8.

(iii) Na kraju posmatrajmo parabolicki snop pravih (Slika 7.9.). Neka
sua= AA', b= BB'ic= CC’ prave paralelne u istom smeru. Obzirom da
prave a, b i ¢ nisu komplanarne, to tacke A, B i C' nisu kolinearne. Obelezimo
sa O srediste ravni trougla AABC u odnosu na uoceni parabolicki snop i
neka je OO’ normala te ravni u tacki O. Malopre smo pokazali da ako
odredenu ravan seCe neki element parabolickog snopa, onda u tom snopu
postoji prava, koja tu ravan sece ortogonalno. Prema tome vazi:

00'Lla(A,B,C) i OO | AA'| BB || CC'.

Konstruisimo iz tacke O normale redom na stranice AB, BC i AC
trougla AABC. Neka su to tacke F', D i E redom. Dakle OF LAB, OD1BC
iOFE1LAC.
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Ravan a1 (0O’, 0, F) sece ravan 1(A’A, BB') po pravoj FF’. Sada ko-
riste¢i Teoremu 6.7.1. zaklju¢ujemo da su prave, FF’, AA’, BB'i CC’' medu
sobom paralelne u istom smeru.

Slika 7.9.

Dakle, FF' pripada uotenom parabolickom snopu. Sli¢no i svaka od
*)

pravih DD’ i EE’ pripadaju istom parabolickom snopu pravih. Kako je
OO0’ La(A, B, C) to je i svaka ravan koja sadrzi OO’ normalna na «(A, B, C).
Dakle, a1(O',0, F) La, as(0',0,D) La i as(0’,0, F)La.

S druge strane je BC1OD. Takode BC C a, OD C as i ag L. Dakle,
BC C « pa je u tacki prodora normalna na svaku pravu iz ravni as. Za-
klju¢ujemo da je BC' Las(O’, 0, D), pa ¢e biti normalna i na svaku pravu te
ravni. Specijalno, BC L DD'. Sli¢no jei FF'1LAB i EE' L AC.

Posmatrajmo prave AA’ i FF’'. One su paralelne u istom smeru, a prava
FF’ je normalna na pravu AF. Zato je LA’AF = II(AF). Prava FF’ je
takode paralelna pravoj BB’ u istom smeru, a normalna na pravu BE', pa je
£B'BF =TI(BF). Tacke A i B su odgovarajuce, pa je AB secica jednakog
nagiba za elemente a i b snopa, i zato je LA’AF = £B’'BF. Iz poslednje
jednakosti je II(AF) = II(BF) §to nam zapravo govori da je AF = BF.
Sli¢no je II(BD) = II(CD) odakle sledi BD = CD. Zna&i F i D su sredista
stranica AB i BC trougla AABC.

Prave OD i OF su simetrale dveju stranica trougla AABC i seku se u
tacki O. Kako simetrale stranica trougla pripadaju istom pramenu, to kroz
tacku O prolazi i simetrala trece stranice tog trougla i vazi OF L AC. Dakle,
tacka F je srediste stranice AC trougla AABC.
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Posmatrajmo sada prave AA" | EE' i CC' | EE'. Kako je prava
EFE’ normalna na pravu AC, to je, {A’AFE = TI(AE) i £C'CE = TI(CFE).
Obzirom da jednakim duzima odgovaraju jednaki uglovi paralelnosti, to je
LA'AE = £C'CFE, sto pokazuje da je AC secica jednakog nagiba pravih a
i ¢ snopa, a A 1 C odgovarajucée tacke tih pravih. O

7.2 Episfere prostora L3

Definicija 7.1. Neka je u L3 dat snop pravih i na jednoj pravoj tog snopa
tacka A. Skup koji se sastoji iz tacke A i svih tacaka na pravama datog
snopa koje odgovaraju u transformacijama grupe epiciklickih rotacija tacki
A, zovemo episferom tog snopa pravih. U zavisnosti od toga da li je pos-
matrani snop pravih elipticki (Slika 7.10.(a)), parabolicki (Slika 7.10.(b)) ili
hiperbolicki (Slika 7.10.(c)), odgovarajuéu episferu zovemo sferom, orisferom
ili hipersferom.

——----0

@) (b) ©

Slika 7.10.

Ako je snop paraboli¢ki (tj. sve prave snopa su medu sobom paralelne)
orisfera koja se tada dobija moze se smatrati grani¢nim slucajem sfere cije
je srediste tacka Oo (infinitna tacka posmatranog parabolickog pramena
pravih).

Ako je snop hiperbolicki (tj. sve prave snopa su upravne na istu ravan)
kao rezultat se dobija hipersfera koja predstavlja skup tacaka podjednako
udaljenih od bazisne ravni, tj. osnove snopa. Iz tog razloga, hipersferu
analogno sluc¢aju hipercikla u L?, nazivamo i ekvidistantnom povrsi. Osnovu
odgovarajuceg snopa pravih nazivamo osnovom ekvidistantne povrsi a duz,
tj. udaljenost bilo koje tacke od osnove visinom te ekvidistantne povrsi.
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Teorema 7.2.1. U prostoru L postoje iskljucivo tri povrsi stalne ili kon-
stantne krivine. To su sfera, orisfera i hipersfera (ekvidistantna povrs).

Napomenimo da je ekvidistantnu povrs mogucée razmatrati i kao dvojnu
ekvidistantnu povrs, tj. kao dva disjunktna skupa tacaka podjednako uda-
ljenih od zajednicke bazisne ravni pri ¢emu svaki od ovih skupova tacaka
pripada po jednom poluprostoru odredenim bazisnom ravni.

Pomenute tri povrsi se Cesto nazivaju i povrSima konstantne krivine.
Osobina da povrs u svakoj svojoj tacki ima konstantnu krivinu omogucuje
toj povrsi da se krece sama po sebi. To svojstvo omogucéuje da na svakoj od
tih povrsi izgradimo elementarnu geometriju. Naime Euklidska geometrija
moze se izgraditi isklju¢ivo na povrsima konstantne krivine.

7.3 Sfera u L3

Ako je snop elipticki (tj. sve prave snopa prolaze kroz jednu tacku -
centar snopa) neposredno se ustanovljuje da su sve tacke sfere podjednako
udaljene od sredista snopa i obratno da sve tacke prostora podjednako uda-
ljene od centra snopa pripadaju jednoj sferi.

Analogno slucaju ravni L? i u prostoru L3 se dokazuje slede¢a teorema.

Teorema 7.3.1. Dve sfere su podudarne ako i samo ako su im jednaki
polupreénici.

Teorema 7.3.2. Svaka ravan koja sadrzi pravu eliptickog snopa sece odgo-
varajuéu sferu po krugu.

Dokaz. Neka je dat elipticki snop X' pravih prostora L3, sfera S i ravan o
koja sadrzi pravu a € X. Neka je O centar sfere S (Slika 7.11.). Ravan «
mora da sadrzi tacku O jer ravan «a po pretpostavci sadrzi pravu eliptickog
snopa X, a sve prave eliptickog snopa sadrze tacku O.

Uoc¢imo u ravni « jos jednu pravu b koja pripada datom snopu pravih
X. Zajednicke prave snopa X i ravni « ¢ine pramen pravih u . Oznac¢imo
sa A i B presetne tacke u kojima prave a i b prodiru sferu S. Tacke A i
B nalaze se na sferi S pa je AB secica jednakog nagiba za elipticki pramen
pravih u ravni a.

Dakle, u preseku ravni « i sfere S dobija se krug. O

Analogno slu¢aju ravni L? i u prostoru L? se lako dokazuje sledeéa teo-
rema.
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Slika 7.11.

7.4 Orisfera u L3

Teorema 7.4.1. Dve orisfere su uvek medusobno podudarne.

Slika 7.12.

Definicija 7.1. Ako se tacka A nalazi sa one strane orisfere, sa koje je smer
paralelnosti njenih osa kaZemo da je A unutra$nja tacka orisfere. Ako je A
sa druge strane od smera paralelnost njenih osa kaZemo da je A spoljasnja
tacka orisfere.

Teorema 7.4.2. Ravan koja prolazi kroz osu orisfere, sece orisferu po ori-
ciklu.
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Dokaz. Neka je dat parabolicki snop pravih X prostora L3, orisfera o i
ravan [ koja sadrzi pravu ¢ € X. Neka je C tacka u kojoj prava ¢ prodire
orisferu o (Slika 7.12.). Ravan  takode sadrzi i tacku C.

Uoc¢imo u ravni 3 jos dve prave a i b paralelne pravoj c. Tada prave a i
b pripadaju datom snopu pravih X, sledi da postoje tacke A i B takve da
jeanNo=AibnNo= B. Dakle AB je tetiva, pa je i seCica jednakog nagiba
orisfere. Kako su a i b proizvoljne prave pramena X N (5 sledi da je oN S5
oricikl. O

Slika 7.13.

Teorema 7.4.3. Orisfera je obrtna povrs oko svake svoje ose.

Dokaz. Orisfera je grani¢ni slucaj sfere, u slu¢aju kada polupreénik sfere
neograniceno raste. Iskazana ¢injenica se pokazuje na isti nacin na koji
smo pokazali da je oricikl grani¢ni slucaj kruga, kada poluprecnik kruga
neogranic¢eno raste. O

Teorema 7.4.4. Ako ravan ne prolazi kroz osu orisfere, a njena sredisnja
tacka u odnosu na snop osa pripada spoljasnjosti orisfere, ravan ne sece
orisferu. Ako sredisnja tacka pripada povrsi ravan dodirije orisferu, a ako
sredisnja tacka pripada unutrasnjosti orisfere, ravan je sece po krugu ¢iji je
centar sredisnja tacka ravni u odnosu na snop orisfere.

Dokaz: U dokazu ¢emo razlikovati vise slucajeva:
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Slika 7.14.

(i) Kada sredisnja tacka ravni pripada orisferi (Slika 7.13.) tada je ravan
normalna na osu orisfere u jednoj njenoj tacki. Sve ostale tacke te ravni
pripadaju spoljasnjosti orisfere, pa je to tangentna ravan orisfere.

(ii) Pretpostavimo da sredisnja tacka M ravni a pripada spoljasnjosti
orisfere (Slika 7.14.). Neka osa orisfere, koja prolazi kroz tu tacku sece or-
isferu u tacki C'. Posmatrajmo sada tangentnu ravan na orisferu u tacki C.
Tangentna ravan i ravan « imaju zajedni¢ku normalu pa su one hiperpar-
alelne. Dakle, sve tacke ravni « pripadaju spoljasnjosti orisfere, tj. ravan «
nema zajednickih tacaka sa orisferom.

(iii) Neka sredisnja tacka Cj date ravni u odnosu na snop orisfere pripada
unutradnosti orisfere (Slika 7.15). Obelezimo sa C prese¢nu tacku orisfere i
njene ose, koja prolazi kroz Cy. Tada ¢e svaka ravan koja prolazi kroz pravu
CCYy seéi orisferu po oriciklu, a datu ravan po pravoj koja je normalna na
osu C'Cy orisfere i presecnog oricikla. Kako ta prava prolazi kroz unutrasnju
tacku Cy presecnog oricikla ona ga sete u dvema tackama M i N, koje
pripadaju orisferi i to su odgovarajuce tacke parabolickog snopa pravih,
koje pripadaju istom krugu. O
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C

Slika 7.15.

7.5 Ekvidistantna povrs - hipersfera prostora L3
Za ekvidistantnu povr§ vazi sledeca teorema:

Teorema 7.5.1. Ekvidistantna povrs je geometrijsko mesto tacaka podjed-
nako udaljenth od bazisne ravni povrsi.

Definicija 7.1. Rastojanje tacaka ekvidistantne povrsi od bazisne ravni pov-
81, zove se parametar ili visina ekvidistantne povrsi.

Ekvidistantne povrsi se medu sobom, osim po polozaju, razlikuju i po
parametru. U specijalnom slucaju kada je parametar nula, ekvidistantna
povrs je ravan.

Na osnovu prethodne teoreme, zaklju¢ujemo da se ekvidistantna povrs
sastoji iz dva dela, od kojih se svaki nalazi sa po jedne strane bazisne ravni.

Teorema 7.5.2. Ravan koja je mimoilazna sa bazisnom ravni ekvidistantne
poursi, ne sece tu povrs, ako je najkraée rastojanje izmedu te ravni i bazisne
ravni, veée od parametra povrsi, dodiruje je ako je to rastojanje jednako
parametru ekvidistantne povrdi, a sece je po krugu, ako je to rastojanje manje
od parametra povrsi.

Dokaz. Slucajevi, kada je najkrace rastojanje izmedu ravni 3 i bazisne ravni

vece odnosno jednako parametru ekvidistantne povrsi lako se dokazuju.
Neka je sada najkrace rastojanje izmedu ravni i bazisne ravni m manje

od parametra ekvidistantne povr8i. Ravni 7 i $ su mimoilazne. Oznac¢imo sa,
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M N zajednicku normalu pomenutih ravni. Po pretpostavci, M N je manja
od parametra ekvidistantne povrsi. Kako se, pocev od normale M N ravni
7 1 B neprekidno udaljavaju jedna od druge, to postoje tacke ravni § ¢ija su
rastojanja od ravni 7 jednaka parametru povrsi. Te tacke su tacke preseka
ravni S i ekvidistantne povrsi.

Oznacimo sa A i B presec¢ne tacke ravni § i ekvidistantne povrsi, a sa
A’ i B’ podnozja normala redom iz tacaka A i B na bazisnu ravan. U tom
slucaju je AA’ = BB’. Lambertovi ¢etvorougli MNAA' i MNBB’ imaju
zajednicku osnovicu M N, pri ¢emu su im suprotne visine AA’ i BB’ podu-
darne. Prema jednom od stavova za podudarnost Lambertovih ¢etvorougla,
sledi podudarnost ¢etvorougla MNAA' i MNBB'. 1z njihove podudarnosti
sledi MA = MB.

Dakle, ma koje dve tacke preseka ravni 3 i ekvidistantne povrsi podjed-
nako su udaljene od utvrdene tacke ravni 5. Odavde zaklju¢ujemo da je
presek ravni g i ekvidistantne povrsi, pri datim uslovima, krug. O

Iz predhodne teoreme sledi

Teorema 7.5.3. Ekvidistantna povrs je obrtna povrs oko svake svoje ose.

Dokaz. Navedeno tvrdenje je neposredna posledica prethodne teoreme.

Zaista, na svakoj osi ekvidistantne povrsi, u tacki koja je izmedu povrsi i

bazisne ravni, mozemo postaviti ravan, koja je normalna na uocenu osu. Ta

ravan prema prethodnoj teoremi sece ekvidistantnu povrs po krugu. U
Vazi i sledece tvrdenje :

Teorema 7.5.4. Ravan koja prolazi kroz osu ekvidistantne povrsi, sece tu
povrs po ekvidistantnoj liniji.

Dokaz. Neka je dat hiperbolicki snop pravih prostora L3, ekvidistantna
povrs € i ravan « koja sadrzi osu a ekvidistantne povrsi € (Slika 7.16.).

Oznac¢imo sa [ bazisnu ravan ekvidistantne povrsi, a sa SNa = p. Tada
je alp. Neka je A tacka u kojoj prava a prodire ekvidistantnu povrs €.

Uoc¢imo u ravni « prave b i ¢ koje pripadaju datom snopu pravih. Neka su
B i C presecne tacke pravih b i ¢ sa ekvidistantnom povrsi a B’ i C’ presec¢ne
tacke pravih b i ¢ sa ravni 8. Tada je ¢etvorougao B'C’C B Sakerijev, pa je
BC( secica jednakog nagiba. To znaci da je kriva e dobijena u preseku ravni
« i ekvidistantne povrsi £ - ekvidistanta. O

Sledeca teorema daje odgovor na pitanje Sta se dobija u preseku ekvidis-
tantne povrsi i ravni paralelne njenoj osnovi.
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Slika 7.16.

Teorema 7.5.5. Presek ravni a koja je paralelna osnovi m neke ekvidis-
tantne povrsi £ i koja pripada poluprostoru sa rubom m kojem pripada i £,
je oricikl.

Takode vazi

Teorema 7.5.6. Dve ekvidistantne povrsi su podudarne ako i samo ako su
im podudarne visine.

§

Na kraju, napomenimo jo$ jednom da je ekvidistantnu povrs moguce
razmatrati i kao dvojnu ekvidistantnu povrs, tj. kao dva disjunktna skupa
tacaka podjednako udaljenih od zajednicke bazisne ravni pri ¢emu svaki od
ovih skupova tacaka pripada po jednom poluprostoru odredenim bazisnom
ravni.

§

Presek dveju episfera je epicikl. Takode je presek episfere i ravni epicikl.
Ukoliko presecna ravan sadrzi pravu snopa kojom je episfera definisana onda
za presek dobijamo krug, oricikl ili ekvidistantu u zavisnosti od toga da li
je razmatrana episfera: sfera, orisfera ili ekvidistantna povrs. Ukoliko je
preseCna ravan upravna na nekoj pravoj snopa za presek episfere i ravni
dobija se krug ili tacka. S obzirom na to da postoji jedinstvena prava snopa
upravna na zadatu ravan, presek proizvoljne ravni koja ne sadrzi pravu
kojom je ta orisfera definisana i orisfere je krug. Ako ravan seCe osnovu
ekvidistantne povrsi, nije tesko ustanoviti da je presek ravni i ekvidistantne
povrsi ekvidistanta.
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7.6 Povrsi koje dopustaju slobodno
kretanje po sebi

U glavi o karakteristiénim krivama u ravni L? videli smo da epicikl
dopusta slobodno kretanje po samom sebi. Sada ¢emo razmatrati isti prob-
lem, ali za episfere. Pokaza¢emo da i one dopustaju slobodno kretanje u
sebi, i opisa¢emo transformacije podudarnosti kojima se to postize.

Uoc¢imo u ravni Lobacevskog sledece elemente: tacku A i pravu a koja
prolazi kroz tu tacku, kao i tacku B i pravu b koja prolazi kroz tacku B.
Uvek postoji transformacija podudarnosti, koja ravan preslikava na samu
sebe, tako da se tacka A preslikava na tacku B, a prava a na pravu b. Sada
¢emo opisati kako se ova podudarnost moze realizovati.

Najpre, primenimo translaciju za duz AB. Translacija preslikava ravan
na samu sebe, tako da se tacka A preslikava na B, dok se prava a preslikava
na pravu a’, koja prolazi kroz tacku B. Sada primenimo rotaciju ravni oko
tacke B. Ona takode preslikava ravan na samu sebe, i pri tom se tacka B
preslikava na samu sebe. Rotacija se uvek moze izabrati tako da se prava
a’ preslikava na pravu b. Konacno, proizvod translacije i ove rotacije je
transformacija podudarnosti, sa osobinama koje smo napred naveli.

Posmatrajmo sferu. Uoc¢imo na njoj tacku A i veliki krug a, koji pro-
lazi kroz tu tacku. Dalje, uoc¢imo veliki krug b, koji prolazi kroz tacku B.
Rotacija oko nekog prec¢nika sfere preslikava sferu na samu sebe. Ako se
radi o pre¢niku koji je normalan na ravni velikog kruga OAB, gde je O
srediSte sfere, a za ugao rotacije se uzme £ AOB, veliki krug OAB se pres-
likava na samog sebe, tako da se tacka A preslikava na tacku B, dok se krug
a preslikava na veliki krug o', koji prolazi kroz tacku B. Rotacijom sfere
oko njenog precnika OB moZe se krug a’ preslikati na krug b. Proizvod ove
dve rotacije je transformacija podudarnosti, koja sferu preslikava na sebe,
tako da se tacka A preslikava na tacku B, a krug a koja je u unutrasnjoj
geometriji sfere prava - na krug b.

Uvodimo sledeé¢u definiciju :

Definicija 7.1. Za povrs koja se moze transformacijom podudarnosti pres-
likati na samu sebe, tako da se tacka i prava kroz tu tacku preslikavaju na
proizvoljnu, ali unapred zadatu tacku i proizvoljnu, ali unapred datu pravu
kroz tu tacku, kazemo da dopusta slobodno kretanje u sebi.

U Euklidskom prostoru jedine povrsi koje dopustaju slobodno kretanje
u sebi su ravan i sfera. (Proizvoljna obrtna povrs, ne dopusta slobodno
kretanje u sebi.). Pokaza¢emo da u prostoru Lobacevskog pored ravni i
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sfere, takode ekvidistantna povrs i orisfera dopustaju slobodno kretanje u
sebi.

Posmatrajmo najpre u prostoru Lobacevskog ekvidistantnu povrs, i neka
su M i N dve proizvoljne tacke te povrsi. Oznacimo sa M’ i N’ njihove
projekcije na bazisnu ravan. Neka je a ekvidistantna linija povrsi, koja
ima osobinu da prolazi kroz tacku N i pripada ravni, koja je normalna na
bazisnu ravan, a b ekvidistantna linija iste povrsi, koja prolazi kroz tacku
M, i pripada ravni normalnoj na bazisnu ravan (Slika 7.17.).

Slika 7.17.

Posmatrajmo transformaciju podudarnosti koja bazisnu ravan preslikava
na samu sebe. Pri tom se svaka normala na bazisnu ravan preslikava na nor-
malu na bazisnu ravan, pa se prema tome ekvidistantna povrs preslikava na
samu sebe. Ukoliko se radi o transformaciji podudarnosti, takvoj da se prava
M'N’ preslikava na samu sebe, i to tako da se tacka N’ preslikava na tacku
M', ekvidistantna povrs se preslikava na samu sebe, tako da se ekvidistanta
NM preslikava na samu sebe, a tacka N na tacku M. Ekvidistanta a se
preslikava na ekvidistantu a’, koja prolazi kroz tacku M. Obrtanjem ek-
vidistantne povrsi oko ose M M’, transformisemo ekvidistantu a’ u b. Dakle,
ekvidistantna povr§ dopusta slobodno kretanje u sebi.

Sli¢éno se moze pokazati da je i orisfera povrs koja dopusta slobodno kre-
tanje u sebi. Tac¢nije, ako su A i B tacke orisfere, a AA’ i BB’ odgovarajuce
ose, transformisemo osu AA’ u BB’, a tacku A u B. Zatim obrtanjem
orisfere oko njene ose BB’ mozemo oricikl orisfere koji prolazi kroz tacku
B, transformisati u drugi takav oricikl. Odavde sledi da orisfera dopusta
slobodno kretanje u sebi.

Kao posledicu poslednjeg razmatranja dobijamo slede¢u teoremu:

Teorema 7.6.1. Sve orisfere su medu sobom podudarne.

Dokaz. Neka je orisfera O odredena tackom A i osom AA’ a orisfera £
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tackom B i osom BB’. Kretanjem se prava AA’ moze dovesti do poklapanja
sa pravom BB’. Pri tom se tacka A moze dovesti do poklapanja sa tackom
B; prave BB'. Novim kretanjem, duz prave BB’, tacka B; se transformise
u tacku B. O

7.7 Klasifikacija izometrijskih transformacija
prostora L3

Teorema 7.7.1. Svaka direktna izometrijska transformacija prostora L3
predstavlja koincidenciju, osnu rotaciju, oriciklicku rotaciju, hiperciklicku
rotaciju (translaciju) ili zavojno kretanje.

Dokaz. Kako je Z direktna izometrijska transformacija prema poznatom
stavu iz Apsolutne geometrije ona se moze predstaviti kao kompozicija dveju
osnih refleksija, tj. Z = S,,08,,. U zavisnosti od uzajamnog polozaja pravih
m i n razlikujemo pet moguénosti:

(i) Prave m i n se poklapaju. Tada je T = S2, = ¢ koincidencija.

(ii) Prave m i n se seku u nekoj tacki O. U tom slucaju prave m i n
odreduju neku ravan w. Obelezimo sa 71 i m9 ravni koje sadrze prave m i n
i upravne su na ravni 7. U tom slucaju bice

T = S5uSm = SrySrSuSp, = SrySni = R

pri ¢emu je Sp, S5 = Sy, jer je mp L mim N7 = n. Na isti nacin je
SxSr, = Spjerjemp L wim Nm=m. Najzad ravni 7 i 72 imaju neku
zajednicku tacku O pa imaju i zajednicku pravu s jer je m1 # me. Zato
je SxSry = R rotacija oko ose s pri ¢emu je w dvostruki ugao izmedu
pravih m i n.

(iii) Prave m i n su paralelne i m # n. U tom sluc¢aju prave m i n
odreduju neku ravan w. Obelezimo sa 71 i o ravni koje sadrze respektivno
prave m i n i upravne su na ravni 7. Tada ¢e biti

Z=85n= Sﬂ'gsﬂ'Sﬂ'Sﬂ'l = STFQSﬂ'l = Hﬂwrz

tj. Z je oriciklicka rotacija jer su prave m i n medusobno paralelne u nekom
smeru, ravni 7y i o su upravne na 7 i sadrze redom prave m i n te su i
ravni 7 1 my medu sobom paralelne.

(iv) Prave m i m su hiperparalelne i m # n. U tom slucaju prave m
i n poseduju jedinstvenu zajednicku normalu M N. Prave m i n odreduju
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izvesnu ravan w i pripadaju respektivno ravnima 7 i w9 koje su upravne na
ravan 7 te je

L =85,5n = SrySnSnSn) = SnaSry = T

Prema tome u ovom slucaju kompozicija S, Sr, je hiperciklicka rotacija
(translacija) za vektor MM’ gde je M’ tacka simetri¢na tacki M u odnosu
na pravu n.

(v) Prave m in su mimoilazne. U tom sluc¢aju postoji zajednicka normala
s pravih m i n. Oznatimo sNm = M i sNn = N. Neka su 7 i mo ravni
upravne na s u tackama M i N. Buduéi da su i prave m i n upravne na s
u tackama M i N to prava m pripada ravni 7wy a prava n ravni my. Neka
su zatim o i o9 ravni koje sadrze redom parove m,s odnosno n,s. U tom
slucaju je

1= SnSm = 802871'2871*1801 = 80‘2871‘280‘1871'1 = 802801871*28771 = Rs,wTMM’

gde je 55,85, = Ry rotacija a Sz, Sry = Tarnr. Prava s je presek ravni oy
i 09, w=24(01,09) i ravni 71 i mo su upravne na pravu s, a tacke M, M’
pripadaju pravoj s, te je u ovom sluc¢aju kompozicija S,S,, zavojno kretanje
ZrMM - O

Teorema 7.7.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija T : L3 — L3
razli¢ita od ravanske refleksije predstavlja ciklicku, oriciklicku ili hiperciklicku
rotacionu refleksiju.

Dokaz. Neka je Z indirektna izometrijska transformacija razlicita od ra-
vanske refleksije. Njena optimalna simetrijska reprezentacija sastoji se od
tri ravanske refleksije. Neka je 7T = §,538,, pri ¢emu su «, 3,7 osnove
pomenutih refleksija. Ravni a, i 7 ne pripadaju jednom pramenu ravni
jer bi u protivnom Z bila ravanska refleksija. Prema tome ravni o, £ 1 7
odreduju snop ravni X jer su presecne prave svake dve ravni komplanarne.
Kako je 7 indirektna izometrijska transformacija bi¢e Z # € pa prema tome
postoji tacka P € L3 takva da je Z(P) = P'i P # P’. Neka je Q srediste
duzi PP’ a p i q prave koje redom sadrze tacke P i () i pripadaju snopu
pravih koji je induciran snopom X. S obzirom da je kompozicija S;Z indi-
rektna izometrijska transformacija kojoj je svaka tacka prave p invarijantna
prema teoremi iz Apsolutne geometrije ona predstavlja neku ravansku re-
fleksiju S;, = S§,Z pri cemu prava p pripada ravni p i prema tome p € X.
Iz navedene jednakosti je Z = §,S,,. Ako obelezimo sa o ravan koja sadrzi
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pravu ¢ i upravna je na ravan i, a sa v ravan koja je upravna na ravan o
bice
I =358,5,=8:8uS, =8,L,.

gde je sa £, , oznacena kompozicija S, S, u kojoj su ravni v i u upravne na
istoj ravni o. U zavisnosti od toga da li se i i v seku, da li su paralelne ili su
hiperparalelne ta kompozicija predstavlja osnu, oriciklicku ili hiperciklicku
rotaciju te Z predstavlja rotacionu, tj ciklicku, oriciklicku ili hiperciklicku
rotacionu refleksiju. U skladu sa ¢injenicom da je hiperciklicka rotacija -
translacija, hiperciklicka rotaciona refleksija predstavlja klizajuéu refleksiju
prostora L3. O

7.8 Unutrasnja geometrija episfera

Sistem osnovnih pojmova, aksioma kao i njihovih posledica koje karak-
teriSu figure neke povrsi, kao i medusobne odnose tih figura, zove se un-
utrasnja geometrija te povrsi. Drugim rec¢ima, pod unutrasnjom geometri-
jom povrsi podrazumeva se skup svih onih osobina njenih figura, koje se
dobijaju sredstvima same povrsi, ne pozivajuéi se na okolni prostor u koji
je ta povrs smestena.

Tako, na primer, euklidska planimetrija je unutrasnja geometrija euk-
lidske ravni. Sli¢no, sferna trigonometrija pripada geometriji loptine povrsi.

Unutra8nja geometrija povrsi zasniva se i izgraduje na isti nacin kao i
unutrasnja geometrija ravni. Utvrduje se izvestan broj osnovnih objekata i
izmedu njih uspostavljaju izvesni uzajamni odnosi. Zatim se ispituje kakav
je sistem aksioma koje, na toj povrSi, ti osnovni objekti zadovoljavaju.
Napomenimo, da u stvari, taj sistem aksioma i karakteriS§e unutrasnju ge-
ometriju posmatrane povrsi.

U svakoj od do sada proucavanih episfera moze se razviti njena un-
utrasnja geometrija. Pokazuje se da analogne figure u svakoj od tih povrsi
pokazuju razli¢ita svojstva. Pokazatemo da se ti trouglovi razlikuju po
mnogim svojstvima.

U poglavljima koja slede, prelazimo na ispitivanje unutrasnje geometrije
svake od episfera.

7.9 Unutrasnja geometrija ekvidistantne povrsi
Razmotri¢emo pitanje unutrasnje geometrije ekvidistantne povrsi u pros-

toru L3. Pri deduktivnoj izgradnji geometrije neke povrsi sledi se isti put
kojim se ide i pri izgradnji Euklidske planimetrije u obi¢noj ravni. Najpre



7.9. Unutrasnja geometrija ekvidistantne povrsi 157

uspostavljamo osnovne pojmove i osnovne teoreme. Polazeé¢i od pomenutih
osnova izvode se raznovrsni zakljucci, teoreme i izgraduje se geometrija.

U obi¢noj planimetriji medu osnovne pojmove ubrajamo tacku i pravu.
Analogni osnovni pojmovi uvode se i na ekvidistantnoj povrsi. Pod tackom
¢emo podrazumevati bilo koju tacku ekvidistantne povrsi. Ulogu prave u
unutrasnjoj geometriji ekvidistantne povrsi ima kriva koja se naziva geodez-
1yska ekvidistanta. Naime, vazi sledeca definicija:

Definicija 7.1. Geodezijska ekvidistanta je kriva po kojoj ravan koja prolazi
kroz osu ekvidistantne povrsi sec¢e ekvidistantnu povrs.

Uvedimo sada relaciju pripadnosti, izmedu i podudarnosti. Za ovako
definisane osnovne pojmove kaza¢emo da, u unutrasnjoj geometriji ekvidis-
tantne povrsi, pripadaju jedan drugom, ako oni pripadaju jedan drugom u
obi¢nom smislu.

Za tacku B ekvidistantne povrsi, kazacemo da se nalazi izmedu tacaka
A i C te povrsi, ako se projekcija tacke B, u oznaci B’ na bazisnu ravan
ekvidistantne povrsi, nalazi izmedu projekcija A’ i C' tacaka A i C. Za dve
figure ekvidistantne povrsi kaza¢emo da su podudarne medu sobom, ako se
one kretanjem povrsi po samoj sebi, mogu dovesti do poklapanja, a takode
i ako su simetri¢ne u odnosu na bilo koju ravan.

U daljem proucavanju unutrasnje geometrije ekvidistantne povrsi poka-
zacemo da ovako izabrani osnovni objekti i njihovi uzajamni odnosi, zado-
voljavaju sve zahteve aksioma veze I;_3, aksioma rasporeda II;_,, aksioma
podudarnosti III;_5, aksioma neprekidnosti IV,_o Hilbertovog sistema ak-
sioma i aksiomu Lobacevskog V7,.

Proveri¢emo, redom, aksiome Hilbertovog sistema aksioma.

Aksiome veze

Aksioma 11 : Za ma koje dve tacke A i B postoji geodezijska ekvidistanta
a kojoj pripadaju tacka A i B.

Obelezimo sa A’ i B’ projekcije tacaka A i B na bazisnu ravan o uocene
ekvidistantne povrsi. Kroz prave AA’ i BB’ uvek prolazi jedna i samo jedna
ravan (8 koja uvek sece ekvidistantnu povrs i to po geodezijskoj ekvidistanti.
Odavde zaklju¢ujemo da je na ekvidistantnoj povrsi zadovoljena aksioma I;
ali i aksioma Iy Hilbertovog sistema aksioma koja glasi:

Aksioma Ia: Za ma koje dve tacke A i B, postoji najvise jedna geodezijska
ekvidistanta, koja sadrzi tacki A i B.

Ostaje nam da proverimo da li vazi aksioma I3, tj. aksioma:

Aksioma I3: Geodezijska ekvidistanta sadrzi nagmangje dve tacke. Postoje
najmangje tri tacke koje ne pripadaju istoj geodezijskoj ekvidistanti.
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Neka je a geodezijska ekvidistanta uocene povrsi. Ravan ~ kojoj ona
pripada stoji normalno na bazisnu ravan o povrsi i sece je po pravoj a’. Na
pravoj a’' postoje najmanje dve tacke A’ i B’, a takode u bazisnoj ravni «
postoji najmanje jos jedna tacka C’, koja ne pripada pravoj a’. Podignimo
u tackama A’, B’ i C' normale na bazisnu ravan. Prve dve normale ujedno
su i ose ekvidistantne povrsi i pripadaju ravni . One, dakle, seku povrs u
tackama A i B koje pripadaju ekvidistanti a. Prema tome, na proizvoljnoj
geodezijskoj ekvidistanti povrsi postoje najmanje dve tacke, A i B.

Normala u tacki C’ je osa povrsi, ali ne pripada ravni v. Dakle, ta
normala seCe povrs u tacki C, koja ne pripada ekvidistanti a. To znaci da
na ekvidistantnoj povrsi postoje najmanje tri tacke, koje ne pripadaju istoj
geodezijskoj ekvidistanti.

Dakle, na ekvidistantnoj povrsi su zadovoljene sve tri aksiome prve grupe
Hilbertovog sistema aksioma, tj. aksiome I;_s.

Aksiome rasporeda

Aksioma 111 : Ako se tacka B nalazi izmedu tacaka A i C, onda su A, B
1 C tri razne tacke jedne iste geodezijske ekvidistante, i tacka B se, takode
nalazi izmedu C i A.

Posmatrajmo projekciju a’ geodezijske ekvidistante a na bazisnu ravan
« ekvidistante povrsi. Tacke A, B i C ekvidistante a, projektuju se na tacke
A’, B"i C' prave d’. Na pravoj a’ Hiperbolicke ravni o zadovoljena aksioma
IT;. Podignimo u tackama A’, B’ i C' normale na bazisnu ravan a. Sve tri
normale pripadaju ravni « , koja stoji normalno na bazisnu ravan « povrsi
i sece je po pravoj a’. Pomenute normale pripadaju ravni v, a pri tom su i
ose ekvidistantne povrsi. Dakle, one seku ekvidistantnu povrs u tackama A,
B i C koje pripadaju geodezijskoj ekvidistanti a, pri ¢emu se tacka B nalazi
izmedu tacaka A i C.

Analogno vaze i ostale aksiome rasporeda.

Aksiome podudarnosti

Primetimo da se uspostavlja uzajamno jednoznaéna korespondencija,
izmedu tacaka povrsi i bazisne ravni, ukoliko se izvrsi ortogonalno projekto-
vanje ekvidistantne povrsi na njenu bazisnu ravan. Kako ekvidistantna povrs
i ravan dopustaju slobodno kretanje u sebi, to ma koje kretanje bazisne ravni
«, koje dovodi do poklapanja nekih figura te ravni, indukuje kretanje povrsi,
koje dovodi do poklapanja odgovarajucih figura na povrsi. Dakle, figure ek-
vidistantne povrsi se nalaze u istim odnosima uzajamne podudarnosti, u
kakvim se nalaze odgovarajuce figure njene bazisne ravni.

Prema tome, zakljucujemo da su u unutrasnjoj geometriji ekvidistantne
povrsi zadovoljene sve aksiome podudarnosti Hilbertovog sistema aksioma,
jer su te aksiome zadovoljene u geometriji bazisne ravni .
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Aksiome neprekidnosti

Na isti nacin, kao kod provere da li vaze aksiome podudarnosti, or-
togonalnim projektovanjem ekvidistantne povrsi na njenu bazisnu ravan,
mozemo se uveriti da su u unutrasnjoj geometriji ekvidistantne povrsi, zado-
voljene i aksiome neprekidnosti Hilbertovog sistema aksioma.

Naime, vaze sledece dve aksiome:

Aksioma IVy: Ako su AB i CD dve proizvoljne ”duzi”, tada na geodez-
1jskoj ekvidistanti AB postoji konac¢an niz tacaka Ay, As, ..., A, takvih da je
B(A1, As, ..., Ay), pri éemu je svaka od "duzi” AA1, A1As, ..., Ap_1 A, podu-
darna "duzi” CD i B(A, Ay, B).

Aksioma IVy: Ako je A1B1, AsBo, ..., Ay By, ... niz zatvorenih ”duzi” jedne
iste geodezijske ekvidistante, takvih da svaka od tih ”duzi” sadrzi sledecu,
tada postoji tacka X koja pripada svakoj "duzi” tog niza.

Dakle, prilikom razvijanja geometrije na ekvidistantnoj povrsi, na njoj
vaze sve aksiome Apsolutne geometrije, pri ¢emu ulogu pravih imaju geodez-
ijske ekvidistante. Ostaje joS da se pokaze da u unutrasnjoj geometriji ek-
vidistantne povrsi vazi:

Aksioma Lobacevskog

Da bi pokazali da vazi Aksioma Lobacevskog, posmatrajmo tacku C
koja pripada ekvidistantnoj povrsi, a ne pripada geodezijskoj ekvidistanti
AB te povrsi. Neka je C'D geodezijska ekvidistanta povrsi, koja prolazi kroz
tacku C. Ona sece ekvidistantu AB ako i samo ako njena projekcija C'D’
sece projekciju A’B’ ekvidistante AB na bazisnu ravan « povrsi. Kako je u
ravni a zadovoljena Aksioma Lobacevskog Vi, , tj. kroz tacku C’ van prave
A’ B’ prolazi beskona¢no mnogo pravih, koje ne seku pravu A’B’, to je, zbog
uzajamno jednoznacne korespondencije izmedu tacaka povrsi i bazisne ravni,
isti slucaj i na ekvidistantnoj povrsi, tj. kroz tacku C prolazi beskona¢no
mnogo geodezijskih ekvidistanti, koje ne seku ekvidistantu AB.

Ovo je jedan od nacina da se pokaze da u unutrasnjoj geometriji ekvidis-
tantne povrsi vazi Aksioma Lobacevskog. Sada ¢emo navesti jos jedan.

Najpre, ugao izmedu dve geodezijske ekvidistante defini§imo kao ugao
koji grade tangente tih dveju geodezijskih ekvidistanti, u tacki njihovog
preseka.

Na osnovu tako definisanih uglova izmedu geodezijskih ekvidistanti na
ekvidistantnoj povrsi moze se resiti problem paralela na toj povrsi. U tom
cilju posmatrajmo trougao AABC na ekvidistantnoj povrsi o i njegovu pro-
jekciju trougao AA’B’C’ u bazisnoj ravni p ekvidistantne povrsi o.

Projektovanje je izvedeno pomocéu osa AA’, BB’ i CC’ ekvidistantne
povrsi (Slika refpovrs9.). Pomenute ose su normalne na ravan p. Zato su
uglovi £ B’A'C" i £ BAC medusobno jednaki, jer se radi o uglovima jednog
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istog prostornog ugla koji obrazuju ravni AA'B’'B i AA'C'C. 1z istog razloga
jer

LA'B'C' = LABC, «A'C'B'=£ACB.

Slika 7.18.

Odavde proizilazi da je zbir uglova trougla AA’B'C” jednak zbiru uglova
trougla AABC na ekvidistantnoj povr§i. Zbir unutrasnjih uglova trougla
AA'B'C’ u ravni Lobacevskog p je manji od zbira dva prava ugla, pa je
prema tome i zbir uglova trougla na ekvidistantnoj povrsi manji od zbira
dva prava ugla.

Znamo da je teorema o zbiru uglova trougla ekvivalentna aksiomi o par-
alelama. Zaklju¢ujemo da na ekvidistantnoj povrsi vazi aksioma o parale-
lama geometrije Lobacevskog. Dakle, dokazana je teorema:

Teorema 7.9.1. Unutrasnja geometrija ekvidistantne povrsi je Hiperbolicka
planimetrija, pri cemu ulogu pravih imaju geodezijske ekvidistante.

7.10 Unutrasnja geometrija orisfere

Za geometriju Lobacevskog kao i za njenu izgradnju veliko znacenje ima
unutrasnja geometrija orisfere. Osnovni stavovi geometrije na orisferi, koji
se ugraduju u temelje te geometrije, potpuno su analogni aksiomama obi¢ne
Euklidske planimetrije.

Tako npr. poznatoj aksiomi Euklidske planimetrije, da kroz dve razne
tacke ravni prolazi jedna i samo jedna prava, odgovara u geometriji na ori-
sferi osnovna teorema - kroz dve razne tacke orisfere prolazi jedan i samo
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jedan oricikl. Pokaza¢emo, da se na sliCan nacin uspostavljaju osnovne teo-
reme geometrije na orisferi analogne aksiomama prve ¢etiri grupe u Euklid-
skoj ravni. Uporedivanjem analognih osnovnih teorema geometrije jedne i
druge povrsi doé¢i ¢emo do sledeéeg vaznog zakljucka: Svi osnovni stavovi
geometrije na orisferi dobijaju se iz aksioma Euklidske planimetrije ako se
u ovima re¢ prava zameni re¢ju oricikl, a re¢ ravan sa orisfera.

Dakle, da bi razvili unutrasnju geometriju orisfere, uvedimo osnovne
objekte. Kao osnovne objekte unutrasnje geometrije orisfere posmatrajmo s
jedne strane njene tacke, a s druge strane oricikle, koji se dobijaju presekom
orisfere ravnima koje prolaze kroz njene ose. Za navedene osnovne objekte
reé¢i ¢emo da u unutrasnjoj geometriji orisfere pripadaju jedan drugom, ako
oni pripadaju jedan drugom u obi¢nom smislu.

Oznac¢imo sa o oricikl, koji u unutrasnjoj geometriji orisfere ima ulogu
prave, asa A, B i C tri razne tacke oricikla o. Ose a, b i c orisfere, koje odgo-
varaju tim tackama, pripadaju istoj ravni 7. Za tacku C' kazemo da se nalazi
izmedu tacaka A 1 B oricikla o, u oznaci B,(A, B, (), ako se odgovarajuca
osa c orisfere nalazi, u ravni 7 izmedu osa a i b.

o
~

Za dve figure orisfere kazemo da su podudarne, u oznaci =2, ako se te
figure kretanjem orisfere po samoj sebi, mogu dovesti do poklapanja.

Dokazimo da za ovako uvedene pojmove na orisferi vaze sve aksiome
Apsolutne planimetrije.

Aksiome veze

Neka su A i B dve proizvoljne tacke orisfere, a a i b ose orisfere, koje
prolaze kroz te tacke. Obzirom, da ma koje dve ose orisfere pripadaju istoj
ravni, to prave a i b uvek odreduju jednu i samo jednu ravan w. Medutim,
ravan 7 uvek sece orisferu po jednom oriciklu. Kako tacke A i B pripadaju
i ravni 7 i orisferi, one pripadaju i prese¢nom oriciklu. Dakle, kroz ma koje
dve tacke orisfere uvek prolazi jedan i samo jedan oricikl, sto nam govori da
vaze aksiome I i Io, tj.

Aksioma Iy : Za ma koje tacke A i B uvek postoji oricikl o koji ih sadrzi.

Aksioma Io: Za ma koje dve tacke A i B, postoji najvise jedan oricikl
koji ih sadrzi.

Pokaza¢emo da vazi i aksioma I3, tj.

Aksioma Is: Na svakom oriciklu postoje majmanje dve tacke. Postoje
nagmangje tri tacke koje ne pripadaju istom oriciklu.

Zaista, u svakoj ravni 7, koja prolazi kroz neku osu n orisfere, postoji
najmanje jedna prava m tako da je m || n. Tacka M preseka ose m i orisfere,
mora pripadati onom oriciklu, koji je presek orisfere i ravni 7. Dakle, na tom
oriciklu postoje najmanje dve tacke N i M, gde je N presek ose n i orisfere



162 7. Karakteristiéne povrsi prostora L3

i za koju se na isti na¢in pokazuje da pripada prese¢nom oriciklu. Takode,
van ravni m postoji najmanje jos jedna osa s orisfere, sto sledi iz definicije
orisfere, kao povrsi nivoa snopa paralelnih pravih u prostoru Lobacevskog.
Oznacimo sa S presecnu tacku ose s i orisfere o. Kako tacka S ne pripada
ravni 7, to ona ne pripada ni oriciklu u toj ravni. Dakle, postoje najmanje
tri tacke, koje ne pripadaju istom oriciklu.

Ako tacke koje pripadaju jednom oriciklu nazovemo o-kolinearnim, a
tacke koje ne pripadaju jednom oriciklu (oricikl ima ulogu prave u un-
utrasnjoj geometriji orisfere) nazovemo o-nekolinearnim, tada o-ravan (or-
isfera ima ulogu ravni u njenoj unutrasnjoj geometriji) sadrzi najmanje tri
o-nekolinearne tacke, jer postoji tacka orisfere koja ne pripada zadatom ori-
ciklu te orisfere. Dakle, zadovoljena je i poslednja planimetrijska aksioma
prve grupe, tj.

Aksioma 14: Neka su A, B i C tri tacke, koje ne pripadaju istom oriciklu.
Tada postoji ravan o koja ih sadrzi. Svakoj ravni pripada najmanje jedna
tacka.

Dalje proveravamo da li su na orisferi zadovoljene:

Aksiome rasporeda

Obzirom na uvedenu definiciju pojma izmedu, primetimo da je za tacke
na orisferi zadovoljeno prvih pet aksiome rasporeda jer:

(i) ako je B,(A, B,C), tada su A, B i C' tri o-kolinearne tacke,

(ii) ako je B,(A, B, C), tada je B,(C, B, A),

(iii) ako je Bo(A, B, (), tada nije Bo(A, C, B),

(iv) ako su A i B dve razne tacke na jednom oriciklu o, tada postoji
tacka C' takva da je B,(A, B, C),

(v) ako su A, B i C tri razne o-kolinearne tacke, tada je B,(A, B, C) ili
B,(B,C,A)ili B,(C, A, B).

Ostaje da pokazemo da u unutrasnjoj geometriji orisfere vazi i Pasova
aksioma, tj.
Aksioma Ilg - Pasov stav: Neka su A, B i C tacke orisfere koje ne pripadaju
istom oriciklu i neka je p oricikl orisfere, koji ne prolazi ni kroz jednu od
tac¢aka A, B i C. Ako oricikl p sadrzi tacku D koja je izmedu tacaka A 1
B, onda on, takode sadrzi tacku E koja je izmedu tacaka A i C ili izmedu
tacaka B 1 C.
Dokaz. Obelezimo sa a, b, ¢ i d ose orisfere koje prolaze kroz tacke A, B, C
i D, iizaberimo na njima respektivno, tacke A’, B’ i C’' u smeru paralelnosti
pravih a, b i c. Neka je 0 ravan koja je odredena tackama A’, B'i C', a «
ravan koja sadrzi oricikl p (Slika 7.19).).
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Slika 7.19.

Prava d nalazi se u ravni odredenoj osama a i b oricikla, pri c¢emu je prava
d izmedu pravih a i b. Oznacimo sa D’ prese¢nu tacku pravih di A’B’. Tada
tacka D" zadovoljava sledece uslove: B(A', D', B’), D' € §, D' € w. Dakle,
ravni § i 7 imaju zajednicku tacku D’ pa samim tim i zajednicku pravu,
oznacimo je sa p'.

Kako je u Hiperbolickoj ravni § zadovolena Pasova aksioma za trougao
AA'B'C' i pravu p iz uslova B(A’, D', B') sledi da prava p’ sadrzi tacku E’
takvu da je B(B',E',C") ili B(A’, E’,C"). Neka je zadovoljena prva od ove
dve relacije. Tada tacka E’ pripada ravni 7 i ravni BCC'B’. To znadi da
te dve ravni imaju zajednicku pravu e. Svake dve od tri prave b, e i DD’
komplanarne su, pa pripadaju istom pramenu pravih. Kako su prave bi DD’
paralelne to je i e paralelna u istom smeru sa njima dvema pa predstavlja
osu orisfere. Prema tome, prava e sece orisferu. Oznacimo sa E presecnu
tacku prave e sa orisferom. Tada tacka E pripada oriciklu p. Kako je prava e
paralelna sa pravama b i ¢ i sadrzi tacku E’ koja je izmedu pravih b1i c to je i
prava e izmedu pravih b i ¢ a to upravo znaci da je B,(B, E,C'). Na potpuno
isti nacin ako pretpostavimo da vazi B(A’, E’,C") dobijamo B,(A, E,C). O
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Aksiome podudarnosti

Definicija 7.1. Za par tacaka (P, Q) reéi ¢emo da je podudaran paru tacaka
(P, Q') na orisferi o, ako postoji kretanje te orisfere po samoj sebi, koje
prevodi tacke P i Q redom u tacke P’ i @', tj. ako postoji izometrija
T:L3— L3 takvadaje Z(o) =0, Z(P) =P i Z(Q) = Q'.

Sa tako uvedenom relacijom podudarnosti neposredno se moze dokazati
vazenje svih aksioma podudarnosti a takode i aksiome neprekidnosti.

Neka su na orisferi date dve tacke A i B, zatim oricikl @’ i tacka A’
tog oricikla. Kako orisfera dopusta slobodno kretanje u sebi, to se takvim
kretanjem, oricikl AB uvek moze dovesti do poklapanja sa oriciklom a’ i to
na taj nacin da se tacka A poklopi sa tackom A’, a tacka B sa nekom tackom
B’ koja je sa unapred odredene strane tacke A’. Odavde zaklu¢ujemo da
su parovi tacaka (A4, B) i (A, B') pududarni, tj. u unutrasnjoj geometriji
orisfere zadovoljena je aksioma IIIy, tj.:

Aksioma 1111 : Ako su A 1 B dve tacke oricikla o 1 ako je A’ tacka tog
istog ili nekog drugog oricikla o', onda se uwvek na oriciklu a’ sa date strane
tacke A" moze naéi tacka B', takva da je par tacaka (A, B) podudaran paru
tacaka (A, B).

Kretanjem orisfere po samoj sebi mozemo pokazati da na orisferi, sa
date strane datog oricikla, postoji jedan i samo jedan oricikl, koji sa datim
zaklapa ugao, koji je podudaran uglu Sto ga na orisferi obrazuju neka druga
dva oricikla. Drugim re¢ima, na orisferi je zadovoljena i aksioma IIly.

Na osnovu osobina figura koje se dobijaju jedna iz druge kretanjem,
zaklu¢ujemo:

(i) ako su A i B bilo koje dve tacke nekog oricikla, tada je (A, B)
(B, A),

(ii) ako su A, B, C, D, E i F tatke nekog oricikla, takve da je (A, B)
(C,D) i (A, B) £ (E, F), tada je (C, D) = (E, F),

(ili) ako su C'i C' tacke duzi AB i A'B’ takve da je (4,C) = (A", C") i

o o
(B,C) = (B',("), tada je i (A, B) = (4, B')

Odavde sledi da su na orisferi zadovoljene i ostale aksiome podudarnosti
Hilbertovog sistema aksioma.

Dalje, treba proveriti da li vaze aksiome neprekidnosti, tj. treba pokazati
da su za oricikle na orisferi zadovoljene Arhimedova i Kantorova aksioma
koje u ovom slucaju glase:

Arhimedova aksioma: Ako su AB i CD bilo koje dve duZi, tada na polupravoj
AB postoji  konacan niz tacaka A1, Ao, ..., A, takvih da je

iR

llRe
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Bo(A1, Ag, ..., Ap), pri éemu je svaka od duzi AAy, A1As,...,An_1A, po-
dudarna duzi CD i B,(A, B, Ay,).

Kantorova aksioma: Ako je A1B1, AsBo, ..., Ay, By, ... niz duZi na nekom ori-
ctklu, takvih da svaka od tih duzi sadrzi sledecu, tada postoji tacka X koja
pripada svakoj od duzi toga niza.

Poznato je da su ove dve aksiome ekvivalentne Dedekindovom principu,
pod uslovom da su prve tri grupe aksioma Apsolutne geometrije zadovoljene.
Kako je kod orisfere to slucaj, to ¢e, dakle na orisferi aksiome neprekidnosti
biti zadovoljene, ako za svaki oricikl orisfere bude zadovoljen Dedekindov
princip.

U tom cilju posmatrajmo oricikl m orisfere. Neka je u skupu tacaka tog
oricikla izvrSena neka Dedekindova podela na klase. Uzmimo u prvoj klasi
tacku A, a u drugoj klasi tacku B. Obelezimo sa a i b ose orisfere, koje
prolaze kroz tacke A i B, i izaberimo na njima, respektivno, tacke A’ i B’.
Prava m’ koja je odredena tackama A’ i B’ i oricikl m, pripadaju istoj ravni
7 i stoga osa n oricikla, koja prolazi kroz tacku M’ prave m’ sece orisferu u
tacki M uocenog oricikla m.

Na taj nacin je uspostavljena jednoznaé¢na korespondencija izmedu tacaka
prave m’ i tacaka oricikla m, pa tacke prave m’ mozemo podeliti u dve klase,
tako da tacka pripada prvoj klasi ako njoj odgovarajué¢a tacka na oriciklu
pripada prvoj klasi, a pripada drugoj klasi ako njoj odgovarajuc¢a tacka na
oriciklu pripada drugoj klasi. Dakle, sve tacke na pravoj m’ podeljene su
na dve klase, tako da svaka tacka pripada jednoj i samo jednoj klasi i svaka
tacka prve klase stoji ispred svake tacke druge klase, tj. ova podela tacaka
na pravoj m’ zadovoljava sve uslove Dedekindovog preseka (Slika 7.20.).

Slika 7.20.

Na pravama Hiperbolickog prostora Dedekindov princip je zadovoljen.
Znaqi, jedna od dve pomenute klase tacaka na pravoj m’ ima krajnji ele-
ment. Pretpostavimo, odredenosti radi, da druga klasa tacaka prave m’ ima
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pocetnu tacku i obelezimo je sa X’. Ako tacke A’ i B’ pripadaju raznim
klasama, onda je tacka X’ izmedu A’ i B’, ili se u grani¢nom slucaju, pok-
lapa sa B’. Tacka X, koja na oriciklu odgovara tacki X’ pripada drugoj
klasi tacaka Dedekindovog preseka na oriciklu, i takode je izmedu A i B, ili
se poklapa sa B.

Ako tacka X nije prva tacka druge klase, na oriciklu m postoji tacka Y,
koja se nalazi izmedu A i X, a pripada drugoj klasi. Osa y orisfere, koja
prolazi kroz tacku Y, je takode izmedu osa a i « koje odgovaraju tackama A
i X istoga sece pravu m’ u tacki Y’, koja je izmedu tacaka A’ i X'. Dakle,
tacka Y’ koja odgovara tacki Y, je izmedu A’ i X', a pripada drugoj klasi
na pravoj m/, jer tacka Y pripada drugoj klasi. Odavde zaklju¢ujemo da
na pravoj m’ tacka X’ nije prva tacka druge klase, a to je u protivre¢nosti
sa pretpostavkom. Ta protivreénost nam govori da na uocenom oriciklu
tacka X mora biti prva tacka druge klase. Analogno, pokazuje se da je X
poslednja tacka prve klase na pravoj m’.

Dakle, ma kakva god bila Dedekindova podela tacaka oricikla m na klase,
jedna od klasa te podele ima krajnji element. To zna¢i da u unutrasnjoj
geometriji orisfere vazi Dedekindov princip, $to je ekvivalentno s tim da su
zadovoljene obe aksiome neprekidnosti Hilbertovog sistema aksioma.

Do sada smo razmatrali aksiome geometrije na orisferi koje su analogne
aksiomama iz Apsolutne planimetrije. Ostaje nam da razjasnimo jos pitanje
aksiome paralelnosti.

Aksioma paralelnosti

Na orisferi o uo¢imo oricikl BC' i tacku A koja pripada orisferi, ali ne
i uoctenom oriciklu. Postavlja se pitanje, da li kroz tacku A prolaze oricikli
orisfere koji nemaju zajednickih tacaka sa oriciklom BC' i ako ih ima, koliko
ih je. U tom cilju, u datoj tacki A postavimo oricikl AD (Slika 7.21.).

Potrebno je i dovoljno da se oricikli AD i BC ne seku, da se u stvari ne
seku dijametralne ravni AA’D'D i BB'C'C. Pri tome dijametralna ravan
AA'D'D koja sadrzi oricikl AD sadrzi i osu AA’ orisfere, dok dijametralna
ravan BB’C’'C' koja sadrzi oricikl BC, sadrzi i ose BB' i CC’. Imajmo
na umu da su prave AA’, BB’ i CC’ medusobno paralelne jer pripadaju
parabolickom snopu na kome razmatramo orisferu o.

Znamo da je prava paralelna s nekom ravni ako je paralelna s bilo kojom
pravom te ravni. Zbog toga je osa AA’ paralelna s ravni BB'C'C' jer ta
ravan sadrzi pravu BB’, koja je paralelna s pravom AA’.

Medutim, postoji samo jedna ravan koja ne sece zadatu ravan BB'C'C
a sadrzi pravu AA’. To je upravo dijametralna ravan AA’D’D koja sadrzi
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A'B'D'C'

Slika 7.21.

oricikl AD. Dakle, kroz tacku A orisfere koja lezi van nekog oricikla BC
prolazi jedan i samo jedan oricikl AD koji zadati oricikl ne cete. Na taj
nac¢in dolazimo do osnouvne teoreme geometrije na orisferi:

Teorema 7.10.1. Unutrasnja geometrija orisfere prostora Lobacevskog je
FEuklidska geometrija, pri cemu ulogu pravih imaju oni oricikli orisfere, koji
pripadaju ravnima koje sadrie ose orisfere.

Ova teorema je od izvanredne vaznosti. S jedne strane zato $to ima
vaznu ulogu u daljem izgradivanju Hiperbolicke geometrije. S druge strane,
zato Sto pokazuje da, iako je pri izgradivanju Hiperbolickog geometrijskog
sistema odbacena Hilbertova aksioma paralelnosti, Euklidska planimetrija je
sacuvala svoju egzistenciju; razlika je samo u tome §to se ona sada realizuje
na jednoj sasvim drugoj povrsi - na orisferi.

Iz prethodnih razmatranja zakluc¢ujemo da se sve osnovne teoreme ge-
ometrije na orisferi mogu dobiti iz aksioma euklidske planimetrije ako se u
njima zamene re¢ prava sa oricikl, a re¢ ravan sa orisfera.

Ova vazna Cinjenica bila je poznata i Lobacevskom i igrala je vaznu ulogu
pri izgradnji Neeuklidske geometrije. Ako bismo iz bilo kojih razloga utvrdili
da Euklidov postulat nije valjan, to jos uvek ne bi znacilo da je Euklidska
geometrija izgubila svoj razlog postojanja. Ona bi i dalje vazila ako ne za
ravan, onda svakako za orisferu, tj. za jednu povrs prostora Lobacevskog.

Na osnovu svega §to smo utvrdili za medusobne odnose Euklidske ge-
ometrije i geometrije na orisferi, lako je sada izgraditi geometriju na orisferi.
Zbog analogije koju smo otkrili mozemo se sluziti sa ve¢ ranije poznatim
rezultatima Fuklidske geometrije i u njima zameniti re¢i prava i ravan sa
analognim osnovnim pojmovima oricikl i orisfera, pa odmah dobijamo odgo-
varajuce teoreme geometrije na orisferi.
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Navedimo, neke znacajnije ¢injenice do kojih bismo dosli izgradujuéi na
taj nacin geometriju na orisferi:

(i) Zbir unutrasnjih uglova trougla koga ¢ine tri luka oricikla na orisferi
iznosi dva prava ugla.

(ii) Za dva trougla na orisferi kazemo da su sliéni ako su im odgovarajuéi
uglovi jednaki. Odgovarajucée stranice takvih trouglova su nejednake.

Da na orisferi postoje sli¢ni trouglovi, moze se zakljuciti po tome Sto
analogni stav vazi u Euklidskoj ravni.

(iii) Izmedu stranica i uglova trougla na orisferi postoje isti odnosi koji
postoje i za trouglove Euklidske ravni. To drugim re¢ima znaci da za trou-
glove na orisferi vaze poznate trigonometrijske relacije trougla Euklidske
ravni.

7.11 Unutrasnja geometrija sfere

Prilikom izgradnje unutrasnje geometrije na sferi, dolazi se do sasvim
drugacijih rezultata, nego u slu¢aju unutrasnje geometrije orisfere i ekvidis-
tantne povrsi.

Ulogu pravih u ovom slucaju imaju dijametralni preseci sfere, tj. njeni
najveéi ili glavni krgovi - nazivamo ih i geodezijskim linijama sfere.

Pokazali smo da na orisferi vazi aksioma koja kaze da kroz bilo koje
dve tacke orisfere prolazi jedan i samo jedan oricikl. Videli smo da sli¢na
aksioma vazi i za ekvidistantnu povrs. Tacnije, i njene bilo koje dve tacke
spaja jedna i samo jedna geodezijska ekvidistanta.

Na trec¢oj episferi - sferi - ne vazi u opsStem slucaju navedena aksioma.
Naime, dvema dijametralnim tackama sfere ne prolazi samo jedna, veé
beskona¢no mnogo geodezijskih linija (glavih krugova sfere). Pokazuje se
i da neke druge aksiome koje vaze za unutrasnju geometriju orisfere i ek-
vidistantne povrsi, ne vaze na sferi, o ¢emu ¢e biti re¢i kasnije. Iz ovakvih
razloga, na sferi gube opstost teoreme iz Apsolutne geometrije. Stoga pri-
likom izgradnje unutrasnje geometrije na sferi ne moze se i¢i istim putem
kojim smo izgradivali ostale geometrije, tako Sto bi menjali re¢i prava sa
glavni krug, a ravan sa sfera.

Nemacki matematicar Riman' pokazao je da je geometriju na sferi moguée
izgraditi aksiomatski na slican nac¢in kao sto su aksiomatski izgradene i ge-
ometrije Euklida i Lobacevskog.

Riman je izu¢avao unutrasnju geometriju sfere u pravcu, da se zamisli
takva geometrija u kojoj su sve prave bezgranic¢ne, ali same u sebe zatvorene,

!George Fridrih Bernhard Riman (1826 - 1866), nemacki matematicar
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s tim da sve imaju jednu istu, ali kona¢nu duzinu. Primetimo da sli¢no
svojstvo imaju glavni krugovi neke sfere. Oni su bezgrani¢ni u smislu §to se
na njima ne moze naci tacka koja bi bila krajnja, grani¢na. S druge strane
svi glavni krugovi neke sfere imaju kona¢nu i medusobno jednaku duzinu.

U Rimanovoj ravni ne moze se tackom van prave povuéi ni jedna prava
disjunktna s tom pravom. U toj ravni uopste ne postoje paralelne prave.
Upravo tu se vidi sli¢nost s glavnim krugovima sfere: na sferi ne postoje dva
medusobno paralelna glavna kruga.

Za Rimanovu geometriju karakteristi¢no je da se na njoj realizuje:
Hipoteza tupog ugla: U cetvorouglu s tri prava ugla ¢etvrti ugao je tup.

Iz tog razloga u Rimanovoj geometriji vaze svi rezultati do kojih su
dosli Sakeri i Lambert uz tu hipotezu. Istaknimo da je zbir uglova u ovoj
geometriji ve¢i od dva prava ugla, a povrsina trougla proporcionalna ekscesu
- visku zbira uglova iznad dva prava ugla.

Rimanova geometrija dobila je naziv i Elipticka geometrija.

Slika 7.22.

Kako u Rimanovoj geometriji ne postoje paralelne prave, to se bilo koje
dve prave Elipticke geometrije seku. U ovom pogledu, pokazuje se da za
dalji razvoj te geometrije postoje dve moguénosti. U jednom obliku ove
Neeuklidske geometrije seku se bilo koje dve prave uvek u istoj tacki. U
drugoj formi Elipticke geometrije dve prave seku se uvek u dve tacke koje su
medusobno udaljene za polovinu duzine pravih. Zbog analogije ovog oblika
Elipticke geometrije sa geometrijom na sferi sledi naziv Sferno - elipticka
geometrija.

Na sferi, bilo koja dva glavna kruga kq i ko seku se uvek u dve tacke A i
B koje su medusobno uzdaljene za polovinu duzine celog kruga (Slika 7.22.).
Onaj oblik Rimanove geometrije u kojoj se prave seku samo u jednoj tacki
zove se Elipticka geometrija. Sto su manji likovi u obe Elipticke geometrije,
to se njihova svojstva manje razlikuju od analognih svojstava odgovarajucih
likova Euklidske geometrije. Upravo u tome je Elipticka geometrija slicna
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geometriji Lobacevskog.

Sferno - elipticku geometriju mozemo preslikati na sferu. To nam daje za
pravo da je smatramo unutrasnjom geometrijom sfere. Pri tom preslikavanju
pravama Sferno - elipticke geometrije odgovaraju veliki krugovi sfere. Svi
stavovi Sferno - elipticke geometrije prelaze pri tom preslikavanju u analogne
stavove euklidske Sferne geometrije.

7.12 Unutrasnja geometrija episfera - rezime

Rezimirajmo rezultate dosadasnjih razmatranja o unutrasnjoj geometriji ep-
isfera. Videli smo da uz Euklidsku geometriju postoje dve Neeuklidske ge-
ometrije. Euklidska geometrija je nazvana i Parabolicka geometrija, dok se
Rimanova geometrija naziva Elipticka, a geometrija Lobacevskog naziva se
Hiperbolicka geometrija.

Videli smo da pomenute tri geometrije predstavljaju unutrasnje geome-
trije triju episfera prostora Lobacevskog. UnutraSnja geometrija sfere je
Elipticka, orisfere Parabolicka, a ekvidistantne povr§i Hiperbolicka
geometrija.

Te tri geometrije bitno se razlikuju po aksiomi o paralelama koje se
mogu povudéi tackom van prave, odnosno geodezijske linije odredene epis-
fere. Tackom van geodezijske linije ne prolazi nijedna paralela u Eliptickoj
geometriji. U Parabolickoj geometriji prolazi jedna paralela, a u Hiper-
bolickoj geometriji mogu se povuéi kroz jednu tacku van geodezijske linije
dve paralele s tom linijom.

Videli smo da se te geometrije razlikuju izmedu ostalog i prema zbiru
uglova trougla. U Hiperbolickoj geometriji zbir uglova trougla iznosi manje
od 2R, zbir uglova trougla Parabolicke geometrije jednak je 2R, dok je u
trouglu Elipticke geometrije zbir uglova veéi od 2R.

Sakeri i Lambert su u svojom istrazivanjima postavili, pored navedene
hipoteze tupog ugla, i hipotezu ostrog ugla: U cetvorouglu s tri prava ugla
cetvrti ugao je ostar. Znamo da se njihova hipoteza ostrog ugla realizuje
u geometriji Lobacevskog. Razvijajuéi tu hipotezu, oba istraziva¢a nisu
mogla otkriti bilo kakvu neprotivrec¢nost, §to je i jasno jer ni u Hiperbolickoj
geometriji, u kojoj se ta hipoteza realizuje, ne postoje protivrecnosti. Inace,
Sakeri i Lambert su dosli do protivre¢nosti pri razvijanju hipoteze tupog
ugla. Na protivre¢nost se nailazi ako se usvoji pretpostavka koja se u njihovo
doba smatrala sama po sebi razumljiva da prave treba shvatiti kao linije
beskonaéne duzine.

Da su Sakeri i Lambert ve¢ tada dosli na ideju da odbace takvo svo-
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jstvo pravih i zamene ga onim koje je predlozio Riman pri razvijanju svoje
Elipticke geometrije, pokazalo bi se da ni u hipotezi tupog ugla ne moze biti
protivreénosti. U tom sluc¢aju oni bi ve¢ tada, znatno pre Rimana, otkrili
Elipticku geometriju.

Kao sto je Lobacevski dao pravi odgovor na pitanje geometrije koja
usvaja hipotezu ostrog ugla, tako je Riman naSao pravilan odgovor i na
problem hipoteze tupog ugla. I jedna i druga hipoteza realizuju se u dve
Neeuklidske geometrije, od kojih je svaka u sebi neprotivre¢na i logi¢na, kao
§to je to Euklidska geometrija.
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Glava 8

Trigonometrija hiperbolicke
ravni

8.1 Osnovna formula

Slika 8.1.

U ovom paragrafu ¢emo koristiti ¢injenicu da orisfera poseduje Euklidsku
geometriju kao svoju unutrasnju geometriju.

Posmatrajmo orisferu, na njoj tacku A, a zatim i oricikl te orisfere koji
prolazi kroz tacku A. Izaberimo na tom oriciklu proizvoljnu tacku B i

173
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obelezimo sa § ravan oricikla AB. Neka je v ravan koja prolazi kroz tacku
B, a normalna je na osu orisfere AA’ koja prolazi kroz tacku A. Primenom
Teoreme 7.4.4. ravan « sece orisferu po krugu, ¢ije je srediste tacka C, presek
ravni v i ose AA’ orisfere. Presek ravni § i v je prava CB. Osa BB’ orisfere
u tacki B, pripada ravni ¢ i paralelna je sa pravom AA’ te ravni.

Neka je BD tangenta u tacki B na krug koji se dobija u preseku orisfere
i ravni v. Prava BD pripada ravni vy i normalna je na ravan §. Neka je CG
prava ravni v, koja prolazi kroz tacku C i paralelna je pravoj BD u istom
smeru. Prave CG i AA’ odreduju ravan «, dok prave BD i BB’ odreduju
drugu ravan 8. Svaka od ove dve ravni sadrzi po dve prave koje se seku, a
paralelne su drugoj ravni. Pozivajuéi se na Teoremu 6.7.7. te dve ravni se
seku po nekoj pravoj K M’, koja je u jednom smeru paralelna pravama CG i
BD, a u drugom smeru je paralelna osama AA’ i BB’ orisfere. Odavde sledi
da je prava KM’ osa orisfere. Neka je M tacka u kojoj ona sece orisferu.
Ravni a i 8 seku orisferu po oriciklima AM i BM.

Teorema 8.1.1. Luk BM oricikla, koji je odreden tackama B i M, je
konstantan, tj. ne zavisi od poloZaja tacke B na oriciklu AB.

Dokaz: Ugao £ DBB’ je prav, a prava KM’ je grani¢na prava tog ugla.
Normala BN konstruisana iz tacke B na pravu KM’ sa svakim krakom tog
ugla obrazuje ugao w/4 . S druge strane, duz BN je duz paralelnosti za
ugao {DBN = £B'BN, pa kako je ugao £B’BN konstantan to je i duz
BN konstantna. Dalje, BN je visina luka BB oricikla BM, gde je B; tacka
oricikla koja je simetri¢na sa B u odnosu na M. Kako je luk oricikla odreden

svojom visinom, to je i njegova polovina, tj. luk BM odreden visinom. [

—~

Definicija 8.1. Konstantni luk BM oricikla zove se konstanta hiperbolickog
prostora, ili polupreénik krivine hiperbolickog prostora i obelezava se sa R.

Kako na orisferi vazi Euklidska geometrija, iz pravouglog trougla AABM
na orisferi sledi:

AB=BM -ctg { BAM,
kako je B?W: R, to je
AB= R -ctg£BAM. (8.1)

Uglovi L BAM i £ BCG su podudarni jer je svaki od njih ugao normalnog
preseka diedra, kojeg obrazuju ravni v i 4. S druge strane je C'B normalno
na BD, a prave CG i BD su paralelne u istom smeru, sledi da je ugao
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ABCG ugao paralelnosti za duz C'B. Ako duz C'B obelezimo sa a, imamo
da je

£BAM =1lI(a),
z (8.1) sledi
AB= R ctgIl(a), (8.2)
pa je
BB|= 2R - ctg T1(a), (8.3)

gde je B} ona tacka oricikla AB, koja je simetri¢na sa B u odnosu na A, tj.

BB|=2- AB.

8.2 Trigonometrijske formule pravouglog trougla
hiperbolicke ravni

Slika 8.2.

Neka je L AC' B ugao trougla AABC hiperbolicke ravni, i neka je L AC'B
prav ugao. Neka su a i b njegove katete, a ¢ njegova hipotenuza. Kon-
struiSimo pravu koja prolazi kroz tacku B, i koja je normalna na ravan
trougla AABC' (Slika 8.2.). Skup svih pravih u prostoru, koje su paralelne
toj pravoj u istom smeru, je parabolicki snop pravih. Uocimo orisferu koja
prolazi kroz tacku A. Neka orisfera se¢e svoje ose koje prolaze kroz tacke
B i C respektivno u tatkama D i E. Na orisferi dobijamo trougao AAED.
Dokazaéemo da je njegov L AED prav. Obelezimo sa « ravan koju odreduju
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ose BB’ i CC' orisfere. Ta ravan prolazi kroz normalu BB’ ravni ABC i
zato je i normalna na ravan trougla. Prava AC pripada ravni trougla koja je
normalna na «, i u toj ravni je normalna na BC. Sledi da je AC normalna
na «. Kako ravan 3 koju odreduju ose AA" i CC’ orisfere, prolazi kroz pravu
AC, onda je i ravan 8 normalna na ravan «. Diedar koji obrazuju ravni ai 8
je prav. Ugao normalnog preseka tog diedra je ugao L AE D, pa sledi da je i
on prav. Ugao L ADF trougla AADFE na orisferi podudaran je uglu L ABC
trougla AABC. Svaki od tih uglova je ugao normalnog preseka diedra, koji
obrazuju ravan « sa ravni ABD.

Kako za unutrasnju geometriju orisfere vazi Euklidska geometrija, to za
pravougli trougao AAFE D vaze sve formule Euklidske trigonometrije: ako su
a’, V', ic katete, odnosno hipotenuza trougla AAED onda je:

b =c -sin{ADE,

iz (8.2) sledi
bV =R-ctgll(b), ¢ =R-ctgll(c),
tj.
ctg I1(b) = ctgll(c) - sin £ B. (8.4)
Slicno dobijamo
ctgI(a) = ctgIl(c) - sin L A. (8.5)

Relacija (8.4) daje vezu izmedu hipotenuze, katete i naspramnog ostrog ugla
pravouglog trougla hiperbolicke ravni. Da bi izrazili zavisnost izmedu kateta
i jednog ostrog ugla, posmatracemo pravougli trougao AABC sa pravim
uglom £ACB, katetama a i b i hipotenuzom c¢ (Slika 8.3.). Neka je BB’
normalna na ravan trougla AABC, posmatrajmo parabolicki snop pravih
¢iji su elementi paralelni pravoj BB’ u istom smeru. Uoc¢imo i orisferu koja
prolazi kroz tacku C' i normalna je na dati snop pravih. Neka su D i F
tacke u kojima ose BB’ i AA’ seku orisferu, respektivno. Sada na orisferi
dobijamo trougao AFCD, kod koga je ugao L FCD prav, a da je ugao
LFDC = LABC, pokazuje se isto kao i u prethodnom slucaju. Katete
trougla AFCD obelezi¢emo sa a’ i b/, a hipotenuzu sa ¢’. Za taj trougao
vaze sve formule Euklidske geometrije pa imamo:

V =d  tgLCDF. (8.6)

Neka je G podnozje normale konstruisane iz tacke C' na pravu AA’. Tada je
CG visina onog luka oricikla ¢ija je polovina luk CF= ¥, te kako vazi (8.2)
sledi:

vV =R-ctg (CQ).
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Slika 8.3.

Iz pravouglog trougla ACG A na osnovu (8.4) imamo:

ctg II(CG) = ctgII(b) - sin L A" AC,
ctg II(CG) = ctgII(b) - sinI1(b),

jer je zbog normalnosti pravih AC' i CC’, LA’ AC = TI(b), te onda
V' = R-ctgIl(b) - sinTI(b) = R - cos II(b). (8.7)

Kako vazi (8.2.), sledi
a = R-ctgll(a), (8.8)

jer je a visina onog oricikla ¢ija je polovina luk o’ :CAD. Ako (8.7) 1 (8.8)
zamenimo u (8.6) i podsetimo se da je

LCDF =~ LCBA,

sledi
cosII(b) = ctgll(a) - tg £B. (8.9)

Analogno i
cosII(a) = ctgII(D) - tg L A. (8.10)

Na slican nacin se mogu izvesti i slede¢e formule:
sinII(c) = sinII(a) - sinI1(b), (8.11)

cosII(a) = cosII(c) - cos £ B, (8.12)
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cosII(b) = cosTl(c) - cos LA, (8.13)
sin LA = sinI1(b) - cos £ B, (8.14)
sin B = sinll(a) - cos LA, (8.15)

sinll(c) =tg LA - tg £B. (8.16)

Primetimo da formule (8.14) i (8.15) nemaju svoje analogne formule u Eukli-
dskoj geometriji, jer one izrazavaju katetu pravouglog trougla pomocéu nje-
govih ostrih uglova.

8.3 Analiticki izraz funkcije Lobacevskog I1(x)

Slika 8.4.

U svim do sada izvedenim obrascima, koji izrazavaju zavisnost izmedu
stranica i uglova pravouglog trougla, pojavljuje se i funkcija II(z). Iako
su neke osobine te funkcije poznate, jos uvek ne znamo njen eksplicitni
analiticki izraz. Zato su obrasci izvedeni u prethodnom izlaganju samo
formalne relacije izmedu elemenata pravouglog trougla. Da bi smo nasli
eksplicitni izraz funkcije Lobacevskog II(x), izveséemo prvo obrasce za sabi-
ranje funkcije Lobacevskog II(x). Posmatrajmo duz AB = 2z, i neka je
tacka O srediste te duzi, a tacka C tacka duzi OB (Slika 8.4.). Oznacimo
sa y duz OC. Uoc¢imo jedan od dva oricikla koji prolaze kroz tacke A i B, i
neka je data osa tog oricikla koja prolazi kroz tacku C|, a sece oricikl u tacki
D. Obelezimo sa A’ i B’ podnozja normala konstruisanih iz tacaka A i B
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na osu C'D oricikla. Na osnovu (8.2) i (8.3) imamo:

AB=2R- ctg II(z),
AD= R - ctg II(AA'), (8.17)
BD=R-ctgII(BB').
Kako iz (8.4) vazi
ctg I(AA") = ctg II(AC) - sin LACA',
LACA =TI(y), AC =z +y,

odavde sledi
ctg II(AA") = ctgIl(x + y) - sin I(y),

t.
AD= R - ctgIl(z +y) - sin II(y). (8.18)

Analogni je i
ctgII(BB') = ctglI(BC) - sin { BC B,

pa kako je ABCB' = LACA' =Tl(y) i BC =z — y to je
ctg I(BB') = ctgIl(x — y) - sin [I(y),
t.
BD=R-ctgIl(z — y) - sin I1(y). (8.19)
Ako izraze dobijene za AB, AD, i BD iz (8.17), (8.18), i (8.19) unesemo u
AB=AD + DB,
imamo da je:
2ctg I (x) = ctg(x +y) - sinIl(y) + ctg I(z — y) - sin I (y). (8.20)

Posmatrajmo sada duz AB = 2y i neka je O srediste te duzi, a tacka C
tacka na pravoj AB takva da je B izmedu O i C. Ako sa x obelezimo duz
OC, sli¢no kao u prethodnom postupku dobijamo:

2ctg(y) = ctgl(z + y) - sinIl(z) — ctgI(z — y) - sinII(z). (8.21)
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Iz formula (8.20) i (8.21) dobijamo:

B ctg H(Qj) ctg H(y)
ctgll(z +y) = sin I1(y) . sinTl(x)’ (8.22)
Tl ) ctgll(z)  ctgTl(y) :
g v = sinTl(y) sinIl(z)

Ovo su trazeni obrasci za sabiranje funkcije Lobacevskog. Posle izvesnih
transformacija se mogu napisati u obliku:

cosII(z) + cosI(y)

[z £ty) = .
cos Iz ) 1+ cosII(z) - cosII(y)

(8.23)

Iz (8.22) i (8.23) sledi

sinll(z £ y) = - i”;igg;”lgﬁ)(y) . (8.24)

Ako u relaciji (8.23) izaberemo +, mozemo pokazati da je

1 —cosll(z+y) 1—cosll(z) 1—cosll(y)
1+cosll(z+y) 1+cosl(z) 1+ cosl(y)’

odakle sada sledi da je:

o1l(z +y) o 11(z) 2 11(y)

tg2 2 = -t
g 5 S & 9
tj-
II I II
logth = logtg(;) + log tg (23/)’

ili
flx+y) = f(z)+ fy),

gde je f(z) =logtg @

Navedimo bez dokaza teoremu koja ¢e nam biti potrebna za dalji rad

Teorema 8.3.1. Ako je funkcija f(x) definisana i neprekidna za sve vred-
nosti © >0 i ako je f(x +vy) = f(z) + f(y), onda je:

f(z) = az,

gde je a konstanta.
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Kako funkcija f(z) = logtg H(;), zadovoljava sve uslove prethodne teo-

reme, sledi da je:

II(x)
2

log tg = az,

tj.
II(z) = 2 - arctg e”. (8.25)
Ostalo nam je jo§ da odredimo konstantu a. Posmatrajmo luk krive s pri
cemu je x tetiva tog luka. Tada vazi relacija:
S

lim — = 1.
z—0 x

Ova relacija vazi i za oricikle. Medutim, za luk s oricikla imamo relaciju:

s = R-ctgIl(x),
sledi .
lim 5 = R - lim S8H@) _
z—=0 T z—0 x
Kako je
1— g2t
et Tl(z) = —
268 =~
a kako je tg @ = e to je
1— 62(1:1: e~ aT _ pax (ax)?)
Ctg H(LE) = Seaz = 5 = —sh (a;p) = —axr — 3] —
Odavde je
tg 11 2
R tim 8800 g, (0) }=-R-a=1,
z—0 T z—0 3!
tj. a = —%.

Ako zamenimo ove vrednosti za a u (8.25), za funkciju Lobacevskog dobi-
jamo konacno izraz:
II(z) = 2arctge” 7. (8.26)

O

Iz ovog obrasca sledi da pri konacnom x, kad R — oo, II(z) — 5. Kako

je slucaj II(xz) = § slucaj Euklidske geometrije, to mozemo reci: Euklidski
prostor je granicni slucaj hiperbolickog prostora, kada polupreénik krivine
hiperbolickog prostora tezi beskonacnosti. Dakle, apsolutna vrednost broja
K = —% meri odstupanje hiperbolickog prostora od Euklidskog prostora.
To je i bio razlog zbog koga je i velicina K nazvana krivinom hiperbolickog

prostora, a R poluprecnik krivine hiperbolickog prostora.
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8.4 Trigonometrijske formule kosouglog trougla
hiperbolicke ravni

Slika 8.5.

Posmatrajmo trougao AABC hiperbolicke ravni i obelezimo sa a, b, i
¢ njegove stranice. Neka je D podnozje normale konstruisane iz tacke C
na pravu AB, a p, q, i h respektivno duzi AD, DB, i CD. Pretpostavimo,
recimo za pocetak, da je tacka D izmedu tacaka A i B tj. dajec > pi
¢ > ¢. Primenimo na trouglove AADC i ABDC obrazacformulu (8.11)
Tada imamo:
sinI1(b) = sinII(h) - sin I1(p),
sinIl(a) = sinIl(h) - sinII(c — p).

Primenom (8.24) sledi

(8.27)

. ~ sinlI(c) - sinTI(p)
sinll(c — p) = 1 —cosII(c) - cosT(p)’

s obzirom na (8.12) sledi
cosII(p) = cosII(b) - cos LA,

sinII(c) - sin II(p)
1 — cosTI(b) - cosII(c) - cos LA

sinl(a) = sinII(h) -
Ako ovu jednakost podelimo sa (8.27), imamo:

sinll(a) sinI1(c)
sinII(b) 1 — cosII(b)cosII(c) - cos LA’

§to mozemo napisati u obliku

sinII(a) = sinI1(b) sin II(c) + sin I1(a) cos II(b) cos II(c) - cos £ A.  (8.28)
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Ako tacka D nije izmedu tacaka A i B, nego je npr. tacka B izmedu tacaka A
i D, onda je p > ¢, primenimo obrazacformulu (8.11) na pravougle trouglove
AADC i ABDC, i imamo:

sinII(a) = sinII(h) - sinII(p — ¢),

sinII(b) = sinII(h) - sin II(p),

odakle analognim postupkom kao u prethodnom slucaju dobijamo relaciju
(8.28). Iz relacije (8.28) ciklicnom permutacijom dobijamo jos i dve analogne
jednacine:

sin I1(b) = sinII(c) sinII(a) + sin I1(b) cosII(c) cosII(a) - cos £ B.  (8.29)

sinIl(c) = sinII(a) sinII(b) + sinII(c) cosII(a) cos II(b) - cos LC.  (8.30)

Ovo su formule koje u hiperboli¢koj geometriji odgovaraju kosinusnoj teo-
remi Euklidske geometrije. Ako na trouglove AADC i ABDC' primenimo
formulu (8.4) imamo:

ctgII(h) = ctg II(b) - sin LA, ctgII(h) = ctgIl(a) - sin £ B,

odavde je
ctgll(a)  ctgIl(b) ctgIl(b) ctgll(c)

sin £ A sin{B’ sin4B sin£C
Izjednacavajuci ove dve jednakosti dobijamo:

ctgll(a)  ctgIl(b) ctgIl(c)
sin£A  sindB  sindC’

§to odgovara sinusnoj teoremi u Euklidskoj geometriji. Primetimo da se
obrazacformula (8.28) moze napisati u obliku:

1 1 1

sinll(a)  sinI(b)sinll(c) tgI(b)tgIl(c) LA.
S druge strane, iz (8.26) imamo:
sin ZL’—Ch( 7’ cosTl(z) = th(%), e x_Sh(%) '

x
R
Ako to zamenimo u (8.31), dobijamo:

b

ch () = ch(3) ch(%) - sh(%)sh(%) . cos £A.

==
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Kako je jos i
1
cosa = ch (i), sina = —sh (ia),
i
to se prethodna jednacina moze napisati u obliku

a b c . b
COS(E) = COS(E) : COS(E) + sm(ﬁ) SIH(E) - cos £ A. (8.32)

Ciklicnom permutacijom stranica i uglova, dobijaju se jo§ dve jednacine

b a c .4 . C
COS(E) = COS(E) . COS(E) + sm(ﬁ) bln(E) - cos 4B.
() = cos(-) - cos(~2) + sin("%)sin(-L) - cos £C
cos( ) = cos(5-) - cos(5-) +sin( ) sin(-) - cos LC.

Iz sferne trigonometrije, koja pripada apsolutnoj geometriji, poznato je
da su stranice a, b i ¢ i naspramni uglovi £ A, £ B, £C sfernog trougla vezani

relacijom:

a b c . b ¢
COS o = €08 5 COS 1 + sin T Sin 3 - cos LA, (8.33)

kao i dvema slicnim relacijama koje se dobijaju iz ove ciklicnom permutaci-
jama, pri ¢emu je R poluprecnik sfere. Iz ovih formula se mogu izvesti i
ostale formule sferne trigonometrije. Uporedivanjem formula (8.32) i (8.33)
dolazimo do zakljucka da se obrasci hiperbolicke trigonometrije mogu do-
biti iz formula sferne trigonometrije, ako se realni polupreénik sfere zameni
imaginarnim poluprec¢nikom Ri. Zato se hiperbolicka ravan moze smatrati
sferom imaginarnog poluprecnika.

8.5 Neke osobine hiperbolicke ravni

U ovoj sekciji ¢emo navesti neke od osobina koje mogu da se primene na
trouglove, krive i povrsi hiperbolicke ravni.

Teorema 8.5.1. U hiperbolickoj ravni vaze sledece relacije:

1
LTI —
sin T1(x) = %,
cosII(x) = th %,
1
tgIl(z) = ,
Sh%
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ctgII(x) = sh f,
k
gde je k parametar hiperbolickog prostora.
Dokaz. Funkcija Lobacevskog ima analiticki izraz:

II(z) = 2arctge ™ &,

odakle je
H(IL‘) =z
t = k
g B e
a) Iz relacije
. 2-tgg
sino = Ta
imamo da je
II(z) z
2-tg ——= 2.6 & 2 1
sinlI(x) = & 1?[() = ‘ 2w % —z — T "
1_|_thTm 14+e % ek +e & ChE
0
b) Na osnovu relacije:
1-— th%
cos o = )
1 +1tg2g
imamo da je:
l—e % ef—e®
—e ek —e
cosll(z) = = = —5 — —thZ
1+e % ek +e k&
O

¢) sledi neposredno iz a) i b)
d) sledi neposredno iz a) i b).

Teorema 8.5.2. Neka je AB precnik kruga, a C tacka na tom krugu. Za
trougao AABC vazi:

tg LA -tg £B = sin® TI(r),

gde je r poluprecnik kruga.
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Slika 8.6.

Dokaz. Neka su OM i ON normale iz centra O na stranice AC i BC' i
ozna¢imo uglove tih normala sa polupreénikom OC, sa « i 8 (Slika 8.6.).
Ocigledno je a + = m/2, jer su OM i ON istovremeno i simetrale na-
porednih uglova £COA i £COB. Primeni¢emo formulu iz hiperbolicke
trigonometrije na pravougle trouglove AOAM i AOBN i imamo:

sinIl(r) = tg LA - tg a,

sinII(r) = tg LB - tg B.

Kako je tga - tg 8 = 1, jer je a + 8 = 7/2, mnozenjem zadnjih jednakosti
dobijamo:
sinI(r) = tg LA - tg £ B.

Slika 8.7.

Teorema 8.5.3. U pravouglom trouglu je normala konstruisana iz sredine
hipotenuze na jednu od kateta, manja od polovine druge katete.
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Dokaz. U hiperbolickoj geometriji za pravougli trougao vaze formule:
ctgIl(a) = ctgll(c) - sin £ A, (8.34)

sinII(c) = sinII(a) - sin I1(b), (8.35)

gde su a i b katete, a ¢ hipotenuza. Primeni¢emo formulu (8.34) na trouglove
ABC i HPC (Slika 8.7.), i imamo:

ctgII(AB) = ctgII(BC) - sin £LC,

ctg[I(HP) = ctgII(PC) - sin LC,

odakle sada sledi:
ctgll(AB) ctgll(BC)

ctglI(HP)  ctgll(PC)’

ili
ctgll(AB) ctgll(2- PC)

ctgll(HP)  ctgII(PO)

Koristi¢éemo formulu

ctgll(z) = ctgll(y)

cte (@ +y) = sinTI(y) T i I(x)’
Za x =y je:
2ctg II(x)
tgIl(22) = ————=. .
ctg IT(2) sin I1(x) (8:36)
ctgII(AB) 2

ctgII(HP)  sinIL(PC)’ (8:37)

Primeni¢emo formulu (8.35) na trougao ACH P, i imamo:
sin[I(PC) = sinII(CH) - sinII(HP),
zamenom u formuli (8.37):

ctg II(AB) 2

ctglI(HP) sinlI(CH)-sin[I(HP)’

2-ctglI(HP)
sinIl(CH) - sin I[(HP)’

ctgIl(AB) =
s obzirom na formulu (8.37)

ctgIl(2- HP)

tellAB) = =S Hem)
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Kako je
1

sinlI(CH) > L

imamo:
ctgII(AB) > ctgII(2- HP).

Kako je funkcija y = ctg x opadajuca funkcija, sledi da je:
II(AB) <II(2- HP),
a kako je i II(z) opadajuéa funkcija sledi AB > 2- HP. O

Teorema 8.5.4. Stranica pravilnog Sestougla, upisanog u krug, veéa je od
polupreénika tog kruga.

Slika 8.8.

Dokaz. Iz tacke O konstruisimo normalu na AB (Slika 8.8.). Dobijamo dva
pravougla trougla: AAOP i ABOP. Za te trouglove vazi

ctgl‘[(%) = ctgII(r) - sin E,

6
tj.
2 ctg H(g) = ctg II(r).
Odavde je
2-ctgII(9) a
250 GindI(Y) = etg I
tj.

ctgIl(a) - sin H(g) = ctg II(r),
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pa kako je sinll(§) < 1, sledi ctgll(a) > ctgll(r), odakle iz cinjenice
da su y = ctgz i II(x) opadajuée funkcije, dobijamo II(a) < II(r) a to
znaci a > r. U

Teorema 8.5.5. Obim kruga poluprecnika r u hiperbolickoj geometriji je

O = lim n-an:ka-Shf,
n—oo k

ako je krug granica pravilnih upisanih mnogouglova, kada broj strana mno-

gougla neograniceno raste, a svaka od njih se neograniceno smanjuge.

Dokaz. Neka je AB = a, jedna od stranica pravilnog n-tougla upisanog u
krug sa centrom O i polupreénika OA = r (Slika 8.9.). Imamo:

Slika 8.9.

2

£LAOB=—, OD 1 AB.
n
Za pravougli trougao AAOD vaze formule hiperbolicke trigonometrije
ctg H(a?n) = ctgII(r) - sin %,
ili prema Teoremi 8.5.1.

sh% - sh% -sin%. (8.38)

Kada n neograniceno raste, sh g je ekvivalentno sa g2, a sin 7 je ekviva-

lentno sa . Zamenom te vrednosti u (8.38), dobijamo:

ap T
= —-sh
n

% =

=1
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Ako ovu jednakost pomnozimo sa 2kn, na levoj strani se dobija obim mno-
gougla n - a,, koji kad n — oo, tezi obimu kruga poluprec¢nika r, a na desnoj
strani dobijamo:

r
2km - sh —.
7TSk

Dakle obim kruga je:

O = lim n-an:2kﬂ'-shz.
n—00 k

Kad parametar hiperbolickog prostora neograniceno raste, hiperbolicki pros-
tor prelazi u Euklidski i obim kruga postaje:

r
O = lim 2/<:7r~shzz27r lim T'S k — onr.
R—oo k R—o0

= B

Teorema 8.5.6. Duzina luka oricikla odredenog tetivom duZine 2a je

l=k-ctgll(a).

Slika 8.10.

Dokaz. Krug AM BN na orisferi, moze se posmatrati kao krug sa centrom
u tacki O opisan poluprec¢nikom, ili kao krug sa centrom u tacki C' opisan
lukom oricikla | =C'B (Slika 8.10.). U oba slu¢aja obim je isti. Kako na
orisferi vazi Euklidska geometrija, gde ulogu pravih igraju oricikli, bi¢e obim
kruga: O = 2lw. S obzirom na Teoremu 8.5.5. imamo da je

a
O = 2km -sh —
m-sh o,
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a
I=k-sh,

a na osnovu Teoreme 8.5.1. sledi
=k ctgll(a).
O

Teorema 8.5.7. Povrsina kruga polupreénika r je
2 27 (7
P, = drk2ctg 210 (§> .

Dokaz. Povrsina pravouglog trougla AAOD (Slika 8.9.) je
- q . (8.39)

P =8 [(§ - 24) -

S druge strane iz veé¢ poznate formule hiperbolicke trigonometrije:

sinTl(c) =tg LA -tg 4B,

gde su LA i £B ostri uglovi pravouglog trougla, a ¢ hipotenuza, primenom

na pravougli trougao AAOD dobija se
) T

sinII(r) = tg — - tg LA,
n

1
=tg T tg LA,
ch n

Bl

chl = ctg T ctg LA,
k n

ctg LA = ch ~ -tgz,
k n
(8.40)

Sledi . , -
tg (= — LA)=ch—--tg—.
g( )=ch-tg
= postaju beskrajno mali. Kako

Kad n — oo, tada A — 5, a § — £A, kao i

je
lim = BT _ g
z—0 x
tj. tha ~ z, iz (8.40) se dobija:
T _ua=".n’l,
n k

2
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Zamenjujemo to u formulu (8.39), dobijamo:

3

Pasop = k*- - (Chg —1).

3

Povrsina upisanog n-tougla sastoji se iz 2n trouglova, jednakih trouglu
AAOD i zato kad n — oo, za povrSinu kruga polupreénika r dobija se

Po= lim 2n- k% . (ch% —1) = 4nk?sh2 L

n—oo n 2k,

ili s obzirom na Teoremu 8.5.1. pod d)

P = 47rk20tg2ﬂ(%).

Teorema 8.5.8. Povrsina kruznog isecka Py za duZinu luka s je

r

Po=k-s-th—.
Y

Dokaz. Povrsina kruznog isecka proporcionalna je luku isecka. Prema tome,
na osnovu teorema 8.5.5. i 8.5.7. imamo:
P _ s
A - k2ctg2IN(5)  2m - k- ctgII(r)’

odakle je:

2ctg 2T1(%
Pi=k-s- “8 (i):k‘-s-cosl'[( ),

s g) r
ctg I(r 2
ili s obzirom na Teoremu 8.5.1. pod b) dobijamo:
r
PS = k -S - th %
O

Teorema 8.5.9. Povrsina P, oriciklicnog isecka, tj. povrsina dela ravni za-
hvacena dvema paralelnim osama oricikla i njegovim lukom duZine | nad
tetivom 2a 12nosi

P, = 2k*ctg II(a).
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Dokaz. Ako u formuli prethodnog zadatka stavimo da r — oo, luk s kruga
prelazi u luk [ oricikla, a kruzni isecak Ps; u deo ravni P ograni¢en lukom
[ oricikla i njegovim dvema osama AA’ i BB’. Na osnovu teorema 8.5.6. i
8.5.8. dobijamo:

B:k-2k-sh%~thoo:2k2~sh%,
ili
P, = 2k*ctgII(a).
O

Teorema 8.5.10. Okolina tacke u hiperbolickoj ravni sadrzi vecu povrsinu
nego okolina istog poluprecnika u Euklidskoj ravni.

Dokaz. Transformisa¢emo formulu za povrsinu kruga. Dobijamo

PH:47rk:2-sh2L:47rk:2L+L+...}2
2k 2k 3!-8k3
2 4
g2
= 47k {4k2+3!-8k4+'”}
5 17 2
> 4k -m:rW:PE,

gde je Py povrsina kruga u hiperbolickoj ravni, a Pg povrSina kruga u
Euklidskoj ravni. O
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Glava 9

Merenje povrsi

9.1 Razloziva i dopunska jednakost povrsi

Definicija 9.1. Kaze se da je lik ® prostora L™ razloZivo jednak sa likom

@' prostora L™ prostora L™, $to simbolicki oznacavamo ® E g , ako se lik
® moze razloziti na konacan broj likova ®1,...®,, a lik ® na konacan broj
likova ®,...®] . pri cemu je ®; = &, za svako i € {1,2,--- ,m}.

Definicija 9.2. Lik ® prostora L™ je dopunski jednak liku ® prostora L™,
5to oznacavamo & 2 @/ , ako se lik ® moze dopuniti kona¢nim brojem likova
®y,..., Py, a lik @ istim brojem likova ®,...,®;, pri ¢emu je ®; = P/
za svako i € {1,2,--- ;m} a likovi ® i ®’ koji se sastoje redom od likova
O, By By, i B, PP su razlozivo jednaki, tj. & L D',

Dalje vazi sledeéa teorema:

Teorema 9.1.1. Ako su dve figure ®1 i ®o razloZivo jednake nekoj trecoj
figuri ®3 one su i medusobno razlozivo jednake. Ako su dve figure dopunski
jednake nekoj trecoj, one su medusobno dopunski jednake.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke moze se uociti po jedno razlaganje figura
®4 i Py, tako da svako od ovih razlaganja odgovara razlaganju figure ®3 na
figure podudarne odgovarajuéim figurama razlaganja ®; i 3. Oba ova ra-
zlaganja figure ®3 se dodatnim razlaganjima pojedinih figura mogu dovesti
do poklapanja. Izvrsimo sada dodatna razlaganja figura ®; i ®9 tako da
odgovaraju poslednjem razlaganju figure ®3. To znaci da su sve figure ra-
zlaganja figura ®; i ®5 podudarne odgovarajuéim figurama razlaganja ®3.

195
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Zbog tranzitivnosti podudarnosti figura sledi da su sve figure razlaganja &
podudarne odgovarajuéim figurama razlaganja ®o, tj. figure ®; i &5 su
razlozivo jednake. Dokaz drugog dela obavlja se bez teskoca. O

Koriséenjem prethodne teoreme nije tesko dokazati da vaze:

Teorema 9.1.2. Relacija razloZive jednakosti likova prostora L™ je relacija
ekvivalencije.

Teorema 9.1.3. Relacija dopunske jednakosti likova prostora L™ je relacija
ekvivalencije

Kod trouglova se mora detaljno ispitaiti razloziva i dopunska jednakost
povrsi, s obzirom da se u istoj problematici u euklidskoj geometriji koristi
aksioma paralelnosti.

9.2 Razloziva i dopunska jednakost povrsi
trouglova

Posmatrajmo proizvoljan trougao AABC i neka su tacke E i F' sredista
stranica AC' i BC. Neka su tacke G i H podnozja normala konstruisanih
iz temena A i B na pravu EF (Slika 9.1.). Potrebno je pokazati da je
cetvorougao ABHG Sakerijev.

C
G H
E K F\y\T
A B
Slika 9.1.

Neka je tacka K podnozje normale konstruisane iz tacke C' na pravu EF.
Posmatrajmo sada trouglove AAGFE i ACKE. Imamo da vazi:

AGEA = {CEK, (unakrsni)
LAGE = LCKFE = R,
AE = EC.
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Na osnovu petog stava podudarnosti trouglova, sledi da je AAGE = ACKE.
Sliéno se pokazuje podudarnost trouglova ACKF i ABHF. Iz podu-
darnosti sledi jednakost ostalih elemenata, tj.

AG = CK, BH =CK,

odnosno

AG = BH.

Posmatrajmo sada ¢etvorougao ABHG. Kako je AG = BH i LAGH =
ABHG = R, te je prema definiciji ABHG Sakerijev ¢etvorougao.

Definicija 9.1. Sakerijev ¢etvorougao ¢ija je protivosnovica jedna stranica
trougla i ¢ija osnovica pripada pravoj odredenoj sredistima ostale dve stranice
trougla zove se Sakerijev cetvorougao pridruZen tom trouglu.

Sada ¢emo pokazati neke osobine Sakerijevog Getvorougla pridruzenog
nekom trouglu.

Teorema 9.2.1. Zbir uglova trougla jednak je zbiru ostrih uglova pridruzenog
Sakerijevog cetvorougla.

Dokaz. Posmatrajmo trougao AABC' i neka je ¢etvorougao ABHG prid-
ruzen Sakerijev Cetvorougao (Slika 9.2.), pri ¢emu su tacke E i F sredista
stranica AC' i BC, a tacka K podnozje normale konstruisane iz tacke C na
pravu EF, dok su tacke G i H podnozja normala konstruisanih iz temena
A i B na pravu EF, respektivno.

C
G H
E | K F
A K B
Slika 9.2.

Pretpostavimo da vazi raspored tacaka B(G, K, H) (Slika 9.2.). Kako su
prave AG,CK i BH normale na istu pravu, tj. hiperparalelne medusobno,
te prava C' K ne moze se¢i ni duz AG ni duz BH. Dakle, prava CK mora
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seéi duz AB. Neka je K’ presetna tacka ove dve prave. Poluprava CK’
se nalazi u uglu LACB, te je tacka K izmedu tacaka E i F. Dakle, vazi
B(E,K,F).

Posto iz podudarnosti vazi da je GE = EK, onda je raspored tacaka
B(G,E,K). Sada je jasno da vazi i raspored B(G, K, H). Poluprava AE
pripada unutrasnjosti ugla {GAB.

Sada je zbir ostrih uglova Sakerijevog cetvorougla jednak

AGAB+ AHBA = {GAE + {FAB + {ABF + {FBH.

Iz podudarnosti trouglova AAGE = ACKE i ACKF =2 ABHF,imamo
da je

LACK + AFAB + LABC 4+ ABCK = LCAB + £ABC + £ACB,

tj. zbir uglova trougla AABC jednak je zbiru ostrih uglova pridruzenog
Sakerijevog Cetvorougla.

Slika 9.3.

Razmotrimo sada slucaj kada vazi raspored tacka B(G, H, K) (Slika 9.3.).
Kako normala konstruisana iz tacke C na pravu EF ne sete duz GH, kao
ni duzi GA i HB, to ona ne moZe se¢i ni duz AB. Dakle, presek K’ pravih
CK i AB se ne nalazi na duzi AB. Kako je tacka H izmedu tacaka G i K to
je i tacka B izmedu tacaka A i K’ tj. B(A, B, K'). Poluprava C'B se nalazi
u uglu LACK', pa je

LECK = LECF + {FCK.
Kako je HF = FK to je B(H, F, K). Dakle,

LABF = {ABH + {HBF.
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Iz GE = EK imamo B(G, E, K), odnosno
LGAB = {GAE + {FEAB.

Sada je zbir ostrih uglova Sakerijevog cetvorougla jednak

AGAB+ AHBA = AGAE + {EAB + {ABH
= {ACK + LCAB + {ABH
=ALACB + ABCK + £CAB + {ABH
=ALACB+ {HBF + £CAB + £{ABH
= {ACB+ £CAB + £ABC.

0

Teorema 9.2.2. Svaki trougao je razlozZivo ili dopunski jednak pridruZenom
Sakerijevom cetvorouglu.

Dokaz. U prvom sluc¢aju dokaza prethodne teoreme (Slika 9.2.), duzi EF i
CK razlazu trougao AABC' na cetvorougao ABFFE i trouglove AEKC
i AFKC. Sa druge strane duzi AE i BF razlazu pridruzen Sakerijev
cetvorougao ABHG na ¢etvorougao ABF'E i trouglove AAGE i ABHF.
S obzirom da je AAGE = ACKFE i ACKF = ABHF, zaklju¢ujemo da su
trougao AABC' i njemu pridruzeni Sakerijev ¢etvorougao ABHG razlozivo
jednaki.

U drugom slucaju, kada tacka K ne pripada duzi GH (Slika 9.3.), dop-
unimo trougao AABC trouglom ACKF, a Sakerijev ¢etvorougao ABHG
podudarnim trouglom ABHF. U prvom slu¢aju dobili smo mnogougao
ACKFB, a u drugom mnogougao AGFB. S obzirom da su odgovarajudi
trouglovi podudarni, ova dva mnogougla su razlozivo jednaka. O

Teorema 9.2.3. Ako dva trougla imaju isti zbir uglova i jedna stranica
jednog podudarna je odgovarajucoj stranici drugog, ta dva trougla su ra-
zlozivo ili dopunski jednaka.

Dokaz. Neka su dati trouglovi AABC i AA’B'C’, takvi da je
AB=A'B', LA+ 4B+ 4C =4A + 4B + £(C'.

Konstruisimo sada nad stranicom AB Sakerijev cetvorougao ABHG, koji
je pridruzen trouglu AABC, a nad stranicom A’B’ Sakerijev ¢etvorougao
A'B'H'G’, koji je pridruzen trouglu AA’B'C’ (Slika 9.4.). Tada je prema
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CI
C
G’ H'
G H ‘V :
A’ B!

A B

Slika 9.4.

prethodnoj teoremi, AABC razlozivo ili dopunski jednak ¢etvorouglu
ABHG, a trougao AA'B'C'" razlozivo ili dopunski jednak
¢etvorouglu A'B'H'G'.

Imamo sada da su jednake protivosnovice AB i A’ B’ Sakerijevih ¢etvoro-
uglova ABHG i A/B’'H'G’, a takode i uglovi koji nalezu na te protivos-
novice, pa prema Teoremi 5.2.3. ovi Sakerijevi ¢etvorouglovi su podudarni,
tj. ABHG = A’B'H'G’. Sada su i trouglovi AABC i AA’B'C’, kao mno-
gouglovi razlozivo ili dopunski jednaki odgovarajuéim pridruzenim Sakerije-
vim ¢etvorouglovima, odnosno razlozivo ili dopunski jednaki medusobno. [J

Teorema 9.2.4. Za trougao NABC postoji razloZivo ili dopunski jednak
trougao, ¢iji je zbir uglova isti kao i kod trougla NABC, a ¢ija je jedna
stranica unapred data duz, ako polovina te duZi nije manja od kraka Sakeri-
jevog cetvorougla pridruzenog trouglu NABC.

Slika 9.5.

Dokaz. Neka je ABHG Sakerijev cetvorougao preidruzen trouglu AABC
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(Slika 9.5.). Ako polovina unapred zadate duzi nije manja od kraka AG
Sakerijevog ¢etvorougla, krug sa sredisStem u tacki A i polupreénikom podu-
darnim polovini date duzi, se¢e pravu GH u dvema tackama. Neka je jedna
od njih tacka L, takva da su L i H sa iste strane tacke G. Neka je tacka M
na polupravi AL, takva da je AL = LM . Pokaza¢emo da je AAM B trazeni
trougao.

Neka je K’ podnozje normale konstruisane iz tacke M na GH. Posma-
trajmo trouglove AAGL i ALMK’. Tmamo da je

AL=LM
LAAGL=4MK'L =R
AGLA = AMLK', (unakrsni).

Na osnovu petog stava podudarnosti trouglova ova dva trougla su podadarna
NAGL 2 ALMK'. 1z podudarnosti vazi da je AG = MK'. S obzirom da
je AG = BH, sledi da je BH = MK'. Neka je P presecna tacka pravih BM
i GH. Sada je lako zakljuciti da su i pravougli trouglovi ABHP i MK'P
podudarni, odakle je BP = PM.

Dakle, prava GH sadrzi sredista L i P stranica AM i BM trougla
ANABM. Zaklju¢ujemo da je Sakerijev ¢etvorougao ABH G pridruzen trouglu
ANABM i trouglu AABC, te je zbir uglova trouglova AABC i AABM isti.

Prema prethodnoj teoremi, trougao AAM B je razlozivo ili dopunski
jednak Sakerijevom ¢etvorouglu ABHG, odnosno trouglu AABC. g

Teorema 9.2.5. Trouglovi koji imaju jednak zbir unutrasnjih uglova su ra-
zlozivo ili dopunski jednaki.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ trouglovi sa jednakim zbirom un-
utrasnjih uglova. Prema prethodnoj teoremi za trougao AABC postoji
trougao A A1 B1C1, &iji je zbir uglova jednak zbiru uglova trougla AABC, a
¢ija je jedna stranica unapred data duz a. Trouglovi AABC i AA1B1C su
razlozivo ili dopunski jednaki.

Isto tako i za trougao AA'B'C’ postoji trougao AA|B{C1, ¢iji je zbir
uglova jednak zbiru uglova trougla AA'B’C’ i ¢ija je jedna stranica po-
dudarna duzi a. Trouglovi AA’B’'C" i AA]B{C] su razlozivo ili dopunski
jednaki.

Trouglovi AA; B1C; i1 AA] B} Cy imaju jednak zbir uglova i jednu podu-
darnu stranicu. Sledi da su ta dva trougla razlozivo ili dopunski jednaka.
Dakle, trouglovi AABC i AA’B'C’ su razlozivo ili dopunski jednaki. O
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Teorema 9.2.6. Ako dva trougla nisu ni razloZivo ni dopunski jednaki, tj.
ako im se uglovni defekti razlikuju, postoje dva trougla koja su im respektivno
razloZivo ili dopunski jednaka, a koja se dobijaju tako s$to se jedan isece od
drugog pravom koja spaja teme sa nekom tackom suprotne stranice drugog
trougla.

Dokaz. Neka je data duz AB i sa iste strane prave AB konstruisemo trou-
glove AABC i AABC1 koji su respektivno razlozivo ili dopunski jednaki
polaznim datim trouglovima. Znamo da polazni trouglovi nisu niti dopun-
ski niti razlozivo jednaki.

Slika 9.6.

Neka su ¢etvorouglovi ABHG i ABH1G1 pridruzeni Sakerijevi ¢etvoro-
uglovi (Slika 9.6.) trouglovima AABC i AABC;. Neka su FE i F redom
sredista stranica AC i BC trougla AABC, i neka su F; i F} redom sredista
stranica ACY i BCj trougla ABCY. Znamo, da prava koja prolazi kroz
srediste M duzi AB i normalna je na AB, takode je normalna i na H1G;
i na HG u njihovim srediStima, redom N i Ni. Dakle, prave AB i GH su
hiperparalelne i prava M N je njihova zajednicka normala.

Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da vazi raspored tacaka
B(M,N,Ny). Tada je i prava GH izmedu pravih AB i G1H;. Kako su
tacke A i E; sa razlizitih strana prave GH, onda prava GH sete AE; u
tacki R, tako da vazi raspored tackaka B(A, R, E1).

Neka je C' tacka na pravoj AC; takva da je AR = RC’. Tada za-
klju¢ujemo da trougao A ABC’ ima pridruzen Sakerijev ¢etvorougao ABHG.
Kako je taj ¢etvorougao u isto vreme pridruzen i trouglu AABC to su ta
dva trougla razlozivo ili dopunski jednaka. Trougao AABC" je razlozivo ili
dopunski jednak trouglu AABC, a predstavlja jedan deo trougla ANABCY.
Kako je tacka C’ na stranici ACY, teorema je dokazana. O
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9.3 Uglovni defekt konveksnog mnogougla

Posmatrajmo konveksni n-tougao M = A1 Ay ... A,. Poznato je da se on
dijagonalama iz jednog temena moze razloziti na n—2 trougla 71, 15, . . . , T, 2.
Ako je o zbir uglova mnogougla, a o1,09,...,0,—2 zbir uglova trouglova
11,15, ...,T,, redom, onda je

o=01+02+...+0p-2.

Neka su d1, 99, . .., 6,2 uglovni defekti trouglova 17, 15, . .., T;,_9, redom,
tada je

0'1:2R—51, 0'2:2R—52, On_2:2R—6n_2.

Dakle,
c=2R(n—2)— (61 + 02+ ...+ 0p_2).

Primec¢ujemo da je zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog n-tougla u geometriji
Lobacevskog manji od 2R(n — 2), koliko iznosi zbir unutrasnjih uglova u
euklidskoj geometriji.

Definicija 9.1. Razlika
0 =2R(n—2)— o,

naziva se uglovni defekt konveksnog mmnogougla, pri é¢emu je o zbir un-
utrasnjih uglova mnogougla.

U nastavku da¢emo neke osobine uglovnog defekta mnogougla.

Teorema 9.3.1. Neka je dat konveksan mnogougao M = A1As ... Ay, pri
cemu je podeljen sa duzi PQ na dva konveksna mnogougla, gde su P i
Q proizvoljne tacke ma stranicama mmnogougla. Tada je zbir uglovnih de-

fekata dobijenih mnogouglova jednak uglovnom defektu polaznog mnogougla
A1As .. A,

Dokaz. Ocigledno je da tacke P i () ne pripadaju istoj stranici polaznog
mnogougla.

Nekasu P = A i Q = A, dva nesusedna temena datog mnogougla takva
da dijagonala A A, deli mnogougao na dva konveksna mnogougla My i Ms.
Sa jedna strane dijagonale Ay A, nalazi se |k — s| stranica, dok se sa druge
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strane nalazi n — |k — s| stranica. Za uglovne defekte d; i do dobijenih
konveksnih mnogouglova M; i M3, imamo:

01 =2R(|k—s|—1)—o1, d=2R(n—|k—s|—1)— o9,

gde su o1 i 09 redom zbirovi unutrasnjih uglova mnogouglova Mj i Ma.
Sada je

(514—52:QR(TI—Q)—O’1—O’2=2R(n—2)—0':(5.

Neka je P = A (kK = 1,...,n) teme mnogougla M, a @ tacka na
stranici mnogougla A;Asy1 (s=1,...,n) (Ap41 = A1, Ao = A,,), pri Cemu
s # k, s # k—1. Tada mnogouglovi imaju redom |k —s|+2in—|k—s|+1
stranica, pa je

0 =2R(|k—s|) —o1, d2=2R(n—|k—s|—1)— oy,

.
01+ 0 = 2R(n — 1) — (0'1 +O’2).

mnogougla M, to je
(5:51+(52:2R(n—2)—0.

Slucaj kada tacke P i () nisu temena i obe pripadaju razli¢itim strani-
cama mnogougla prepustamo ¢itaocu.

Teorema 9.3.2. Neka je konveksan mnogougao M proizvoljno razloZen na
konacan broj konveksnih mnogouglova, tada je zbir uglovnih defekata dobi-
jenih mnogouglova jednak uglovnom defektu polaznog mnogougla M.

Dokaz. Neka je sa ®; definisano neko razlaganje datog konveksnog mmno-
gougla M. Uo¢imo stranicu jednog od mnogouglova te podele, koja nije
u isto vreme i stranica mnogougla M. Kako je mnogougao M konveksan,
prava na kojoj lezi ta stranica, seCe M u tackama P; i Q1. Razlaganje &,
i duz P;@Q; daju neko novo razlaganje ®2. Moze da se desi da je &1 = Ps.
Prema prethodnoj teoremi, lako se zaklju¢uje da je zbir uglovnih defekata
iz razlaganja ®1 jednak zbiru uglovnih defekata iz razlaganja ®-.

Ako sada nastavimo ovaj postupak sve dok ne iscrpemo sve stranice iz
razlaganja ®; koje nisu istovremeno i stranice mnogougla M. Dobié¢emo
neko novo razlaganje ®’ pri ¢emu je zbir uglovnih defekata mnogouglova iz
tog razlaganja jednak uglovnom defektu iz razlaganja ®;.
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Ako posmatramo sada mnogougao M i duz P;()1 koja razlaze taj mno-
gougao na dva konveksna mnogougla, prema prethodnoj teoremi znamo da
je uglovni defekt mnogougla M jednak zbiru uglovnih defekata mnogou-
glova dobijenih ovim razlaganjem. Ako sada dodamo i drugu duz iz gore
navedenog postupka, ponovnom primenom prethodne teoreme, dobijamo da
je uglovni defekt mnogougla M jednak zbiru uglovnih defekata novodobi-
jenih mnogouglova. Ako nastavimo ovaj postupak sve dok iscrpemo duzi
PQ iz gore navedenog postupka, dobi¢emo razlaganje ®’, pri ¢emu je zbir
uglovnih defekata mnogouglova iz ovog razlaganja jednak uglovnom defektu
mnogougla M.

Dakle, zbir uglovnih defekata razlaganja ®; jednak je uglovnom defektu
mnogougla M, §to je i trebalo dokazati. O

Specijano vazi sledeéa teorema

Teorema 9.3.3. Zbir uglovnih defekata trouglova na koje je razloZen kon-
veksan mnogougao jednak je uglovnom defektu tog mnogougla, nezavisno od
razlaganja.

Teorema 9.3.4. Konveksni mnogouglovi sa jednakim uglovnim defektom,
su razlozivo ili dopunski jendnaki.

Dokaz. Neka su M i M’ dva konveksna mnogougla, koji imaju jednake
uglovne defekte. Razlozimo prvi dijagonalama iz jednog temena na trouglove
Tv,Ts,...,T, i drugi na trouglove 17,75, ..., T}, . U slucaju da je m = n i
svakom od trouglova T' odgovara neki od trouglova 7" sa jednakim uglovnim
defektom, onda kako su trouglovi sa jednakim uglovnim defektom razlozivo
i dopunski jednaki sledi tvrdenje teoreme.

U slucaju da je m # n. Neka su trouglovi T} i 7] trouglovi sa razli¢itim
uglovnim defektom tada na osnovu Teoreme 9.2.6. mogu desiti dva slucaja:

1) Kroz polazno teme mnogougla M moze se konstruisati prava koja razlaze
trougao 77 na dva od kojih je jedan T}, jednakog uglovnog defekta sa trou-
glom T}. Ako iz mnogouglova M i M’ isklju¢imo trouglove Tj i T}, ostaju
konveksni mnogouglovi jednakih uglovnih defekata.

2) Kroz polazno teme mnogougla M’ se moze konstruisati prava koja razlaze
trougao T} na dva trougla od kojih je jedan T} jednakog uglovnog defekta sa
trouglom 7. Isklju¢ivanjem trouglova T i T}, opet ostaju dva konveksna
mnogougla jednakih uglovnih defekata, dok se broj trouglova mnogougla M
smanjio za jedan.



206 9. Merenje povrsi

Nastavimo ovaj postupak dok ne iscrpemo sve trouglove 7' i T". Svaki
od mnogouglova M i M’ razloZen je na isti broj trouglova koji imaju redom
jednake uglovne defekte, ¢ime je dokaz sveden na prvi posmatrani slucaj.

9.4 PovrSine mnogouglova hiperbolicke ravni

Merenje povrsi se svodi na problem: Dodeliti svakom mnogouglu neki
pozitivna broj, tako da su zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

1) Podudarnim trouglovima su dodeljeni jednaki brojevi.

2) Ako je neki mnogougao razlozen na trouglove, broj koji je dodeljen
mnogouglu jednak je zbiru brojeva dodeljenih tim trouglovima.

3) Postoji mnogougao kome je dodeljen broj 1.

Definicija 9.1. Za skup brojeva koji zadovoljava uslove 1), 2) i 3) kaze se da
obrazuje sistem merenja povrsi mnogouglova. Broj koji je dodeljen uoéenom
mnogouglu zove se povrsinska mera ili povrsina mnogougla u tom sistemu
merenja.

Odredimo prvo povrsine trouglova, pa zatim povrsine mnogouglova. Pret-
postavimo da je odredena jedinica za merenje uglova, pa dodelimo svakom
trouglu broj koji je dodeljen njegovom uglovnom defektu.

Kako su svi trouglovi koji imaju isti zbir uglova razlozivo ili dopunski
jednaki to razlozivo ili dopunski jednaki mnogouglovi imaju iste povrsine, te
je zadovoljen uslov 1). Takode je zadovoljen i drugi uslov. Prema Teoremi
9.2.6. ako se trougao pravom koja spaja jedno njegovo teme sa nekom tackom
suprotne stranice razlozi na dva trougla, uglovni defekt prvog trougla jednak
je zbiru uglovnih defekata novodobijenih trouglova.

I obratno, ako su 4, d1 i §o uglovni defekti trouglova 7,77 i T5 i ako vazi
da je 0 = 01 + d2, prema Teoremi 9.3.4. postoje trouglovi 7" i T} koji su
razlozivo ili dopunski jednaki trouglovima 7" i T3, pri ¢emu je 7] deo trougla
T. Ako sa Ty oznacimo trougao 17" — T7, njegov uglovni defekt je d2 i on
je razlozivo ili dopunski jednak trouglu 7T5. Drugim rec¢ima, ako je povrsina
trougla T jednaka zbiru povrSina trouglova T i 15, postoji trougao koji je
razlozivo ili dopunski jednak trouglu 7', a koji je zbir dva trougla razlozivo
ili dopunski jednaka trouglovima 77 i T%.

Uslovi 1) i 2) su zadovoljeni i ako se za povrsinu trougla uzme uglovni de-
fekt pomnozen nekom konstantom k2, koja je ista za sve trouglove. Ta kon-
stanta se moze izabrati tako da neki odreden ili proizvoljno izabran trougao
sa poznatim uglovnim defektom ima povrsinu 1.
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Tada je 1 = k26, odakle je k2 = 1/5. U ovom sistemu merenja povriina
datog trougla sa uglovnim defektom o je jednoznaéno odredena i jednaka
ok?, tj., a/é.

Povrsina trougla A ABC sa unutrasnim uglovima £ A, LB i £C se izrazava
formulom

P=k*(2R - £A— 4B - £C).

Povrsina trougla ne moze biti veéa od 2k%R i tu vrednost dostize kada
se radi o trouglu sa tri beskonac¢no daleka temena. S tim u vezi kazemo da
je povrsina trougla ogranicena.

Sto se ti¢e povrsine konveksnih mnogouglova, prema uslovu 2), ona je
jednaka zbiru uglovnih defekata onih trouglova na koje je taj mnogougao
razlozen.

Kako povrsina mnogougla ne zavisi od nacina razlaganja, tj. ona je
jednoznaéno odredena i proporcionalna je uglovnom defektu mnogougla. Na
osnovu izlozenog zaklju¢ujemo da ne samo podudarni mnogouglovi imaju
jednake povrsine, nego i mnogouglovi koji su razlozivo ili dopunski jednaki.
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Glava 10

Poenkareovi modeli
geometrije Lobacevskog

10.1 Neprotivurec¢nost geometrije Lobacevskog

Apstraktni sistem pojmova na kojima se zasniva deduktivna teorija omo-
gucuje da se, dajuéi tim pojmovima konkretna znacenja, formiraju razlicite
teorije. To znaci, da polazedéi od istog sistema polaznih pojmova, mozemo iz-
graditi razlic¢ite teorije. Dajuéi apstraktnim pojmovima konkretna znacenja
i ustanovljavanjem da sa tako uvedenim pojmovima vaze odredeni sistemi
aksioma Euklidske geometrije ili pak geometrije Lobacevskog dolazimo do
razli¢itih interpretacija tih teorija. Te interpretacije zovemo modelima. Sis-
tem aksioma jedne teorije ne mora da bude uvek jednoznaéno odreden. To
znac¢i da se polazeéi od razlicitih sistema aksioma moze izgraditi jedna ista
deduktivna teorija. Tako se na primer geometrija Lobacevskog i Euklid-
ska geometrija ne moraju zasnivati na aksiomama od kojih smo mi posli.
Moze se na primer poéi od Vejlovog sistema aksioma (Herman Vejl) ili neke
izmene unutar naSeg sistema aksioma, na primer umesto aksioma podu-
darnosti uvesti aksiome kretanja, a umesto Dedekindove aksiome uvesti dve
aksiome: Eudoks-Arhimedovu i Kantorovu aksiomu.

Pri tome se postavljaju tri zna¢ajna uslova koji karakterisu svaku deduk-
tivnu teoriju: (i) neprotivureénost, (ii) potpunost i (iil) nezavisnost sistema
aksioma i samih pojmova jedne deduktivne teorije.

Zadrzimo se samo na konstrukciji izvesnih modela koji ¢e omoguéiti
ustanovljavanje neprotivure¢nosti teorije, tj. Cinjenicu da se unutar same
teorije ne mogu izvesti dva stava koja bi bila protivure¢na. Ustanovlj-
avanje neprotivurecnosti date teorije prema Gedelovom stavu moguce je

209
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iskljuc¢ivo na modelu iz te teorije koji je konstruisan na nekom drugom mo-
delu neke teorije za koju znamo da je neprotivureé¢na. Drugim re¢ima, ne-
protivurecnost neke teorije mora pocivati na neprotivurec¢nosti neke druge
teorije. Na taj nacin dolazimo do iste situacije kao i pri konstrukeiji deduk-
tivne teorije gde su kao osnova morale biti uzete aksiome - tvrdenja koja se
ne dokazuju veé se pretpostavlja njihovo vazenje. Sli¢no, neprotivure¢nost
izvesne teorije mora biti pretpostavljena da bi se druge teorije mogle na
njoj zasnivati. Neprotivureénost teorije skupova moze se pretpostaviti. Na
osnovu nje moze se dokazati neprotivure¢nost teorije brojeva, na osnovu
koje mozemo dokazati neprotivurecnost Euklidske geometrije na tzv. arit-
metickom modelu.

Prema definiciji, hiperboli¢ki prostor je prostor ¢ije su tacke, prave i ravni
u takvim relacijama da su zadovoljene sve aksiome I, IT, ITT i IV grupe Hilber-
tovog sistema aksioma i aksioma Lobacevskog. Hiperbolicku geometriju ¢ine
sve posledice ovakvog sistema aksioma. Medu posledicama koje smo do sada
upoznali nismo naisli na dve koje su jedna drugoj protivurecne. Cilj nam je
da dokazemo da na takve protivure¢ne posledice ne¢emo naici ni pri daljem
izgradivanju hiperbolicke geometrije. Drugim re¢ima nas cilj je da dokazemo
da je hiperbolicka geometrija neprotivurecna.

Ako se u hiperbolickoj geometriji mogu dokazati dva tvrdenja koja logicki
protivurece jedno drugom, uzrok tome lezi u aksiomama te geometrije.
Drugim re¢ima, hiperbolicka geometrija je neprotivurec¢na ili protivurecna
u zavisnosti od toga da li je njen sistem aksioma neprotivurecan ili pro-
tivurecan. To znac¢i da je dovoljno da bi smo dokazali neprotivure¢nost
hiperbolicke geometrije da dokazemo neprotivurecnost njene aksiomatike.

Same aksiome opisuju relacije medu polaznim objektima a niSta ne go-
vore o prirodi tih objekata, niti o prirodi polaznih relacija. To znaéi da se
svaki skup objekata koji zadovoljava sve zahteve Hilbertovog sistema ak-
sioma moze posmatrati kao skup tacaka, pravih i ravni euklidskog prostora.
Svaki skup objekata koji zadovoljava sve zahteve Hilbertovog sistema u kome
je jedino aksioma paralelnosti zamenjena aksiomom Lobacevskog, jeste skup
objekata hiperbolicke geometrije. Od prirode polaznih objekata i polaznih
relacija ne zavisi geometrijski sistem, ve¢ samo njegov model, tj. njegova
realizacija. Prema tome, mozemo imati vise modela istog geometrijskog sis-
tema. Tako se na primer hiperbolicka geometrija realizuje u hiperbolickoj
ravni, ali takode i na ekvidistantnoj povrsi. U prvom modelu polazni ob-
jekti su tacka i prava a u dugom tacka i geodezijska ekvidistanta. Polazni
objekti su u ova dva modela razli¢iti ali je geometrijski sistem isti i sve Sto
se u prvom sistemu moze dokazati za tacke i prave, u drugom sistemu se
moze dokazati za tacke i geodezijske ekvidistante. Dakle, dokaz logicke ne-
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protivure¢nosti jednog sistema aksioma sastoji se u konstrukeiji bar jednog
modela tog sistema aksioma.

Konstruisa¢emo takav model u Euklidskoj geometriji na kome ¢e biti
realizovani svi pojmovi i sve aksiome geometrije Lobacevskog, pretpostav-
ljajuéi neprotivurecnost Euklidske geometrije. Pri tome ¢emo se ograniciti
na pokazivanje neprotivurec¢nosti planimetrije Lobac¢evskog. Na slican nacin
moze se pokazati i neprotivure¢nost stereometrije Lobacevskog. Ovde ¢emo
opisati samo jedan, tzv. Poenkareov (H. Poincaré) model hiperbolicke ge-
ometrije. Tacnije receno, opisa¢emo Poenkareov model hiperbolicke plani-
metrije koji je nastao 1882. godine. Pri opisu Poenkareovog modela vaznu
ulogu ima inverzija u odnosu na krug. U sledeéoj sekciji ¢emo definisati ovu
transformaciju euklidske ravni i izvesti neke njene osnovne osobine.

10.2 Inverzija u odnosu na krug
Definigimo najpre proizvod dva paralelna vektora u euklidskoj ravni.

Definicija 10.1. Neka su ﬁ i ﬁ reprezentacije dva paralelna vektora u
euklidskoj ravni. Tada:
(i) ako su AB i CD isto orjentisani onda je

AB-CD = AB-CD,
(ii) ako su E i @ suprotno orjentisani onda je

AL -CD = —AB-CD.

Definicija 10.2. Neka je k(O,r) proizvoljan krug ravni FE? i
E? = E?\{O}. Inverzijom u odnosu na krug k nazivamo transformaciju
Y : B2 — E? koja svaku tacku P € E2 prevodi u tacku P’ poluprave OP,

Sy
takvu da je Oﬁ -OP'" = r2. Tacku O nazivamo centrom ili sredistem inverz-
ije, duz r - polupreénikom inverzije, veli¢inu r? - stepenim koeficijentom,
krug k - krugom inverzije 1, a E? - Gausovom ravni.

Iz definicije neposredno sledi da je inverzija u odnosu na krug bijektivna
transformacija. To nije transformacija cele ravni E? veé samo njenog dela
E2, jer u njoj nije definisana slika tacke O, niti je tacka O slika neke tacke
ravni E2.

Inverziju u odnosu na krug moguce je razmatrati i u takozvanoj kom-
fornoj ravni, tj. Euklidskoj ravni E? prosirenoj beskonaéno dalekom tackom
00. Tada je g (c0) = O 1 Yy(0) = .
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Teorema 10.2.1. Inverzija u odnosu na krug je involuciona transforma-
ctyja.

Slika 10.1.

Dokaz. Neka je ¢y : E? — E2? inverzija u odnosu na krug k(O,r). Ako je
P € E? proizvoljna tacka, tada tacka P’ = ¢ (P) pripada polupravoj OP
(Slika 10.1.)_pr>i ¢emu je (ﬁ : (ﬁ = r2. Tada i tacka P pripada polupravoj
OP'ivazi OP'- O? =12, pa je Yy (P") = P. Dakle, zaista je 17 = e. O

Teorema 10.2.2. U inverziji ¢y, : E2 — E? tacka X je invarijantna ako i
samo ako X pripada krugu k.

Dokaz. Ako je X € E? invarijantna imamo da 04)30—)(> =7r2pajeOX =r,
tj. tacka X pripada krugu k.
Obratno, ako X € k, tada tacka X' = ¢, (X) pripada polupravoj OX i

—
vazi OX - OX' = 2. Odavde je OX' =r, tj. tacke X i X’ se poklapaju. I

Teorema 10.2.3. U inverziji 1y, : E2 — E? tacki X koja se nalazi u krugu
k odgovara tacka X' koja se malazi izvan kruga k i obratno tacki X koja se
nalazi izvan kruga k odgovara tacka X'koja se nalazi u krugu k.

Dokaz. Neka je O srediste i r poluprecnik inverzije . Ako je X u krugu k
tada je OX < r pa iz relacije 5)? . W =72 sledi da je OX' > r, tj. tacka
X je izvan kruga k.

Obratno, ako je X izvan kruga k tada je OX > r, odakle na isti nacin
kao malopre sledi da je OX’ < r, odnosno tacka X’ je unutar kruga k. [

Teorema 10.2.4. Kompozicija dveju inverzija Vi, © Vg, definisanih u odnosu

na koncentricéne krugove ki(O,11) i ka(O,re) predstavija homotetiju 7-[0 2
12
1
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Dokaz. Krugovi ki i ks su koncentriéni pa pripadaju istoj ravni E2. Neka
je X € E? proizvoljna tacka i X1, Xo € E? tacke takve da je

Vi, (X) = X, VY, (X1) = Xo.

Tada je
(wk2¢k1)(X) = Xo.

Tacke X1 i Xo pripadaju redom polupravama OX i OX; pa je i tacka Xo

. R OX — 12 OX . OX — 12 dladi
na polupravoj OX. Iz relacija OX - OX; = r{ 1 OX; - OXy = rj sledi
OXs : OX =73 : r?, tj. u homotetiji sa centrom u tacki O i koeficijentom

73 : 7% tacki X odgovara tacka X3. Prema tome sledi da je

Vb, = H 2.

07

<5
oo

g

Definicija 10.3. Lik Q ravni E? je inverzan liku ' ravni E? ako postoji
inverzija Uy, : B2 — E2 koja lik Q prevodi u lik €.

Teorema 10.2.5. Neka su u ravni E? dati krug k(O,r) i prava p. Tada:
(i) Ako prava p sadrzi tacku O tada je Yr(p\{O}) = p\{O},
(ii) Ako prava p ne sadrzi tacku O tada lik 1y (p) predstavija krug bez tacke O.

Dokaz. (i) Neka prava p sadrzi tacku O, i neka je X € E2\{O} i X' =
r(X). Ako tacka X pripada pravoj p\{O}, onda tacka X’ pripada polupra-
voj OX pa samim tim i pravoj p\{O}.

Obratno, neka X’ € p\{O}. Tada je X’ = 1)(X) pa tacka X pripada
polupravoj OX’, pa samim tim X € p\{O}.
(ii) Prava p ne sadrzi tacku O. Oznac¢imo sa P podnozje upravne iz tacke O
(Slika 10.2.) na pravoj p, sa X proizvoljnu tacku prave p razli¢itu od tacke
P asa P'i X' tacke koje u inverziji v, odgovaraju redom tackama P i X.

Tada je {POX = 4X'OP' i OP -OP = OX - OX'. Odavde sledi da su
trouglovi APOX i AX'OP’ sliéni, pajei LOPX = LOX'P'. Kako je ugao
£OPX prav to je i ugao £OX'P’ prav pa tacka X' pripada krugu k’ ¢iji je
precnik duz OP’.

Obratno, neka tacka X’ # O, P’ pripada krugu &’ nad precnikom OP’.
Tada je £LOX’'P’ prav, pa su pravougli trouglovi APOX i AX'OP’ sli¢ni,

— —

odakle sledi OP - OP' = OX - OX', tj u inverziji v tacki X odgovara

tacka X'. 0
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Slika 10.2.

Teorema 10.2.6. Neka su ravni E? dati krugovi k(O,r) i I(S,p). Tada
vaze sledeca tvrdenja:

(i) Ako tacka O pripada krugu 1| tada je ¢i(I\{O}) prava 1.
(i1) Ako tacka O ne pripada krugu | tada u inverziji vy krugu | odgovara
neki krug l'.

Dokaz. (i) Neka je 15 (1\{O}) = !. Prema prethodnoj teoremi zaklju¢ujemo
da je I’ prava.

Slika 10.3.

(ii) Neka je X proizvoljna tacka kruga [, X’ tacka koja u inverziji ¢y
odgovara tacki X a X" druga zajednicka tacka kruga ! i prave OX (Slika 10.3.).
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Oznacimo sa t stepen inverzije 1 a sa p potenciju tacke O u odnosu na krug
[. Tada je O—)(z 0X'=ti 04)(z -OX" = p. Iz poslednje dve relacije dobijamo
da je

s
oX' ¢
ox" P

Prema tome tacka X’ pripada krugu !’ koji u homotetiji #,, + odgovara
’p

krugu .

Slika 10.4.

Obratno, neka je X’ proizvoljna tacka kruga I, ”7'-[51i (X') 1 X zajednicke
’p

tacke prave OX' sa krugom [. Oznacimo kao i malopre sa t stepen inverzije

Yy a sa p potenciju tatke O u odnosu na krug I. Tada je 23 = L j
ﬂ — ox" p

OT% -OX" = p. Iz poslednje dve jednakosti sledi @? -0OX' =t a odavde je
p p ) J J

X' = (X)), O

Teorema 10.2.7. (i) Inverzija vy cuva uglove medu pravama, tj. ugao
izmedu dve prave jednak je uglu koji zaklapaju njihove slike.

(ii) Inverzija vy je konformno preslikavange, tj. ugao pod kojim se seku dve
linije p i q ravni E? u presecnoj tacki S jednak je uglu pod kojim se seku
njima inverzne krive p’ i ¢’ u tacki S’.

Dokaz. (i) Neka je k(O,r) krug inverzije i neka su p; i pa dve prave u ravni
kruga inverzije, p| = ¥r(p1) i ph = ¥r(p2) . Tada mogu nastupiti nekolika
slucaja:

a) Prave p; i po sadrze centar inverzije. U tom slu¢aju dokaz je trivijalan.
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b) O € p1, O ¢ pa, p1Npas = {M}. Neka je N podnozje normale iz tacke
O na ps.

Ako je M = N (Slika 10.4.), tada je p} krug nad pre¢nikom ON’, N’ =
Y(N), paje L(p1,p2) = 7/2 = £(p1,ps)-

Slika 10.5.

Ako M # N, tada je £(p1,p2) = 7/2— LMON (Slika 10.5.) a £(p1, ph)
kao ugao izmedu tangente i tetive jednak periferijskom uglu nad tetivom,
LON'M' =7/2—AM'ON' = 71/2— LMON. Imajuéi u vidu da je i u ovom
slucaju p; = pj, zaklju¢ujemo da tvrdenje vazi.

b,

Slika 10.6.

c) O € p1, O ¢ pa, p1 || p2 (Slika 10.6.). U tom slucaju je £(p1,p2) =0. S
druge strane p), je krug koji dodiruje p; u tacki O. Prema tome £ (p1,ph) = 0.

d) O ¢ p1, O §‘é p2, p1 Nps = {M} Neka su Ny i Ny (Shka 107)
podnozja normala iz tacke O redom na pravama pp i ps.
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Slika 10.7.

Ako je M = N; (Dakle M # Ns), tada je £(p1,p2) = m — LMON i
L(pl,ph) = m— LM'ON’ (Uglovi sa normalnim kracima i osna simetrija
u odnosu na simetralu duzi OM’). Slu¢aj M = N, razmatra se analogno.
Neka je sada M # N1i M # Ny. U tom slucaju je £(p1,p2) = 71— LN1ONs.
S druge strane je £(p}, ph) = m—&£N{ON}, odakle sledi £(p}, py) = £(p1, p2).

e) O ¢ p1, O ¢ pa, p1 || p2. Tada je L(p1,p2) =0, a p| i p), predstavljaju
krugove koji se dodiruju u tacki O. Prema tome £(p},p,) = 0, pa tvrdenje
vazi i u ovom slucaju.

(ii) Neka je O srediste inverzije v, i [ prava koja sadrzi tacku O i sece
linije p i ¢ redom u tackama P i @) (Slika 10.8.) i neka je S presecna tacka
linija p i ¢. Neka je zatim P’ = ¢y (P), Q" = ¢¥i(Q) 1 S" = x(S). Iz

OP-0P = 06-0q = 0% 05,

sledi da su ¢etvorouglovi PP’'S'S i QQ'S’S tetivni, odakle je LOSP =
£S'P'Pi405Q = £5'Q'Q.

Tada je LPSQ = P'S'Q’. Smanjivanjem ugla izmedu pravih [ i S5’
tacke P i @ kreéu se po krivama p i g ka tacki S. Istovremeno, tacke P’ i Q'
se priblizavaju tacki S’ kreéuéi se po linijama p’ i ¢’. U grani¢nom slucaju
secice SP i SQ predstavljaju tangente linija p i ¢ u tacki S, dok secice S’ P’ i
S’Q predstavljaju tangente linija p’ i ¢’ u presecnoj u tacki S’. Dakle, ugao
koji odreduju tangente na linije p i ¢ u prese¢noj tacki S jednak je uglu koji
odreduju tangente na linije p’ i ¢/ u presec¢noj tacki S’. O
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Slika 10.8.

10.3 Poenkareov disk model

U ovom poglavlju razmatra¢emo osobine osnovnih geometrijskih pojmova
i relacija u modelu hiperbolicke geometrije, konkretno u planimetriji. I
ono $to je bitno, pokaza¢emo da u modelu hiperbolicke geometrije vaze sve
aksiome Hilbertovog sistema aksioma kao i aksioma Lobacevskog.

Uoc¢imo u euklidskoj ravni krug k, koji ¢emo cesto zvati apsolutni krug
ili prosto samo apsoluta. Svaku tacku koja pripada unutrasnjosti tog kruga,
ne ra¢unajudi i tacke samog kruga k, zvacemo H-tackama. H-prava je onaj
krug ili prava, koji je ortogonalan na k, tacnije, ”prave” u ovom modelu su
otvorene tetive koje sadrze centar kruga i otvoreni lukovi krugova normalnog
na posmatrani. Preciznije, neka je [ krug ortogonalan na krug k. Tada
presek kruga [ sa unutrasnjosti kruga k daje otvoreni luk m, koji predstavlja
"pravu” u Poenkareovom disk modelu, dok je p otvorena tetiva koja sadrzi
centar posmatranog kruga k i takode predstavlja "pravu” u Poenkareovom
disk modelu (Slika 10.9). Skup svih unutrasnjih tacaka kruga k, bez tacaka
samog kruga, zovemo H -ravan.

Pre nego sto predemo na dalji opis modela, naveSéemo tvrdenje koje nam
kaze kako da konstruiSemo Poenkareovu pravu.

Definicija 10.1. Pol tetive AB kruga k je presecna tacka tangenti u tackama
Ai B na krug k.

Teorema 10.3.1. Neka je data apsoluta k @ tacke T + U sa apsolute koje
nisu dijametralno suprotne i neka je P pol tetive TU. Tada je PT = PU,
LPTU = LPUT, OPLTU i krug a(P, PT = PU) sece k u tackama T i U
1 ortogonalan je na njega.
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Slika 10.9.

Dokaz. Na osnovu definicije pola, ugao LOT P i ugao £OU P su pravi, pa su
AOTP i AOUP podudarni, a odavde sledi da PT = PU i £OTP = LOPU.
Trougao APTU je jednakokrak, pa je simetrala ugla £T PU normalna na
njegovu osnovicu TU. Onda je krug a dobro definisan jer je PU = PT i a
je ortogonalan na k i se¢e k u tactkama 7' i U (Slika 10.10.). O

Slika 10.10.

Za ovako definisane H-objekte kazemo da H-pripadaju jedan drugom,
ako oni pripadaju jedan drugom u euklidskom smislu. Definisa¢emo jos i
relaciju H-izmedu.

Neka su A, B i C tri H-tacke, koje pripadaju istoj H-pravoj (Slika 10.11).
Ako je ta H-prava precnik apsolute k, kazemo da je B H-izmedu tacaka A
i C ako je izmedu njih u euklidskom smislu. Ako je, pak, H-prava krug a,
obelezimo sa O srediSte apsolute, a sa P i ) tacke u kojima apsoluta sece
krug a i posmatrajmo onaj luk kruga a, koji pripada unutrasnjosti apsolute.

Obelezimo sa A", B’ i C’ tacke u kojima euklidske prave OA4,0B i OC
seku euklidsku tetivu PQ. H-tatka B je H-izmedu H-tacaka A i C, ako je
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tacka B’ izmedu tacaka A" i C" u euklidskom smislu i to oznacavamo sa:
Bu (A, B,C).

Slika 10.11.

Dalje, H-duZ je luk kruga koji je ortogonalan na k ili duz jednog od
pre¢nika apsolute. H-poluprava je medutim, takav luk odnosno takva duz,
¢ija jedna krajnja tacka pripada apsoluti. H-ugao je skup H-tatke O i dve
H-poluprave koje polaze iz tacke O. Dakle, ako se dva luka m i n seku u
tacki A, ugao koji oni obrazuju je ugao izmedu njihovih tangenti u tacki A
(Slika 10.12. (a)), odnosno, ugao izmedu luka m i prave p sa pocetkom u
tacki A je zapravo ugao izmedu prave p i tangente na luk m u tacki A (Slika
10.12. (b)).

(@) (b)

Slika 10.12.

Kako smo uveli pojam H-ugla, mozemo reci nesto i o trouglu u Poenkare-
ovom disk modelu.

Ako su A, B i C tri H-tacke koje ne pripadaju jednoj H-pravoj, tada
skup koji se sastoji iz tacaka H-duzi AB, BC i C A nazivamo H -trouglom.
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I pojmovi H-poligonske linije i H-poligona mogu se uvesti u analogiji sa
odgovaraju¢im pojmovima apsolutne geometrije.

Inverzijom u odnosu na krug k koji je ortogonalan na apsolutu ili re-
fleksijom u odnosu na pravu p ortogonalnu na apsolutu (koja iz tog ra-
zloga sadrzi srediste apsolute), ravan se preslikava na sebe. Restrikciju te
inverzije (ili refleksije) na H-ravan zvacemo H -refleksijom. H-pravu koja
pripada krugu k zvac¢emo osom H -refleksije. Svaka poluravan kojoj je rub
osa neke H-refleksije tom H-refleksijom se preslikava na njoj komplementnu
H-poluravan.

10.3.1 Podudarnost u Poenkareovom disk modelu

Uvodenju pojma H-podudarnosti prethodi nekoliko teorema koje se odno-
se na H-refleksije.

Teorema 10.3.2. Za dve razne H-tacke A i B postoji jedinstvena H -refleksija
kojom se te dve tacke preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz.

(a) (b)

Slika 10.13.

Neka su A" i B inverzne tacke tackama A i B u odnosu na apsolutu k.
Postoji jedinstven krug (ili prava) a koji sadrzi tacke A, B, A/, B/, pa stoga
postoji jedinstvena H-prava koja sadrzi tacke A i B.

Ako su prave AB i A'B’ paralelne, H-prava koja pripada medijatrisi
duzi AB odnosno duzi A B’, ¢e biti osa H-refleksije kojom se H-tacke A i
B preslikavaju jedna na drugu (Slika 10.13. (a)). Ako se prave ABi A'B’
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seku, osa H-refleksije kojom se tacke A i B preslikavaju jedna na drugu bi¢e
H-prava koja pripada krugu upravnom na apsolutu i na krug a. Srediste S
kruga koji sadrzi pomenutu H-pravu pripadace pravoj AB i radikalnoj osi
apsolute i kruga a, a poluprecénik tog kruga bi¢e duz ST, gde je T" dodirna
tacka apsolute i njene tangente iz tacke S (Slika 10.13. (b)).

Slika 10.14.

Ako H-duz AB pripada precniku apsolute, tada postoji krug [ koji sadrzi
tacke A i B, a seCe apsolutu u tackama C i D. Analogno kao malopre,
posmatramo sluc¢ajeve. Ako su prave AB i C'D paralelne, srediste apsolute
bice i srediste duzi AB, pa je tada prec¢nik apsolute, koji je upravan na AB,
osa H-refleksije kojom se tacke A i B preslikavaju jedna na drugu (Slika
10.14. (a)). Ako se, pak, prave AB i C'D seku u nekoj tacki S, osa H-
refleksije kojom se tacke A i B preslikavaju jedna na drugu bi¢e H-prava
koja pripada krugu upravnom na apsoluti i krugu /. Srediste toga kruga
bice tacka S koja pripada pravoj AB i radikalnoj osi apsolute i kruga I, a
poluprecnik toga kruga bi¢e duz ST gde je T dodirna tacka apsolute i njene
tangente koja sadrzi tacku S (Slika 10.14. (b)).

Jedinstvenost trazene ose se, u svim slu¢ajevima, dokazuje neposredno. [

Slika 10.15.
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Teorema 10.3.3. Ako se dve H-prave seku, tada postoje dve H-refleksije
kojima se one preslikavaju jedna na drugu, a ako su disjunktne, tada postoji
jedinstvena H -refleksija kojom se one preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz. Neka su k i k' krugovi koji sadrze zadate H-prave.

Ako su one disjunktne, i krugovi koji ih sadrze su disjunktni ili se
dodiruju u tacki koja pripada apsoluti, pa iz tog razloga postoji jedinstvena
inverzija kojom se ti krugovi preslikavaju jedan na drugi (Slika 10.15.). Kako
krug te inverzije pripada pramenu kojem pripadaju i ki k', on ¢ée biti up-
ravan na apsolutu. Dakle, postoji jedinstvena H-refleksija kojom se zadate
prave preslikavaju jedna na drugu. Osa te H-refleksije pripada krugu s up-
ravnhom na apsolutu, ¢ije je srediste presek zajednickih spoljasnjih tangenti
krugova k i K.

Slika 10.16.

Ako se krugovi k i k' seku, tada posto je dve inverzije kojima se ti krugovi
preslikavaju jedan na drugi pa ¢e postojati dve H-refleksije kojima se zadate
H-prave preslikavaju jedna na drugu (Slika 10.16.). Osa jedne od tih dveju
H-refleksija pripada krugu s upravnom na apsoluti, ¢ije je srediSte presek
zajednickih tangenti krugova k i k', a osa druge H-refleksije pripada krugu
s koji sadrzi presecne tacke krugova k i ki upravan je na krug s. O

Iz dokaza pretodne teoreme neposredno sledi

Teorema 10.3.4. Postoji jedinstvena H -refleksija kojom se dve H -poluprave
sa zajednickim temenom preslikavaju jedna na drugu.

Definicija 10.2. Par H-tacaka (A, B) je H-podudaran paru H-tacaka (C, D)
i piSemo

1=

(A,B) = (C,D)
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ako postoji niz H-refleksija ¢iji proizvod preslikava par (A, B) na par (C, D).
Proizvod tih H-refleksija zvatemo H -podudarnost ili H -izometrija H-ravni.

Kazemo da su H-figure H-podudarne ako se one mogu preslikati jedna na
drugu H-podudarnom transformacijom. U daljem izlaganju pod inverzijom
¢emo podrazumevati samo onu inverziju koja je H-podudarnost. Specijalno,
definisu se H-translacija i H-rotacija.

Definicija 10.3. H-izometrija koja je kompozicija dve H-refleksije, prve u
odnosu na H-pravu normalnu na datu H-duz AB u pocetnoj H-tacki A
i druge u odnosu na H-simetralu date H-duzi naziva se H-translacija za
H-duz AB.

Definicija 10.4. Kompozicija dve H-refleksije u odnosu na H-prave koje
sadrze datu H-tacku O i zahvataju dati orjentisani ugao «/2, naziva se
H-rotacija oko H-tacke O za orjentisani ugao «.

H-podudarnost koja preslikava datu H-tacku A na datu H-tacku B,
moze se realizovati i na sledeéi nacin:

Slika 10.17.

Obelezimo sa a H-pravu AB. Neka ona sete apsolutu u tackama P i
Q. Obelezimo sa S presek pravih AB i PQ, a sa T tacku dodira tangente
iz S na krug a (Slika 10.17.). Najzad, obelezimo sa s krug sa sredistem S
i polupre¢nikom ST. On je ortogonalan i na apsolutu i na krug a. Prema
tome, inverzija u odnosu na s je H-podudarno preslikavanje. Ono preslikava
krug a na samog sebe, tako da tacku A preslikava na B, a B na A.

Pored toga, pri inverziji u odnosu na s, svaka tacka kruga s ostaje invar-
ijantna, pa je invarijantna i tacka T tog kruga. Drugim rec¢ima, H-duz AT
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preslikava se na H-duz BT, tj. te dve duzi su H-podudarne i T" je H-srediste
H-duzi AB. Kako je s ortogonalno na a, s je H-simetrala H-duzi AB.

Ukoliko su euklidske prave AB i PQ paralelne, tacka S je beskrajno
daleka i krug s je euklidska simetrala duzi AB i PQ, tj. ona prolazi kroz
centar O apsolute.

Opisani postupak se ne moze primeniti u slu¢aju kada je H-prava AB
precnik apsolute k, jer je tada S neodredena. Da bismo u tom slucaju
odredili krug s, primetimo da on mora zadovoljavati sledeée uslove (Slika
10.18.):

Slika 10.18.

(i) Ako je P presecna tacka krugova k i s, a S srediste kruga s, tada je
ALOPS prav, pa je
SP*=08*- 0P

(ii) Tacke A i B treba da budu inverzne u odnosu na na krug s. To znaci
da tacka S mora pripadati pravoj OA i

SA-SB=ST?=SP?,
pri ¢emu je T dodirna tacka tangente iz A na s sa krugom s. Prema tome,
SA-SB=08*—1%

gde smo sa r obelezili polupre¢nik apsolute. Kako je SA = OS — OA i
SB=0S5—-0B8B, to je

(0OS —0A)(0OS — OB) = 0S? — 2,

t].
2+ O0A-OB

OS5 =—5170B
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Na taj nac¢in odredena je tacka S pa, samim tim, i krug sa sredistem u
tacki S i polupreénikom SP. Taj krug je H-simetrala H-duzi AB.

1z svega izlozenog sledi da svaka H-duz ima svoju H-simetralu. Isto vazi
i za H-uglove.

Neka je £Q0OQ dati H-ugao sa temenom O gde su Q) i ()1 tacke na
apsoluti. Sada ¢emo opisati postupak konstrukcije H-simetrale ovog ugla
(Slika 10.19.).

Obelezimo sa P i P; druge dve tacke na apsoluti pravih OQ i OQ1
redom. Obelezimo dalje sa s i s; krugove (ili u specijalnom slucaju prave)
koje su nosaci krakova OQ i O@1, redom. Oznéimo sa S presek euklidskih
pravih PP, i QQ;. Konstruisimo krug s  sa centrom u S koji sadrzi teme O
i normalan je na apsolutu. Luk kruga s  koji lezi unutar apsolute je trazena
H-simetrala.

Ako su euklidske prave PP, i QQ; paralelne, konstruiSemo pravu s -
zajednicku simetralu duzi PPy i QQ1. Tada je precnik apsolute koji lezi na
pravoj s trazena H-simetrala.

.
"~
.

Slika 10.19.

Da to dokazemo, posmatrajmo inverziju ¢/ u odnosu na krug s . O¢igledno
je Y(P) = P, ¥(Q) = Q1 1¢(k) = k. Kako kroz dve tacke datog kruga pro-
lazi ta¢no jedan krug koji je na njega normalan, to je ¢(s) = s;. Otuda su H-
uglovi £Q0Q" i £Q,0Q" H-podudarni, a H-prava s njihova H-simetrala,
pri éemu smo sa P’ i Q oznacili presecne tacke kruga s’ i apsolute. Ako
je s poluprava onda se umesto inverzije posmatra simetrija u odnosu na
pravu s .
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Navedimo jos jedno tvrdenje pre no sto krenemo da dokazujemo da uve-
deni H-pojmovi zadovoljavaju aksiome hiperbolicke geometrije.

Teorema 10.3.5. Zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog H -trougla je mangi
od zbira dva prava ugla.

Slika 10.20.

Dokaz. Ako je AABC H-trougao i O srediste apsolute k, tada postoji H-
refleksija kojom se tacka A preslikava u O, a tacke B i C, redom u tacke
D i E. Tom refleksijom se uglovi H-trogula AABC preslikavaju na njima
podudarne uglove H-trougla AODE, a H-duzi AB i AC se preslikavaju na
H-duzi OD i OF koje pripadaju pre¢nicima apsolute (Slika 10.20.). Kako su
uglovi kod temena D i E' H-trougla AOD E manji od uglova kod istih temena
euklidskog trougla AODE, sledi da je zbir unutrasnjih uglova H-trougla
AODFE manji od zbira dva prava ugla. To znaci da ¢e i zbir unutrasnjih
uglova H-trougla AABC biti manji od zbira dva prava ugla. O

Prema tome, zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog H-¢etvorougla bicée
manji od 4R dok ¢e zbir unutrasnjih uglova H-poligonske povrsi koja ima n
ivica biti manji od 2(n — 2)R.

Ovako definisani osnovni objekti i uzajamni odnosi tih objekata, ¢ine
jedan geometrijski model. Sada ¢emo pokazati da su u ovako konstru-
isanom geometrijskom modelu zadovoljene sve aksiome Hilbertovog sistema
aksioma, sem aksiome paralelnosti.

Aksiome incidencije

Neka su A i B dve proizvoljne H-tacke. Iz osobina inverzije je poznato
da svaki krug koji prolazi kroz tacku A, a ortogonalan je na apsolutu k,
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prolazi kroz jos jednu utvrdenu tacku A’. Svi ti krugovi ¢ine eliptiéni pramen
krugova koji je ortogonalan na k. Kako kroz tacku euklidske ravni koja
je razlicita od A i A" uvek prolazi tacno jedan takav krug to vazi sledeca
teorema:

Teorema 10.3.6. Za proizvoljne dve H-tacke A i B, wvek postoji jedna i
samo jedna H-prava koja ih sadrzi.

To, u stvari, zna¢i da su u posmatranom modelu zadovoljene Aksioma Iy
i Aksioma I Hilbertovog sistema. Kako svakom krugu koji je ortogonalan
na apsolutu k pripada beskona¢no mnogo tacaka koje su istovremeno i un-
utrasnje tacke apsolute k i kako pored tih tacaka u unutrasnjosti apsolute
ima beskonaéno mnogo drugih tacaka, to je zadovoljena i Aksioma I3. U
posmatranom modelu su, dakle, zadovoljeni svi zahtevi prve grupe aksioma
Hilbertovog sistema.

Aksiome poretka

Neka H-tacke A, B i C pripadaju istoj H-pravoj. Ukoliko je ta H-prava
precnik apsolute, prve tri aksiome druge grupe Hilbertovog sistema aksioma
su zadovoljene, jer su one zadovoljene na svakoj otvorenoj euklidskoj duzi.
Ako je, pak, H-prava luk kruga a, prema definiciji relacije H-izmedu, na
euklidskoj tetivi PQ tacka B’ je euklidski izmedu tacaka A" i C'. Posto su na
otvorenoj euklidskoj duzi PQ) zadovoljene sve Hilbertove aksiome rasporeda,
A', B'i €’ su tri razne tacke. Stoga su i OA',OB' i OC' tri razne poluprave
koje luk kruga a seku u tri razne tacke. Drugim re¢ima A, B i C su tri razne
tacke. Dalje, ako je tacka B’ euklidski izmedu A’ i C’/, onda je ona i izmedu
C' i A, a to prema utvrdenoj definiciji znaci da je tacka B H-izmedu tacaka
C' i A. Dakle, vazi sledeca teorema:

Teorema 10.3.7. Ako je tacka B H-izmedu tacaka A i C, tada A, B 1 C
su tri razne tacke i B je takode H-izmedu tacaka C i A.

U posmatranom modelu su, znaci, Aksioma 11y i Aksioma 115 Hilber-
tovog sistema zadovoljene. Analogno se pokazuje da su zadovoljene i Ak-
sioma 113, Aksioma I14 1 Aksioma II5.

Aksioma I1g, tj. PaSova aksioma je, u posmatranom modelu, ekviva-
lentna sledecoj teoremi euklidske geometrije:

Teorema 10.3.8. U unutrasnjosti kruga k date su tri tacke A, B 1 C pri
cemu kroz njih prolaze tri kruga ortogonalno na k. Onaj luk cetvrtog kruga
ortogonalnog na k, koji pripada unutrasnjosti kruga k, © koji sece jedan od
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Slika 10.21.

unutrasnjih lukova AB, AC ili BC, sece jedan i samo jo§ jedan od tih lukova,
ako taj éetvrti krug ne prolazi ni kroz jednu oa tacaka A, B ili C.

Aksiome podudarnosti

U posmatranom modelu najslozenija je verifikacija tre¢e grupe aksioma.
Zato ¢emo im posvetiti i malo viSe paznje..

Lako se proverava da su Aksioma 1117 i Aksioma I115 zadovoljene u
ovom modelu, tj. da je za dve H-tacke A i B trivijalno zadovoljeno: H-duz
AA je H-podudarna sa H-duzi BB i H-duz AB je H-podudarna sa H- duzi
BA.

Aksioma I1Is - Ako je svaka od H-duzi A'B’ i A" B" H-podudarna istoj
H-duz AB, onda je i H-duz A'B" H-podudarna H-duz A"B".

Prema definiciji H-podudarnosti, postoji proizvod f inverznih preslika-
vanja koji preslikava A’ B’ na AB i postoji proizvod inverznih preslikavanja,
koji A”B” preslikava na AB. Pri transformaciji o1 o f, A'B’ se preslikava
na A'B” pri éemu je ¢~ o f proizvod inverzija, tj. predstavlja jedno H-
podudarno preslikavanje. Time je pokazano da i Aksioma I3 vazi u ovom
modelu.

Aksioma I11, - Neka su AB i BC dve H-duzi H-prave a, koje nemaju
zajednickih tacaka, a A'B' i B'C' H-duzi te iste ili neke druge H-prave koje
takode nemaju zajednickih tacaka. Ako je AB H-podudarno sa A'B', a BC
H-podudarno sa B'C’, onda je i AC' H-podudarno sa AcC.

Kako je AB H-podudarno sa A'B’, to postoji proizvod inverzija koje
AB preslikavaju na A'B’. Pri tom se H-tacka C preslikava na H-tacku C}
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H-prave A'B' i to sa one strane tacke B sa koje je tacka C'. Sledi da je H-
duz AC H-podudarna H-duzi A C;. Po pretpostavci je AC H-podudarno
sa A'C’, pa je, prema Aksiomi 1113, A'C' H-podudarno sa A'C;. Kako se
tacke C' i O} nalaze na pravoj A' B’ sa iste strane tacke A', to se one moraju
poklapati. Postoji, dakle, H-podudarnost koja AC preslikava na A'C’ (to
je ona koja AB preslikava na A/Bl), a to i dokazuje da su H-duzi AC'i A'C’
H-podudarne.

Aksioma I115 - Neka su A i B dve razne H-tacke H-prave a, a A" tacka
te iste ili neke druge H-prave a' . Na H-pravojd’ sa date strane H-tacke A’
wvek postoji H-tacka B' takva da je H-duz AB H-podudarna H-duzi A'B’.

Slika 10.22.

Pokazali smo da uvek postoji H-podudarnost koja tacku A preslikava
na tacku A. Pritom se H-prava a preslikava na H-pravu o', koja pro-
lazi kroz tacku A', a tacka B na neku tacku B” H-prave a’. Tackom
A’ kao pocetnom tackom i tackom B” odredena je H-poluprava koja sa
unapred datom polupravom H-prave a’ odreduje H-ugao. Obelezimo sa
s H-simetralu tog ugla. Inverzija u odnosu na krug s je H-podudarnost
pri kojoj se kraci pomenutog ugla preslikavaju jedan na drugi. Tacka B"
preslikava se na tacku B' unapred date poluprave H-prave a/, dok tacka A’
ostaje nepromenjena. Proizvod dva posmatrana H-podudarna preslikavanja
preslikavaju H-duz AB na H-duz A'B', pri ¢emu je tacka A’ unapred data,
a tacka B pripada unapred datoj H-pravoj i nalazi se sa date strane tacke
4'. Kako je taj proizvod opet H-podudarna transformacija, to su H-duzi
AB i A'B" H-podudarne. Drugim re¢ima, u ovom modelu je zadovoljena
Aksioma [115.
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Analogno se dokazuje da u ovom modelu vaze Aksioma I[1lg i
Aksioma I117.

Dokazimo sada sledeée teoreme:

Teorema 10.3.9. Tacka koja se pominje u Aksiomi 1115 je jedina takva
tacka na wocenoj H-polupravoj H-prave a.

Dokaz. Pretpostavimo da pored tacke B' na uocenoj polupravoj H-prave
a postoji jos jedna tatka Bj, tako da su duzi AB i A'B; H-podudarne.
To znaci da postoji proizvod f inverznih preslikavanja koji H-duz AB pres-
likava na H-duz A'B’, i proizvod ¢ inverznih preslikavanja koji H-duz AB
preslikava na H-duz A B.

Obelezimo sa P i ) beskonac¢no daleke tacke H-prave a, tj.preseke kruga
a sa apsolutom k, a sa P i Q/ beskonacno daleke tacke H-prave a. 1 pri
transformaciji f i pri transformaciji ¢ tacke P i @) se preslikavaju, redom, na
tacke P’ i Q/. Dakle, pri transformaciji po f~! tacke Pl, Q/ iA preslikavaju
na sebe same, dok se tacka B  preslikava na B;. S druge strane, kako je
@o f~1 proizvod konaénog broja inverznih transformacija i kako ona ostavlja
invarijantnim tri razli¢ite tacke, to su i sve tacke kruga, koji prolazi kroz te
tri tacke - invarijantne. To znaéi da je i tacka B’ tog kruga invarijantna, tj.
tacke B i By se poklapaju, sto je i trebalo dokazati. O

Teorema 10.3.10. Neka je u H-ravni dat H-ugao £hk i H-prava a'. Neka
je, dalje, u odnosu na pravu o' zadata H-poluravan o . Obelezimo sa h' H-
polupravu H -prave a koja polazi iz tacke O'. Tada kroz O u H -poluravni
o, postoji jedna i samo jedna H-poluprava k', takva da je H-ugao £hk H-
podudaran H -uglu AWk . Vazi jos i da je svaki H-ugao podudaran samom
sebi.

Dokaz. Ako je O teme H-ugla £hk, obelezimo sa s H-simetralu H-duzi
00" (Slika 10.23.). Inverzija u odnosu na s preslikava tacku O na O, a
£hk na H-ugao £hik;. Posmatrajmo H-ugao £hih i obelezimo sa s nje-
govu H-simetralu. Inverzija u odnosu na s; preslikava h; na K a ki na
H-polupravu ky. Ukoliko ko pripada uocenoj H-poluravni o', obelezimo
je sa k. Ukoliko to nije slucaj, primenimo inverziju u odnosu na krug a.
Tada se H-poluprava B preslikava na samu sebe, a ks na H-polupravu k.U
svakom slucaju £h'k’ je dobijen iz £hk kao proizvod konacnog broja inverz-
ija, Sto znaci da su ta dva H-ugla H-podudarna. Pri tome je H-poluprava
h' unapred data, a H-poluprava k pripada unapred uocenoj H-poluravni
o'. Ovim je pokazan prvi deo Aksiome I11y.
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Slika 10.23.

Dokazimo da vazi drugi deo tvrdenja. Oznacimo sa s3 H-simetralu H-
ugla £hk. Kako inverzija u odnosu na sz preslikava £hk na samog sebe, to
je H-ugao H-podudaran samom sebi. O

Teorema 10.3.11. Neka su A, B i C tri H-tacke koje me pripadaju is-
toj H-pravoj, a A", B' i C takode tri H-tacke koje ne pripadaju istoj H -
pravoj. Ako su tada H-duzi AB i AC' H-podudarne H-duzima A'B i A'C’,
a H-ugao {BAC podudaran H-uglu £«B'A'C’, onda je i H-ugao £ ABC
H -podudaran H-uglu £A'B'C".

Dokaz. Kako je H-ugao £ BAC H-podudaran H-uglu £B A'C" to postoji
proizvod inverznih preslikavanja koji prvi ugao preslikava na drugi, pri cemu
se tacka A preslikava na A', H-tacka B na H-tacku By, H-poluprave A'B’,
a C na tacku C; H-poluprave A'C’, tj. H-duz AC je H-podudarna sa
H-duzi A'Cy, a AB sa A'By. Ali po pretpostavci je AC H-podudarno
sa H-duzi A'C’, i tacke C' i Oy pripadaju istoj H-pravoj i nalaze se sa iste
strane tacke 4. Na osnovu veé¢ dokazane teoreme te dve tacke se poklapaju.
Iz istih razloga se poklapaju i tacke B' i By. Dakle, pri onom proizvodu
inverznih preslikavanja koji £ BAC preslikava na £B A'C’, H-ugao £{ ABC
se preslikava na H-ugao £A'B'C’, tj. ti uglovi su H-podudarni, to je i
trebalo pokazati. O

Aksiome neprekidnosti

Na pocetku ovog odeljka definisali smo relaciju H-izmedu, tako §to smo
uspostavili uzajamno-jednoznaénu korespodenciju izmedu tacaka H-prave a
i tacaka otvorene euklidske duzi PQ, gde su P i ) beskrajno daleke tacke
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prave a. Medutim, u skupu tacaka otvorene euklidske duzi zadovoljen je
Dedekindov princip. Zbog pomenute uzajamno jednoznacne korespodencije
on je zadovoljen i u skupu tacaka H-prave a. U posmatranom modelu je,
dakle, zadovoljen Dedekindov princip.

Aksioma paralelnosti

Ostaje jos da utvrdimo da li vazi aksioma paralelnosti.

Slika 10.24.

Aksioma paralelnosti - Uo¢imo H-pravu a i van nje H-tacku A. Tacke
u kojima krug a sece apsolutu k£ oznac¢imo sa P i @, pri ¢emu te tacke nisu
H-tacke i ne pripadaju pravoj a. Kroz tacke A i P uvek prolazi krug p koja
je uz to i ortogonalan na apsolutu, dok, kroz tacke A i ) takode prolazi krug
q koji je ortogonalan na apsolutu. Svi ostali krugovi koji prolaze kroz A, a
ortogonalni su na apsolutu, pripadaju jednom od dva para unakrsnih uglova
koje obrazuju krugovi p i ¢. Svi krugovi iz jednog od tih uglova seku a, dok,
krugovi iz drugog para ne seku a. U terminologiji posmatranog modela ta
Cinjenica se izrazava na sledeé¢i nacin:

U H-ravni, kroz tacku van prave, prolazi beskonacno mnogo H-pravih
koje datu H-pravu seku, a takode i beskonacno mnogo H-pravih koje je ne
seku.

Prema tome, u posmatranom modelu zadovoljena je aksioma paralel-
nosti Lobacevskog, tj. posmatrani model je model hiperbolicke geometrije
i naziva se Poenkareov model hiperbolicke geometrije tj. Poenkareov disk
model, koji éemo oznacavati sa P. Ovaj model je smesten u deo euklidske
ravni. Osnovni objekti tog modela kao i relacije su objekti i relacije euk-
lidske geometrije. Drugim re¢ima, cela H-geometrija posmatranog modela
je jedan deo geometrije Euklida. Svakoj teoremi hiperbolicke geometrije
odgovara jedna teorema u ovom modelu, a ova je, opet, teorema euklidske
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geometrije. Dakle, ako bi u hiperbolickoj geometriji postojala neka pro-
tivurecnost, ona bi se pojavila i u Poenkareovom modelu, pa, dakle, i u
geometriji Euklida. Otuda slede¢a osnovna teorema:

Teorema 10.3.12. Ako je euklidska geometrija neprotivurecna, tada je ne-
protivurecna © hiperbolicka geometrija.

Napomenimo da, pored Poenkareovog disk modela postoji i Poenkareov
poluravanski model, o kome ¢e biti reci kasnije.

Sada ¢emo predstaviti postupak konstrukcije normale n na datu H-pravu
a kroz datu H-tacku A u Poenkareovom disk modelu.

Pozeljno je najpre da znamo Sta prava n predstavlja u H-ravni. Odgovor
je sadrzan u slede¢im tvrdenjima:

Lema 10.3.1 Ako se u inverziji u odnosu na krug k tacka X koja ne pripada
krugu k preslikava u X', onda je svaki krug | koji sadrzi tacke X i X'
normalan na krug k.

Lema 10.3.2 Ako se u osnoj refleksiji u odnosu na pravu p tacke X koja
ne pripada pravoj p preslikava u tacku X', onda je svaki krug | koji sadri
tacke X i X' normalan na pravoj p.

Predimo sada na konstrukciju H-normale. Razmotrimo sve moguce
slucajeve.

(i) Tacka A je srediste apsolute. Ako je H-prava a u euklidskom smislu
duz koja pripada precniku apsolute p,, onda je trazena H-prava n odredena
pravom koja sadrzi tacku A i normalna je na pravoj p, (Slika 10.25. a)).

a) b)

Slika 10.25.
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Ako je H-prava a u euklidskom smislu luk kruga k., onda je trazena
H-prava n odredena pravom koja sadrzi tacku A i srediste kruga k, (Slika
10.25. b)).

(ii) Pretpostavimo da tacka A nije srediste apsolute i da ne pripada
pravoj a .

Ako je H-prava a u euklidskom smislu segment nekog kruga k, (Slika
10.26.), potrebno je odrediti krug (ili pravu) koji je normalan i na k, i na
apsolutu i pri tom sadrzi tacku A. Neka je A" slika tatke A u inverziji u
odnosu na apsolutu i neka je A” slika tacke A u inverziji u odnosu na krug
k,. Ako su tacke A, A" i A” kolinearne, onda je trazena H-prava n odredena
pravom koja sadrzi tacke A, A" i A”. Ako tacke A, A" i A” nisu kolinearne,

onda je trazena H-prava n segment euklidskog kruga k,, opisanog oko trougla
AAA'A".

Slika 10.26.

Ako je H-prava a u euklidskom smislu duz koja pripada pravoj pg,
potrebno je odrediti krug (ili pravu) koji je normalan kako na p,, tako i
na apsolutu i pri tom sadrzi tacku A. Neka je A slika tacke A u inverziji
u odnosu na apsolutu i neka je A" slika tacke A u osnoj refleksiji u odnosu
na pravu pe. Ako su tacke A, 4" i A” kolinearne, onda je trazena H-prava
n odredena tom pravom koja sadrzi tacke A, A" i A”. Ako tacke A, A" i
A" nisu kolinearne, onda je trazena H-prava n segment euklidskog kruga k,
opisanog oko trougla AAA"A”.

(iii) Pretpostavimo da tacka A nije srediste apsolute i da pripada H-
pravoj a.
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Slika 10.27.

Neka je H-prava a u euklidskom smislu segment nekog kruga k,. Neka
je zatim A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu, i s 44/ simetrala
duzi AA" a t tangenta u tacki A na krug k,. Ako se prave s a4’ 1t sekuu
nekoj tacki O, onda je trazena H-prava odredena krugom cije je srediste
tacka Oy i koji sadrzi tacku A. Ako se prave s, o/ i t ne seku, onda je trazena
H-prava odredena pravom koja sadrzi tacku A i srediste kruga k,.

Pretpostavimo da je H-prava a u euklidskom smislu duz koja pripada
nekoj pravoj pe. Neka je A’ slika tacke A u inverziji u odnosu na apsolutu.
Trazena H-prava n je luk kruga sa srediStem u sredistu duzi AA" a koji
sadrzi tacku A. O

Slika 10.28.
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10.3.2 Paralelnost u Poenkareovom disk modelu

Ako dve H-poluprave sa zajednickim pocetkom u H-tacki B imaju iste
krajeve kao i neka H-prava a, koja ne sadrzi B, tada ¢e proizvoljna H-
poluprava sa temenom B se¢i H-pravu a ako i samo ako pripada onom od
H-uglova na koje zadate H-poluprave razlazu H-ravan, kojem pripada i H-
prava a (Slika 10.28.). Iz tog razloga, za te dve H-poluprave mozemo reéi da
su H-paralelne H-pravoj a. Za dve H-prave mozemo re¢i da su medusobno
H-paralelne ako imaju jedan zajednicki kraj.

Primer 10.3.1. Konstruisati H-ugao paralelnosti v Poenkareovom disk mo-
delu za datu H-duZ AB.

Resenje: Posmatrajmo sledece slucajeve:
(1) Ako H-duz AB pripada pre¢niku apsolute.

A

R B S

Slika 10.29.

Najpre konstruisemo normalu u jednoj od tacaka A i B. Bez gubljenja
opstosti mozemo konstruisati normalu n na H-pravu AB (Slika 10.29.) u
tacki B. Zatim konstruiSemo pravu p paralelnu sa n, koja sadrzi tacku A,
na slede¢i nac¢in: Oznacimo sa P i () presecne tacke prave n i apsolute zatim
konstruisemo u tacki @) (analogno za P) tangentu na apsolutu (tangenta
u dodirnoj tacki sadrzi centre svih krugova koji su nosac¢i pravih koje su
paralelne sa n). Zatim konstruisemo simetralu euklidske duzi AQ (analogno
za AP). Presetnu tacku simetrale i tangente u ) ozna¢imo sa S. Deo
kruga, sa centrom u S i polupreé¢nikom SA = SQ), koji se nalazi u H-ravni
je trazena H-prava paralelna sa n koja sadrzi A. Ovako konstruisana prava,
koja polazi iz tacke @), je paralelna sa n u jednom smeru pa je u tom slucaju
trazeni ugao paralelnosti bas H-ugao £ BAQ, dok je prava konstruisana kroz
P paralelna sa n u drugom smeru i tako dobijeni ugao paralelnosti je H-ugao
ABAP.
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Ukoliko je neka od tacaka A, B centar apsolute (Slika 10.29.), onda je
trazeni ugao paralelnosti £ BAS ili { BAR.

(2) Ako duz AB pripada krugu a, onda konstruisemo H-normalu u jed-
noj od tacaka, npr. B, pa onda, kroz tacku A konstruisimo H-pravu H-
paralelnu normali . Konstrukcijom H-pravih H-paralelnih sa H-normalom
u oba smera dobijamo dva ugla paralelnosti. O

Slika 10.30.

10.4 Epicikli u Poenkareovom disk modelu

Slika 10.31.

Imali smo prilike da vidimo §ta pramenovi pravih predstavljaju u
ravni Lobac¢evskog, u zavisnosti od toga da li je pramen konkurentnih (elip-
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ticki), paralelnih (parabolic¢ki) ili pravih upravnih na neku datu pravu (hiper-
bolicki). Trajektorije ovih pramenova nazivaju se cikl (krug), oricikl i ek-
vidistanta (hipercikl), redom. U ovoj sekciji éemo pokazati ¢ime je u Poenkare-
ovom disk modelu reprezentovan elipticki, parabolicki i hiperboli¢ki pramen
pravih.

Slika 10.32.

Elipticki pramen H -pravih ¢e biti skup svih H-pravih koje prolaze kroz
neku H-tacku A. U euklidskom smislu to su lukovi krugova koji prolaze
kroz tacku A, normalni su na krug k£ i pripadaju unutrasnjosti kruga k.
Medutim, svi krugovi koji su normalni na krug k i prolaze kroz tacku A,
prolaze i kroz tacku A’ koja je inverzna tacki A u odnosu na krug k. Dakle,
oni obrazuju elipticki pramen krugova sa karakteristi¢nim tackama A i A
Prema tome elipticki pramen H-pravih, sa H-centrom u H-tacki A, pred-
stavljen je lukovima krugova elipti¢kog pramena {A4, A’} koji pripadaju un-
utrasnjosti apsolute k, ukljucujuéi i precnik apsolute koji prolazi kroz tacku
A (Slika 10.31.).

Parabolicki pramen H-pravih ée biti skup svih H-pravih sa zajednickim
krajem koje su predstavljene lukovima krugova normalnih na apsolutu i sve
prolaze kroz istu tacku A apsolute. Buduéi da sredista krugova koji sadrze
H-prave jednog parabolickog pramena pripadaju tangenti apsolute u za-
jednickom kraju A zadatog pramena H-pravih, H-prave nekog parabolickog
pramena pripadaju krugovima nekog parabolickog pramena krugova (Slika
10.32.).

Neka luk kruga a predstavlja bazisnu pravu pramena i neka su M i
N presecne tacke krugova k i a. Elementi hiperbolickog pramena pravih,
sa bazisnom pravom a, su predstavljeni lukovima krugova koji su normalni,
kako na krug k, tako i na krug a. Linija centara toga pramena je
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Slika 10.33.

prava M N (Slika 10.33.).

S obzirom na to da je skup svih slika proizvoljne tacke ravni u inverz-
ijama u odnosu na krugove nekog pramena, krug koji je upravan na svim
krugovima zadatog pramena krugova, H-epicikl ¢e biti (euklidski) krug ili
deo tog kruga. On neée biti upravan na apsolutu osim u sluc¢aju kada je taj
H-epicikl osnova neke H-ekvidistante.

Ako je zadat pramen konkurentnih H-pravih (Slika 10.34. (a)), njemu
odgovarajuéi H-krug ¢e biti (euklidski) krug koji pripada H-ravni. Kako je
H -oricikl upravan na parabolicki pramen H-pravih, on ¢ée biti (euklidski)
krug kome nedostaje zajednicki kraj H-pravih zadatog parabolickog pra-
mena (Slika 10.34. (b)). Ako je zadat hiperbolicki pramen H-pravih, njemu
odgovarajuéa H -ekvidistanta je deo (euklidskog) kruga koji je upravan na
zadati pramen krugova (Slika 10.34. (c)).

(c)

Slika 10.34.
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10.5 Poenkareov poluravanski model

Neka je u ravni E? data prava x. Neka je 7 jedna od poluravni éija
je granica prava x. Saglasimo se da su prave u poluravanskom modelu:
poluprave upravne na z-osu i polukrugovi sa centrom na z-osi i nazovimo
te prave H-pravama (Slika 10.35.).

Slika 10.35. Prava i duz u Poenkareovom poluravanskom modelu

Osu z koja sadrzi centar polukruga i podnozje prave upravne na nju
zvacemo takode apsolutom neeuklidske ravni (H-ravni) tj. otvorene euk-
lidske poluravni m, a duz C'D poluprave upravne na z-osu predstavljace
H-duz, kao i deo luka XY od tacke A do tacke B.

Pre nego da opiSemo osnovne pojmove i relacije u poluravanskom modelu
pogledajmo Sta geometrijski predstavlja inverzija izmedu diska P i gornje
poluravni H.

Neka su zadati krug & i prava p koja krug k dodiruje u nekoj tacki O. Ako
je S tacka kruga k dijametralno suprotna tacki O, inverzijom ¢ u odnosu
na krug sa centrom u S i polupreé¢nikom SO, krug k se preslikava na pravu
p, a unutradnjost o toga kruga na otvorenu poluravan 7 sa rubom p (Slika
10.36.). Neposredno se proverava da je to preslikavanje bijekcija.

Poluravan 7 je H-ravan a svaka njena tacka je H-tacka. Kako inverzija
¢uva uglove, H-prave unutrasnjosti o kruga k se preslikavaju na polukrugove
i poluprave poluravni 7 upravne na rub (apsolutu) te poluravni. Definisimo
sada relacije i H-izmedu i H-podudarnosti u poluravanskom modelu.

Ako je tacka B ravni o izmedu tacaka A i C, tada ¢emo za sliku B’ tacke
B (koja pripada H-ravni 7) reéi da je H-izmedu A1, slika tacaka A1 C
(koje takode pripadaju H-ravni 7) u inverziji ¥ i pisa¢éemo BH(A/, B, C/).

Sa tako ustanovljenim pojmovima: H-tacka, H-pravairelacija H-izmedu,
nije tesko ustanoviti da na zasnovanom skupu H-tacaka i H-pravih vaZe sve
aksiome incidencije © poretka. Da bismo ustanovili aksiome podudarnosti



242 10. Poenkareovi modeli geometrije Lobaéevskog

Slika 10.36.

neophodno je da uvedemo relaciju podudarnosti neeuklidskih parova tacaka
na takvom modelu.

Kazac¢emo da je par H-tacaka (A, B), H-podudaran paru H-tacaka (A’, B')
ako postoji konacan niz inverzija pomenute poluravni koji H-duz AB pre-
vodi u H-duz A’B’. To oznacavamo:

1=

(A,B)= (A, B).

H-duz AB je skup svih tacaka H-prave koje su H-izmedu datih H-tacaka A
i B. Tackom O H-prava p je razlozena na dve H-poluprave. Sada se moze
ustanoviti da na ovakvom modelu vaze i sve aksiome podudarnosti.

Znacajno je reSavanje pitanja slede¢eg problema:

Ako je na H-pravoj p data H-duZ AB a na H-pravoj p' H-tacka A’,

kako na H-pravoj p' sa odredene strane H-tacke A’ konstruisati H-tacku B’
H
takvu da je (A, B) = (A, B')?
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Konstruisimo H-pravu odredenu H-tackama A i A’. Zatim konstruisimo
H-medijatrisu n duzi AA’ na sledeéi nac¢in: Konstruisimo Euklidsku pravu
AA’" i oznac¢imo sa O njen presek sa x. Oznac¢imo sa T dodirnu tacku tan-
gente iz tacke O i euklidskog polukruga p. Trazena medijatrisa n H-duzi AA’
je polukrug sa centrom u tacki O i polupre¢nikom OT'. Konstruis§imo zatim
H-normalu iz H-tacke B na H-medijatrisu n. Postoji jedinstven polukrug
sa sredistem na x koji sadrzi tacku B i upravan je na polukrug n. Zatim se
konstruise tacka inverzna tacki B u odnosu na polukrug n (simetri¢na tacki
B u odnosu na medijatrisu n). Oznac¢imo je sa B”. Tacke A" i B” odreduju
H-pravu p” koja je simetri¢na sa pravom p u odnosu na pravu n. Tada se
H-prave p i p” seku u tacki A’. Prave p’ i A’B” odreduju jedan ugao. Kako
je inverzija konformno preslikavanje to ugao pri tom preslikavanju ne menja
svoju velicinu. MozZe se konstruisati simetrala a zatim normala u tacki A’
na toj simetrali. U odnosu na tu simetralu n’ moze se konstruisati tacka B’
na p’ simetri¢na tacki A’ tako sto iz tacke B” konstruiSemo pravu upravnu
na n’ i u preseku sa p’ dobijamo tacku B’. O

Ostale aksiome H-podudarnosti se lako izvode. Neposredno se dokazuje
da vazi i Dedekindova aksioma neprekidnosti.

Na ovom modelu je bitno ustanoviti koja aksioma paralelnosti vazi: Ple-
jferova ili aksioma Lobacevskog. Ispostavlja se da vazi aksioma Lobacevskog.

P, A
P2

Slika 10.37.

Neka je a H-prava i A H-tacka van a. Tada postoje bar dve H-prave koje
sadrze H-tacku A i sa H-pravom a nemaju zajednickih H-ta¢aka. Granic¢ne
H-prave koje ne seku pravu a i sadrze tacku A (Slika 10.37.) su H-paralelne
prave sa pravom a, jedna u jednom a druga u drugom smeru. Oznac¢imo ih
sa p1 1 pa.

Na taj nacin je ustanovljen model planimetrije Lobacevskog.

Iz tog razloga ¢e i H-ravan m biti model hiperboli¢ke planimetrije koju
nazivamo Poenkareovim poluravanskim modelom.

Uvedimo jos pojmove H-ugla i H-trougla u poluravanskom modelu.
Na Slici 10.38. je predstavljen H-ugao £ AOB kao i H-trougao AABC
u poluravanskom modelu.
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C
(a) (b)

Slika 10.38. H-ugao i H-trougao

Dacéemo primer kako konstruisati ugao paralelnosti u Poenkareovom polu-
ravanskom modelu za datu duz. Pre toga, da¢emo kratak opis konstrukcije
normale i paralele u odnosu na neku pravu u modelu.

Primer 10.5.1. U Poenkareovom poluravanskom modelu, konstruisati H -
normalu na datu H-pravu a kroz datu H-tacku A.

Resenje: Mogu nastupiti dva slu¢aja. Razmotrimo svaki od njih ponaosob.

t

o) S p

Slika 10.39.

(1) H-prava a je polukrug. Iz tacke A konstruisemo tangentu ¢ na a i
presec¢nu tacku te tangete i apsolute oznac¢imo sa S a dodirnu tacku tangente
i a oznacimo sa T'. Deo kruga b, sa centrom S i polupreé¢nikom ST, koji se
nalazi u H-ravni je trazena H-normala (Slika 10.39.).

(2) Prava a je H-poluprava. Oznac¢imo sa O podnozje prave a na ap-

soluti. Krug sa centrom u O i polupretnikom OA je trazena normala
(Slika 10.40.). O

Primer 10.5.2. Neka su u Poenkareovom poluravanskom modelu date H -
prava a 1 H-tacka A van nje. Konstruisati H-pravu koja je H-paralelna sa
a i sadrzi A.
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a

t A

O p

Slika 10.40.

ResSenje: Opet razmatramo dva slucaja:

(1) Neka je H-prava a polukrug sa centrom S na apsoluti i neka su P
i @ tacke u kojima ona sece apsolutu. KonstruiSimo euklidsku simetralu
duzi AP i njenu presecnu tacku sa apsolutom oznacimo sa 5. Deo kruga
k:(S,,SiA = SP), koji se nalazi u H-ravni, predstavlja trazenu H-pravu H-
paralelnu sa a u jednom smeru. Ponavljanjem postupka za tacku ) analogno
se dobija H-prava paralelna sa a u drugom smeru.

(2) Ako je H-prava a poluprava, oznacimo sa O podnozje prave a na
apsolutu. Konstruisimo euklidsku simetralu duzi O A i ozna¢imo sa S tacku
u kojoj ona sece apsolutu. Deo kruga k(S,SA = SO), koji se nalazi u H-
ravni, predstavlja trazenu H-pravu paralelnu sa a koja sadrzi tacku A. [

Slika 10.41.

Primer 10.5.3. Konstruisati H-ugao pralelnosti u Poenkareovom polura-
vanskom modelu za datu H-duz AB.

Resenje: Mogu nastupiti dva slucaja.
(1) Neka je je H-duz data na H-pravoj koja je polukrug. Neka je a dati
polukrug u Poenkareovom poluravanskom modelu koji sadrzi H-duz AB i
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neka su P i ) tacke u kojima ona sece apsolutu (Slika 10.41.). Konstruisemo
u tacki B H-normalu n na H-pravu a, kao u Primeru 10.5.1., isa P i Q'
oznacimo njene presecne tacke sa apsolutom. Zatim konstruisimo u tacki
A H-pravu koja je H-paralelna sa n u jednom smeru, kao $to je opisano
u Primeru 10.5.2., i jedan zajednicki kraj im je, recimo, tacka Q. U tom
sluéaju dobijamo da je ugao 4 BAQ' trazeni ugao paralelnosti u Poenkare-
ovom ravanskom modelu.

A

Slika 10.42.

(2) Neka je sada H-duz data na pravoj koja je upravna na apsolutu.
Analogno kao u prethodnom slu¢aju, konstrui§imo normalu u tacki B kao
u Primeru 10.5.1. i ozna¢imo njene preseke sa apsolutom sa P i @ (Slika
10.42.). Zatim, u tacki A konstruisimo paralelu, sa zajednickim krajem @ u
jednom smeru pa je trazeni ugao, u smeru paralelnosti, upravo ugao £ BAQ.

10.6 Epicikli u Poenkareovom poluravanskom
modelu

Invezijom 1 se elipticki, parabolicki i hiperbolicki pramenovi H-pravih
H-ravni o preslikavaju, redom, na elipticke, parabolicke, i hiperbolicke pra-
menove H-pravih H-ravni m. Buduéi da H-prave nekog pramena H-pravih
H-ravni ¢ pripadaju krugovima nekog pramena krugova, to i H-prave pra-
mena H-pravih H-ravni 7 pripadaju krugovima nekog pramena krugova.

Primer 10.6.1. Ispitati ¢ime je u Poenkareovom poluravanskom modelu
reprezentovan:

(a) elipticki,

(b) parabolicki i

(¢) hiperbolicki pramen pravih.
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Slika 10.43.

Resenje: (a) Posmatrajmo sve H-prave koje prolaze kroz tacku A. To su u
euklidskom smislu polukrugovi, ¢iji centri leze na pravoj p i koje prolaze kroz
tacku A. Tom skupu pripada i normala na pravu p koja prolazi kroz tacku
A. Odgovarajuéi krugovi, nosaci uocenih polukrugova, prolaze i kroz tacku
A’ koja je simetri¢na tacki A u odnosu na apsolutu p. Tako one obrazuju
elipticki pramen sa karakteristicnim tackama A i A" (Slika 10.43.).

Prema tome, elipticki pramen pravih u Poenkareovom poluravanskom
modelu predstavljen je delovima elemenata eliptickog pramena krugova, koji
leZe sa uocene strane apsolute p, uklju¢ujuéi i odgovarajuéi deo potencijalne
ose tog pramena. Linija centara toga pramena krugova je apsoluta p a
karakteristicna tacka pramena koja lezi u H-ravni je H-centar eliptickog
pramena H-pravih.

A p

Slika 10.44.

(b) U slucaju parabolickog pramena, slicno se pokazuje da je to skup
svih polukrugova sa centrima na apsoluti p koje imaju jednu zajednicku
tacku na apsoluti, ukljucujuéi i polupravu koja je u toj tacki normalna
na apsolutu. Tako je parabolicki pramen H-pravih reprezentovan delom
parabolickog pramena krugova koji lezi u H-ravni.
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Parabolicki pramen H-pravih je takode reprezentovan i skupom svih
polupravih sa poc¢etnom tackom na apsoluti, a koje su normalne na apsolutu
(Slika 10.44.).

Slika 10.45.

Slika 10.46.

(c) Neka je bazisna H-prava pramena euklidski polukrug a. Prave hiper-
bolickog pramena pravih reprezentovane su polukrugovima sa centrima na
apsoluti koji su normalni na krug a. Na osnovu primera koji opisuje kon-
strukciju normale na datu pravu (Primer 10.5.1.) mozemo ovde opisati hiper-
bolicki pramen pravih (Slika 10.45. (a)).

Ako je bazisna prava poluprava a upravna na apsolutu u tacki A, tada
je hiperbolicki pramen reprezentovan sistemom koncentri¢nih polukrugova
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sa zajednickim centrom A (Slika 10.45. (b)). O

Inverzijom ¢ H-krugovi H-ravni o se preslikavaju na euklidske krugove
H-ravni 7, koji, iz tog razloga, predstavljaju H-krugove H-ravni 7.

Tom inverzijom H-oricikli H-ravni o koji sadrze srediste S date inverz-
ije, preslikavaju se na euklidske prave H-ravni 7w koje su euklidski paralelne
rubu p poluravni 7, a ostali H-oricikli se preslikavaju na euklidske krugove
poluravni 7w koji dodiruju pravu p. Stoga se skup H-oricikala H-ravni
sastoji iz euklidskih pravih poluravni 7 koje su paralelne pravoj p i krugova
te poluravni koji dodiruju p (Slika 10.46.). Inverzijom v H -ekvidistante

Slika 10.47.

H-ravni o koje sadrze srediste S te inverzije, preslikavaju se na euklidske
poluprave sa temenima na pravoj p, a ostale H-ekvidistante na lukove kru-
gova Cija temena pripadaju pravoj p. Stoga se skup H -ekvidistanti H-ravni
7 sastoji iz euklidskih H-polupravih kojima su temena na rubu p poluravni
7 1 lukova krugova ¢ija temena pripadaju pravoj p (Slika 10.47.).

Resavajudi zadatke u Euklidskoj geometriji mozemo dobiti i reSenje odgo-
varajucéeg problema u geometriji Lobacevskog, te probleme geometrije Loba-
cevskog svodimo preko modela na probleme Euklidske geometrije. Postavlja
se problem ustanovljavanja jedinstvene zajednicke normale dveju hiperpar-
alelnih pravih na modelu planimetrije Lobacevskog. U tom cilju konstruise
se polukrug (Slika 10.48.) sa centrom na apsoluti xz upravan na datim
polukrugovima. Taj polukrug bice resenje postavljenog problema u planimet-
riji Lobacevskog u okviru Poenkareovog modela.
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n

kl k2

Slika 10.48.

Za model stereometrije Lobacevskog (u Poenkareovom smislu) posma-
trali bismo polusferu u Euklidskom otvorenom poluprostoru koja je dobi-
jena iz sfere Ciji centar pripada granici poluprostora. Granicu poluprostora,
tj. odgovarujucu ravan nazivamo apsolutom. Pomenuta polusfera, kao i
poluravan ortogonalna na apsoluti predstavljale bi model ravni u prostoru
Lobacevskog. Posebno u svakoj ovakvoj ravni Lobacevskog realizovala bi se
planimetrija Lobacevskog.



Glava 11

Elipticka geometrija

11.1 Uvod

Kao §to smo videli, euklidska geometrija je geometrijski sistem koji se za-
sniva na Hilbertovom sistemu aksioma. U tom sistemu, aksioma paralelnosti
zahteva da u ravni, kroz tacku van prave prolazi ta¢no jedna prava koja sa
njom nema zajednickih tacaka. U geomeriji Lobacevskog, tj. hiperboli¢koj
geometriji aksioma paralelnosti je zamenjena aksiomom Lobacevskog koja
kaze da u ravni kroz tacku van prave prolaze najmanje dve prave koje sa
njom nemaju zajednickih tacaka. U poslednjem sluc¢aju kroz tacku van prave
u ravni prolazi beskona¢no mnogo pravih koje sa njom nemaju zajednickih
tacaka. U odnosu na broj pravih u ravni, koje prolaze kroz datu tacku van
date prave, postoji jos jedna moguénost, a to je da me postoji ni jedna prava
koja prolazi kroz datu tacku a sa datom pravom nema zajednickih tacaka.

Geometrijski sistem, kod koga se ma koje dve komplanarne prave seku,
naziva se Rimanova geometrija. Razlikujemo dve vrste Rimanovih geomet-
rija. U jednoj od njih se dve prave seku u dvema tackama. Takva geometrija
se izmedu ostalog realizuje i na sferi, pa se ona naziva jos i sferna geometrija.
U drugoj se svake dve prave seku, ali samo u jednoj tacki. U tom slucaju
posmatrani geometrijski sistem nazivamo elipticka geometrija.

Medutim, prilikom proucavanja prve tri grupe aksioma Hilbertovog sis-
tema, zakljucili smo da u ravni postoje prave koje se ne seku. To znaci
da je pretpostavka da se u ravni ma koje dve prave seku, protivurecna sa
prve tri grupe aksioma Hilbertovog sistema. To dalje znac¢i da se svaka od
Rimanovih geometrija zasniva na sistemu aksioma koji je od Hilbertovog sis-
tena razli¢it ne samo u aksiomi paralelnosti, Sto je slucaj sa hiperbolickom
geometrijom, veé i u aksiomama prve tri grupe. Ta razlika je narocito velika

251
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kod aksioma rasporeda, jer je prava u Rimanovoj geometriji zatvorena linija,
pa je od tri kolinearne tacke svaka uzmedu ostale dve. To znaci da relacija
”izmedu” ne reguliSe raspored tacaka na pravoj. To je razlog Sto se menja
formulacija i aksioma neprekidnosti. Sto se aksioma podudarnosti tice, one
pored ¢injenica sadrzanih u Hilbertovom sistemu sadrze i aksiome specificne
za Rimanovu geometriju.

U daljem radu ¢emo se ograniciti samo na ispitivanje elipticke geometrije.

U eliptickoj geometriji, kao i u euklidskoj geometriji ili pak kao u hiper-
bolickoj geometriji, osnovni objekti su tacka, prava i ravan. Medutim os-
novne relacije su: relacije pripadanja, relacija razdvojenosti parova tacaka
i relacija podudarnosti. Aksiome koje opisuju medusobne odnose osnovnih
pojmova rasporedene su u Cetiri grupe, i to

I aksiome veze (pripadanja, incidencije)
II  aksiome rasporeda

III  aksiome neprekidnosti

IV aksiome podudarnosti.

11.2 Aksiome veze

Prvu grupu ¢ine deset aksioma wveze (incidencije, pripadanja). Razlika
od odgovarajucih aksioma Hilbertovog sistema jeste u prvoj aksiomi, s tim
§to je dodata i deseta aksioma. Prva aksioma sada glasi:

I,  Swvaka prava sadrzi najmangje tri tacke A, B i C. Postoje najmanje
tri tacke koje ne pripadaju istoj pravoj.

Deseta aksioma incidencije je:
Iio Za svake dve prave iste ravni postoji tacka koja tm pripada.

To u stvari znaci da za proizvoljne dve prave iste ravni postoji njihova
zajednicka tacka, tj. svake dve prave u ravni se seku.

Ova aksioma predstavlja glavnu osobenost elipticke geometrije po kojoj
se ona razlikuje i od euklidske i od hiperbolicke geometrije.

Naveséemo sada neke posledice prve grupe aksioma elipticke geometrije.

Teorema 11.2.1. Prava koja ne pripada ravni, ima sa tom ravni jednu
zajednicku tacku.

Dokaz. Neka je a prava koja ne pripada ravni « i tacka A u ravni « (Slika
11.1.). Oznacimo sa ( ravan odredenu tackom A i pravom a. Tacka A je
zajednicka za ravni « i 8, pa prema aksiomi Ig one imaju jos jednu zajednicku
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Slika 11.1.

tacku B, pa samim tim i zajednicku pravu b. Prave a i b su komplanarne,
pa prema aksiomi ;9 imaju zajednicku tacku C koja pripada ravni « jer
pripada pravoj b. Dakle, prava a i ravan « imaju zajednicku tacku C. Sem
tacke C, prava a i ravan o ne mogu imati drugih zajednickih tacaka, jer bi
u tom slucaju na osnovu aksiome I7, prava a pripadala ravni a. O

Teorema 11.2.2. Svakoj ravni pripada najmangje jedna prava.

Dokaz. Prema aksiomi I svakoj ravni pripada najmanje jedna tacka A,
a na osnovu aksiome Ig postoji najmanje jedna tacka B koja ne pripada
ravni . Tacke A i B odreduju pravu a. Prema aksiomi I; postoji jo§ jedna
tacka C' koja ne pripada pravoj a. Ako tacka C pripada ravni «, prava AC
je trazena prava. Ako pak C' ne pripada ravni «, prava BC, na osnovu
teoreme 11.2.1.; ima sa ravni « zajednicku tacku D, pa je u ovom slucaju
prava AD traZena prava.

Teorema 11.2.3. Dwve ravni se uvek seku.

Dokaz. Uoc¢imo ravni a i 8. Prema Teoremi 11.2.2.; uvek postoji prava a
koja pripada ravni «. Ta prava a prema Teoremi 11.2.1., uvek sa ravni g
ima zajednicku tacku P. Dakle, ravni a i § uvek imaju zajednicku tacku,
pa prema aksiomi Ig imaju i zajednicku pravu. O

Dakle, u eliptickoj geometriji, nema ne samo paralelnih pravih ve¢ nema
ni paralelnih ravni.

11.3 Aksiome rasporeda elipticke geometrije

Pri uspostavljanju rasporeda tacaka koje pripadaju istoj pravoj, u elip-
tickoj geometriji se uvodi relacija razdvojenosti parova tacaka. Ta relacija
okarakterisana je slede¢om grupom aksioma:
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11, Za tri proizvoljne tacke A, B i C neke prave prave p, postoji takva
tacka D prave p da par tacaka A, B razdvaja par taceka C, D.

11, Ako par tacaka A, B razdvaja par tacaka C, D, onda su A, B, C
1 D cetiri razne kolinearne tacke. StaviSe, razdvojenost parova tacaka je
uzajamna i ne zavisi od redosleda tacaka u svakom paru.

113 Ako su A, B, C i D cetiri razne kolinearne tacke, tada ili par A, B
razdvagja par C, D ili par A, C razdvaja par B, D ili par A, D razdvaja par
B, C.

114 Ako su A, B, C, D i E pet kolinearnih tacaka i svaki od parova C,
D i C, E razdvaja par A, B, tada par D, E ne razdvaja par A, B.

II5 Ako su A, B, C, D i E pet kolinearnih tacaka i svaki od parova C,
D i C, E ne razdvaja par A, B, tada ni par D, E ne razdvaja par A, B.

IIg Neka su v i v’ dve komplanarne prave, A, B, C i D tacke prave u,
a A", B', C" i D' tacke prave u' (Slika 11.2.) tako da su prave AA', BB',
CC" i DD’ konkurentne. Tada, ako par tacaka A, B razdvaja par tacaka C,
D, onda i par tacaka A’', B' razdvaja par tacaka C', D’.

Slika 11.2.

Na osnovu aksioma rasporeda moze se definisati duz, ugao, trougao. Pre
no $to predemo na uvodenje tih definicija primetimo da , ako su A i B dve
razne tacke, na osnovu aksiome I; na pravoj AB postoji jos jedna tacka C, a
na osnovu aksiome II; na toj pravoj postoji jos jedna tacka D, takva da par
tacaka B, D razdvaja par tacaka A, C. Prema istoj aksiomi II; sledi da na
toj pravoj postoji i tacka F, takva da par A, D razdvaja par B, E. Iz prvog
uslova i aksiome Il3 sledi da par A, B ne razdvaja par C, D, a iz drugog
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uslova i aksiome II3 sledi da par A, B ne razdvaja par E, D. Iz poslednja
dva zakljucka na osnovu aksiome Il imamo da par E, C ne razdvaja par
A, B. Ponavljajuéi ovakav postupak dolazimo do sledeée teoreme:

Teorema 11.3.1. Za proizvoljne tri kolinearne tacke A, B i C, postoji
beskonacno mnogo tacaka M, takvih da par A, B ne razdvaja par C', M.

Sada mozemo preci na definiciju duzi:
Definicija 11.1. DuZ je skup tri kolinearne tacke A, B i C' i svih tacaka

M takvih da par A, B ne razdvaja par C, M. Tacke A i B su krajnje tacke
duzi, a sve ostale tacke su unutrasnje tacke duzi.

AMCB D

Slika 11.3.

Neka je D takva tacka da par A, B razdvaja C, D (Slika 11.3.). Ponovimo
opisani postupak, menjajuéi tacku C', tackom D. Posmatrajué¢i skup tacaka
koji ¢ine tacke A, B, D i sve tacke N takve da par A, B ne razdvaja par D,
N, dobijamo jos jednu duz sa istim krajnjim tackama A i B. Pokaza¢emo
da ni jedna tacka prve duzi ne moze pripadati drugoj duzi. Dovoljno je
dakle dokazati da par M, D uvek razdvaja par A, B. U stvari, ako M, D
ne razdvaja par A, B, a po definiciji unutrasnjih ta¢aka prve duzi par M,
C ne razdvaja par A, B, primenom aksiome II5 dobijamo da par A, B ne
razdvaja ni par C', D, §to je u protivure¢nosti sa pretpostavkom o rasporedu
tacaka A, B, C'i D. Dakle, par A, B uvek razdvaja par M, D, $to znaci da
tacka M ne pripada drugoj duzi. Potpuno analogno se dokazuje da tacka
N druge duzi ne moze pripadati i prvoj duzi. Dakle, ove dve duzi nemaju
unutrasnjih zajednickih tacaka. Na taj nacin je dokazana sledeca teorema:

Teorema 11.3.2. Dwve tacke prave odreduju na njoj dve duzi koje nemaju
zajednickih unutrasnjih tacaka.

Definicija 11.2. Za dve duzi odredene dvema tackama jedne prave kazemo
da dopunjuju jedna drugu.
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Da bi duz razlikovali od njene dopunske duzi pored krajnjih tacaka uvek
navodimo i jednu unutrasnju tacku te duzi. Tako npr. ako par C, D razdvaja
par A, B, tada duzi ABC i ADC dopunjuju jedna drugu.

Neka su A, B i M tri tacke neke elipticke prave. Tacka M pripada samo
jednoj od dve duzi AB. Otuda sledi teorema:

Teorema 11.3.3. Tacka elipticke prave ne odreduje na toj pravoj dve
poluprave.

Teorema 11.3.4. Prava elipticke ravni ne odreduje u toj ravni dve polu-
raUNI.

Dokaz. Neka je a prava ravni o i A i B dve proizvoljne tacke ravni o van
prave a. Prave AB i a uvek imaju zajednicku tacku P. Ali na pravoj AB
uvek postoji duz AB koja ne sece pravu a. To upravo zna¢i da prava a u
ravni a ne odreduje dve poluravni. O

Teoreme 11.3.3. 1 11.3.4. pokazuju da se u eliptickoj geometriji ugao ne
moze definisati kao skup dve poluprave sa zajednickom pocetnom tackom, jer
u eliptickoj geometriji nema polupravih u onom smislu u kome se pojavljuju
u euklidskoj i hiperbolickoj geometriji. Iz istih razloga se ne moze ni diedar
definisati kao skup dve poluravni sa zajednickom grani¢nom pravom.

Posmatrajmo u ravni « prave a, b, ¢ i d koje prolaze kroz istu tacku S i
pravu u koja ne prolazi kroz tacku S. Oznac¢imo sa A, B, C i D presecne
tacke redom pravih a, b, ¢ i d sa pravom wu.

Slika 11.4.

Definicija 11.3. Ako posmatrani par tacaka A, B razdvaja par tacaka C,
D, tada kazemo da par pravih a, b razdvaja par pravih c, d.
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Prema aksiomi Il sledi da razdvojenost parova pravih ne zavisi od izbora
prave u.

Neka su a i b dve prave elipticke ravni i O njihova zajednicka tacka. Nije
tesko pokazati da kroz tacku O prolaze druge dve prave c i d, takve da par
a, b razdvaja par ¢, d i beskonatno mnogo pravih m, takvih da par a, b ne
razdvaja par ¢, m (Slika 11.4.).

Definicija 11.4. Ugao u eliptickoj ravni je unija pravih a, b, ¢ koje prolaze
kroz tacku O te ravni i svih pravih m koje prolaze kroz tacku O, pri ¢emu
par pravih ¢, m ne razdvaja par pravih a, b. Prave a i b su kraci ugla. Prava
m je unutra$nja prave ugla. Tacka O je teme ugla. Tafke sa unutrasnjih
pravih su unutrasnje tacke ugla.

Ako je d prava iste elipticke ravni, pri ¢emu i ona prolazi kroz tacku
O, tako da par pravih a, b razdvaja par pravih ¢, d, pored ugla sa kracima
a, b i unutrasnjom pravom c, moze se posmatrati i ugao sa kracima a, b i
unutrasnjom pravom d. Ta dva ugla nemaju zajednickih tacaka van pravih
aib.

Definicija 11.5. Za gore posmatrana dva ugla acb i adb sa kracima a i b
kazemo da se dopunjuju

Svaka prava ravni « kroz tacku O, razlic¢ita od pravih a i b pripada ili
uglu acb ili uglu adb. Dakle, svaka prava koja ne pripada kracima a i b je
unutrasnja tacka jednog od ta dva ugla.

Teorema 11.3.5. Neka su A, B i C tri nekolinearne tacke, u i v’ dve prave
koje me prolaze ni kroz jednu od tih tacaka. Neka su P, P'; Q, Q" i R, R’
tacke u kojima prave u i u' seku redom prave AB, BC i AC. Tada, ako par
P, P’ ne razdvaja par A, B a par Q, Q' ne razdvaja B, C, tada ni par R,
R’ ne razdvaja par A, C.

Dokaz. Prave uiu se seku u tacki S. Oznacimo sa E presecnu tacku pravih
SB i AC (Slika 11.5.). Tacke A, B, P, P'i A, E, R, R' zadovoljavaju uslove
aksiome Ilg, pa kako P, P’ ne razdvaja A, B to ni R, R ne razdvaja A, E.
Aksiomu Il sada primenimo na tacke B, C, Q, Q" i E, C, R, R'. Par tacaka
Q, Q' ne razdvaja par B, C sledi da par R, R’ ne razdvaja E, C. Dobili
smo da par R, R’ ne razdvaja niti A, E, niti E, C pa prema aksiomi II5,
par R, R’ ne razdvaja ni par A, C, a to je i trebalo dokazati. O
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Slika 11.5.

Par tacaka P, P’ ne razdvaja par A, B pa tacke P, P’ pripadaju istoj
duzi AB. Analogno, tacke Q, Q' pripadaju istoj duzi BC, a tacke R, R’
istoj duzi AC. Drugim rec¢ima, kada tacka P odreduje duz AB i tacka @
odreduje duz BC, tada presecna tacka R pravih PQ i AC odreduje duz AC.

Slika 11.6.

U euklidskoj i hiperbolickoj geometriji trougao je skup tri nekolinearne
tacke i tri duzi koje su odredene tim trima tackama. U eliptickoj geometriji
tri nekolinearne tacke odreduju Sest duzi. Ako je i u eliptickoj geometriji
trougao skup od tri nekolinearne tacke i tri duzi od ukupno Sest, koliko
je odredeno sa tri tacke, treba odrediti tri duzi koje ¢e imati ulogu strana
trougla. Njih éemo odrediti tako da i u eliptickoj geometriji bude zadovoljen
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zahtev PaSove aksiome (Slika 11.6.). To znaci da prava koja sece jednu
stranu trougla mora seéi jos samo jednu stranu tog trougla. Na osnovu
prethodne teoreme zaklju¢ujemo da izbor trece strane trougla ne zavisi od
izbora pomenute prave, ako su dve strane trougla ve¢ utvrdene.

Definicija 11.6. Unutrasnji ugao trougla je onaj od dva ugla sa vrhom u
temenu trougla, ¢ije unutrasnje prave seku suprotnu stranicu trougla.

Definicija 11.7. Unutrasnja tacka trougla je ona tacka ravni u kojoj se
seku unutrasnje prave dva unutrasnja ugla trougla.

Dakle, izborom stranica trougla odredeni su njegovi uglovi i njegova
unutrasnja oblast.

11.4 Aksioma neprekidnosti elipticke geometrije

Grupa aksioma neprekidnosti elipticke geometrije sastoji se od samo
jedne aksiome.

III; Neka su sve unutrasnje tacke duzi AB podeljene na dve klase M 1
N, tako da vazi

(i) M#ADIiN#0,

(i1) Za proizvoljne tacke P € M i Q € N par A, Q razdvaja par P, B.

Tada u jednoj od klasa M i N postoji tacka X, takva da par A, X
razdvaja par P, B, a par X, B razdvaja par A, Q.

Nije tesko dokazati analogno tvrdenje za uglove: Ako se skup svix unut-
radnjih pravih nekog ugla podeli na dve klase, tada u jednoj od te dve klase
postoji prava koja zadovoljava analogne uslove kao tacka X iz aksiome III;.

11.5 Aksiome podudarnosti elipticke geometrije

Slede¢a grupa aksioma opisuje relaciju podudarnosti duzi elipticke ge-
ometrije. Oznac¢avamo je sa =2.
IV, Svaka duZ AB podudarna je sama sebi, tj. AB = AB i AB =~ BA.

IVy Ako je duz AB podudarna duzi A'B’ tada je i dui A’B’' podudarna
duzi AB.

IV3 Ako je duz A'B’ podudarna duzi AB i duz A" B" podudarna duzi AB,
tada je duz A'B' podudarna duzi A" B".
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IV4 Ako je C unurasnja tacka duzi AB, tada ni jedna od duzi AC i BC
nije podudarna duzi AB.

IV Ako je duz AB podudarna duzi A'B’, a C je unutrasnja tacka duzi AB,
tada postoji unutrasnja tacka C' duzi A’B’ takva da je

AC=AC" i BC=BC.
IV Dopune podudarnih duzi su podudarne.

IV Za svaku tacku A prave a postoji tacka B prave a takva da su dve duZi
AB koje se medusobno dopunjuju, podudarne.

Definicija 11.1. Tacke A i B iz aksiome IV; su suprotne tacke prave, a
svaka od dve duzi AB predstavlja polupravu te prave.

Dakle, kao posledica aksiome IV7 sledi tvrdenje: poluprave iste prave su
medu sobom podudarne. Sledeta aksioma zahteva da su i poluprave raznih
pravih medu sobom podudarne.

IVs Proizvoljne dve poluprave su podudarne medu sobom.

Definicija 11.2. Neka je tacka O teme nekog ugla, a O; i O2 tacke na
kracima tog ugla suprotne tacki O. Ona od duzi 0103, ¢ije su unutradnje
tacke istovremeno i unutrasnje tacke posmatranog ugla je presecna duz. Dva
ugla su podudarna, ako su preseéne duzi tih uglova podudarne.

IVg Ako za trouglove ABC i A'B'C’" vazi
ABX A'B', AC=A'C' i LA=LA,
tada je 1 BC = B'C’. A ako je
AB= AB, AC=2AC i BC=B(C,
tada je LA = LA,
Teorema 11.5.1. Ako je duz AB razlicita od poluprave, i A’ proizvoljna

tac¢ka neke prave a', tada na pravoj a’ postoje tacno dve tacke B' i B”, takve
da je jedna od duzi A'B’ i jedna od duzi A'B" podudarna datoj duzi AB.

Dokaz. Ozna¢imo sa A; tacku prave AB suprotnu tacki A, sa A} tacku
prave a’ suprotnu tacki A’. Prema aksiomi IVg, poluprava AA;B je po-
dudarna svakoj od dve poluprave A’A). Tacka B je unutrasnja tacka duzi
AA1 B, pa prema aksiomi V5, svaka od duzi A’A] ima po jednu unutrasnju
tacku B’, tj. B” takve da je AB = A'B’ i AB = A’B”, a to je i trebalo
dokazati. O
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11.6 Polaritet u eliptickoj geometriji

11.6.1 Polaritet u eliptickoj ravni

Definicija 11.1. Ugao podudaran svom naporednom uglu je prav.

Oznac¢imo sa O teme pravog ugla, a sa O1 i O3 tatke suprotne tacki O na
kracima tog ugla. Jedna od dve duzi O10, karakteriSe jedan a druga onaj
drugi ugao u temenu O. Ove dve duzi 0102 su podudarne jer odgovaraju
podudarnim uglovima. Dakle, dokazana je teorema:

Teorema 11.6.1. Preseéna duZ pravog ugla je poluprava.
Na osnovu aksiome Vg i teoreme 11.6.1. dobijamo da vazi
Teorema 11.6.2. Dva proizvoljna prava ugla su podudarna medu sobom.

Teorema 11.6.3. Sve tacke ravni o koje su suprotne datoj tacki A € «
pripadaju istoj pravoj, pri cemu je ta prava ortogonalna na svaku pravu koja
prolazi kroz tacku A.

Slika 11.7.

Dokaz. Neka su eliptickoj ravni o date dve prave p i q koje prolaze kroz
tacku A ravni «. Oznacimo sa P i ) proizvoljne tacke redom pravih p i
q razlicite od tacke A (Slika 11.7.). Posmatrajmo ona dva trougla APQ
Cija je zajednicka strana jedna od duzi P@). Strane jednog od tih trouglova
podudarne su strannama drugog pa su na osnovu aksiome IVy uglovi tih
trouglova podudarni. Jedan par takvih uglova je npr. onaj sa temenom u
tacki P. Kako se oni medusobno dopunjuju, to je svaki od njih prav. To
znacti da prava P(@) see ortogonalno pravu p. Analogno, prava P(Q) sece
ortogonalno i pravu gq.
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Ozna¢imo sa R proizvoljnu tacku prave P(Q) razlicitu i od P i od Q.
Uoc¢imo ona dva trougla AQR ¢ija je jedna zajednicka strana jedna od duzi
QR. Duz QR je podudarna sama sebi na osnovu aksiome IVsy. Takode i dve
duzi AQ su podudarne medu sobom, jer je svaka od njih poluprava. Kako
su i dva prava ugla kod temena @) podudarna , na osnovu aksiome [Vy sledi
da je i treéi par AR pomenutih strana podudaran, tj. duzi AR su poluprave.
To znaci da je na pravoj r tacka R suprotna tacki A. Odavde zaklju¢ujemo
i da su uglovi kod temena R pravi.

S obzirom na to da je R proizvoljna tacka prave PQ), to znaci da svaka
prava ravni «, koja prolazi kroz tacku A sete ortogonalno pravu PQ i to u
tacki suprotnoj tacki A. Na taj nacin je teorema dokazana. O

Definicija 11.2. Prava koja se pominje u Teoremi 11.6.3. naziva se polara
tacke A.

Teorema 11.6.4. Kroz tacku P na pravoj p prolazi tacno jedna normala
na pravu p.

Teorema 11.6.5. Sve normale na pravu a ravni «, koje pripadaju ravni o,
seku se u jednoj tacki. Njeno odstojanje od podnoZja svake normale podu-
darno je polupravoj.

Dokaz. Oznac¢imo sa P tacku prave a, a sa p normalu u tacki P na pravu a.
Oznaéimo dalje sa A tacku suprotnu tacki P. Tada je prava a polara tacke P.
Ako je @ jos jedna tacka te polare, onda je prava AQ normala na tu polaru
i tacka @ je suprotna tacki A. Dakle, normale u tackama P i () na pravu a
prolaze kroz istu tacku A, pri ¢emu je duz AP podudarna polupravoj. Kako
je @ proizvoljna tacka sa navedenim osobinama sledi tvrdenje teoreme. [

Definicija 11.3. Pol prave a jeste tacka u kojoj se seku sve normale na
pravu a ravni a.

Na osnovu teorema 11.6.4. 1 11.6.5. imamo:

Teorema 11.6.6. Tacka A je pol prave a ako i samo ako je prava a polara
tacke A.

Teorema 11.6.7. Ako polara tacke A prolazi kroz tacku B, tada i polara
tacke B prolazi kroz tacku A.

Dokaz. Neka tacka B pripada polari tacke A. Tada je duz AB poluprava. S
druge strane, sve tacke Cija su rastojanja od tacke B podudarna polupravoj
¢ine polaru tacke B. To znaci da da tacka A pripada polari tacke B. O
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11.6.2 Polaritet u eliptickom prostoru

Definicija 11.4. Pravan je normalna na ravan «, ako je normalna na svaku
pravu koja prolazi kroz preseénu tacku prave n i ravni a.

Teorema 11.6.8. Ako je prava n normalna na dve prave ravni o koje pro-
laze kroz presecnu tacku prave m i ravni o, onda je prava n normalna na
ravan o.

Ova teorema se pokazuje analogno odgovarajucoj teoremi u apsolutnoj
geometriji.

Teorema 11.6.9. Sve tacke eliptickog prostora koje su suprotne tacki P
pripadaju istoj ravni. Ta ravan je normalna na sve prave koje prolaze kroz
tacku P.

Dokaz. Oznac¢imo sa r proizvoljnu pravu koja sadrzi tacku P, a sa o i 3
dve razne ravni koje sadrze pravu r. Sa a i b ozna¢im polare tacke P redom
u ravnima « i 5. Svaka od pravih a i b sete pravu r u tacki R, tako da je
duz PR poluprava. Prema Teoremi 11.6.8. ravan m odredena pravama a i b
je normalna na pravu r.

Oznac¢imo sa s proizvoljnu pravu koja sadrzi tacku P. Ona uvek prodire
ravan w. Oznac¢imo sa S zajednicku tacku prave s i ravni m. Prava RS
pripada ravni 7, koja je normalna na pravu r, pa sledi da je prava RS
normalna na pravu r. Po konstrukciji, PR je poluprava, pa je u ravni PRS
prava RS polara tacke P. Prema tome, i duz PS je poluprava i prava s je
normalna na pravu RS ravni 7 (Slika 11.8.).

Slika 11.8.
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Da bismo dokazali da je prava s normalna na ravan m dovoljno je da
dokazemo da je prava s normalna na jo$ jednu pravu ravni 7 kroz tacku S
razli¢itu od prave RS.

Oznac¢imo sa p, pravu ravni 7 koja prolazi kroz tacku S. Ozna¢imo zatim
sa A1 B presecne tacke prave p redom sa pravama a i b. Prave a i b su polare
tacke P redom u ravnima « i 5. Dakle, tacke A i B pripadaju redom dvema
polarama tacke P. To znaci da je prava p, koja je odredena ovim dvema
tackama, polara tacke P u ravni PAB i pritom je prava s normalna na p.

Dakle, prava s je normalna na dve prave RS i p ravni m, pa je prava s
normalna na ravan 7, a to je i trebalo dokazati. O

Definicija 11.5. Ravan iz Teoreme 11.6.9. naziva se polarna ravan tacke P

Teorema 11.6.10. U eliptickom prostoru se sve normale ravni seku u jed-
noj tacki. Odstojanje te tacke od podnozja svake mormale podudarno je
polupravoy.

Dokaz. Neka je u eliptickom prostoru data ravan m« i tacka A ravni 7.
Oznagimo sa a pravu koja prolazi kroz tacku A i normalna je naravan .
Neka je P tacka suprotna tacki A i neka je B proizvoljna tacka ravni 7.
Prema Teoremi 11.6.9. vazi da je PB normalna na 7 i PB je poluprava.
To znaci da sve normale na 7 prolaze kroz istu tacku P i odstojanje te
tacke od ravni w, duz svake normale, podudarno je polupravoj eliptickog
prostora. Il

Definicija 11.6. Tacka ¢ija je egzistencija pokazana u teoremi 11.6.10. na-
ziva se pol posmatrane ravni.

Na osnovu izlozenog vazi teorema:

Teorema 11.6.11. Ako je u eliptickom prostoru tacka P pol ravni w, tada
je ravan w polarna ravan tacke P.

Teorema 11.6.12. Ako u eliptickom prostoru polarna ravan tacke P sadrzi
tacku @, tada i polarna ravan tacke Q sadrzi tacku P.

Dokaz. Neka tacka ) pripada polarnoj ravni tacke P. Tada je duz PQ
poluprava normalna na ravan m, a to upravo znaci da tacka P pripada po-
larnoj ravni tacke Q. O
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11.7 Konjugovane prave

U eliptickom prostoru posmatrajmo pravu ¢ i dve tacke A i B prave g.
Oznaéim sa a i 8 redom polarne ravni tacaka A i B. U eliptickoj geometriji
dve ravni se uvek seku. Oznacimo sa ¢’ prese¢nu pravu ravni « i f3.

Tada pol ravni v koja sadrzi pravu g pripada pravoj g'. Dokazimo to.
Ravan v sadrzi tacku A pa na osnovu Teoreme 11.6.12. sledi da njen pol
pripada ravni «. Na isti na¢in on pripada i ravni 5, pa mora pripadati i
presecnoj pravoj ¢’ ravni o i 8. Vazi i obratno: polarna ravan proizvoljne
tacke G' prave ¢’ sadrzi pravu g. Dokazimo to. Tacka G’ pripada istovre-
meno ravnima « i 3, §to znac¢i da polarna ravan tacke G’ prolazi kroz tacke
A i B. Dakle, svaka tacka prave g pripada polarnoj ravnineke tacke prave
g'. Na osnovu Teoreme 11.6.12. to znaci da polarna ravan svake tacke prave
g sadrzi pravu ¢'.

Dakle, prave g i ¢’ imaju osobinu da polarna ravan svake tacke jedne od
njth sadrzi drugu ¢ da pol svake ravni koja sadrzi jednu od tih dveju pravih,
pripada drugoj.

Definicija 11.1. Za dve prave kazemo da su konjugovane ako imaju osobinu
da polarna ravan svake tacke jedne od njih sadrzi drugu i da pol svake ravni
koja sadrzi jednu od tih dveju pravih, pripada drugoj.

Teorema 11.7.1. Svaka ravan koja sadrzi jednu od dve konjugovane prave,
normalna je na drugu. Vazi i obrnuto, ravan koja je normalna na jednu od
dve konjugovane prave sadrzi drugu.

Dokaz. Neka su g i ¢’ dve konjugovane prave a 7 ravan koja sadrzi pravu g.
Pol svake ravni koja sadrzi pravu ¢’ prpada pravoj g. Kako je svaka prava
koja prolazi kroz pol ravni normalna na tu ravan, zakljucujemo da je prava
¢’ normalna na ravan +.

Obratno, neka je ravan « normalna na jednu od dve konjugovane prave
g ig'. Neka je to prava g. S obzirom na to da pol proizvoljne ravni pri-
pada svim normalama na tu ravan, zaklju¢ujemo da pol ravni v pripada
pravoj g, odakle, prema definiciji konjugovanih pravih sledi da ravan v sadrzi
pravu g'. O

Iz Teoreme 11.7.1. neposredno sledi:
Teorema 11.7.2. Dve konjugovane prave nisu komlanarne.

Teorema 11.7.3. Prava koja sece dve konjugovane prave je normalna na
svaku od njih.
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Dokaz. Ozna¢imo sa g i ¢’ dve konjugovane prave a sa p pravu koja ih sece.
Prema Teoremi 11.7.1. prava g je normalna na svaku ravan koja koja sadrzi
pravu ¢’, pa i na ravan odredenu pravama P i ¢’. Prava g je normalna na
sve prave te ravni pa i na pravu p. Analogno dokazujemo da je i prava ¢’
normalna na p. O

Teorema 11.7.4. Prva koja sece ortogonalno jednu od dve konjugovane
prave, sece ortogonalno i drugu pravu.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 11.7.3. dovoljno je da dokazemo da prava koja
sece ortogonalno jednu od dve konjugovane prave, se¢e i drugu. Neka su g
i ¢’ dve konjugovane prave, a prave p i g se seku u tacki P, pri ¢emu je g
normalna na p. Prema Teoremi 11.7.1. ravan koja je u tacki P normalna na
pravu g sadrzi pravu g’ konjugovanu pravoj g. To znaci da se prave ¢’ i p
seku. O

Teorema 11.7.5. Dwe tacke, od kojih jedna pripada jednoj a druga drugoj
od dve konjugovane prave, su suprotne, tj. odreduju polupravu.

Dokaz. Oznac¢imo sa G i G’ proizvoljne tacke redom dveju konjugovanih
pravih gi¢’. Polarna ravan tacke G sadrzi pravu ¢’, a prava GG’ je normalna
na tu ravan. To znaci da je GG’ poluprava. (|

Teorema 11.7.6. Tacka cije je odstojanje od tacaka jedne od dveju konju-
govanih pravih podudarno polupravoj, pripada drugoj od tih pravih.

Dokaz. Neka su g i ¢’ dve konjugovane prave. Prema Teoremi 11.7.5. je
odstojanje svake tacke prave ¢’ od prave g podudarno polupravoj. Treba jo$
pokazati da svaka tacka Cije je odstojanje od prave g podudarno polupravoj,
pripada pravoj ¢’. Ako je G’ jedna takva tacka, a G' podnozje normale iz
tacke G’ na pravu g, duz GG’ je podudarna polupravoj. Ravan koja je u
tacki G’ normalna na pravu GG’ sadrzi pravu g. Lako se uocava da je pol te
ravni upravo tacka G’. O

11.8 Kilifordove paralele

Neka su g i ¢’ dve konjugovane prave, A i B tacke na pravoj g, dok su A’
i B’ tacke na pravoj ¢, takve da su duzi AB i A’B’ podudarne, ali razlicite
od poluprave. Obelezimo sa a pravu AA’, a sa b pravu BB’.

Uocimo proizvoljnu tacku P prave a, i ozna¢imo sa ) podnozje normale
iz tacke P na pravu b (Slika 11.9.). Pokaza¢emo da je duz PQ podudarna sa
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Slika 11.9.

duzima AB i A’B’. Na odsecku AA’, koji ne sadrzi tacku P, uo¢imo tacku
A; takvu da vazi A’A; = AP. Prema konstrukciji je AB = A’B’ i kako je
prava a, kao prava koja spaja tacke konjugovanih pravih ¢ i ¢/, normalna na
svaku od njih, to su trouglovi AAPB i AA’A; B’ podudarni. Iz podudarnosti
sledi da je PB = A B’. Kako kranje tacke duzi BB’ i AA’ pripadaju dvema
konjugovanim pravama i kako je AA’ =2 AP + PA' = A’A1 + AP = PA;,
to su duzi BB’ i AA" podudarne. Dakle, trouglovi ABPB’ i APB’'A; su
podudarni. Posto su PQ i B’ A’ visine ovih trouglova, one su medu sobom
podudarne.

Na isti nacin se pokazuje da je odstojanje ma koje tacke prave b od prave
a podudarno duzima AB i A'B’.

Kako su duzi AB i A’ B’ podudarne, ali razlicite od poluprave, prave a i
b nisu konjugovane. Na taj nac¢in smo dokazali egzistenciju pravih koje nisu
konjugovane, a koje imaju osobinu da su odstojanja tacaka jedne od njih do
druge, podudarna medu sobom.

Definicija 11.1. Prave koje imaju osobinu da su odsojanja tacaka jedne od
njih do druge podudarna medu sobom, a nisu konjugovane prave nazivaju
se Klifordove paralele.

Klifordove paralele postaju konjugovane prave kada je odstojanje tacaka
jedne prave od druge jednako polupravoj.

Kako smo pokazali da je prava koja seCe dve konjugovane prave, nor-
malna na svakoj od njih, za par Klifordovih paralela ova teorema nije zado-
voljena. Medutim, vazi teorema oblika:

Teorema 11.8.1. Normala konstruisana iz tacke jedne od Klifordovih par-
alela na drugu, normalna je i na prvoj paraleli.
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b |B
a
A, A
Slika 11.10.

Dokaz. Neka su a i b Klifordove paralele i neka je B podnozje normale
konstruisane iz tacke A prave a na pravu b (Slika 11.10.). Ako prava AB
nije normalna i na pravu a, neka je A; podnozje normale konstruisane iz
tacke B na pravu a. S obzirom na definiciju Klifordovih paralela, duzi AB
i BA; su podudarne, Dakle, trougao ABAA; je jednakokrak.

Kako su kod trougla uglovi naspram podudarnih stranica podudarni,
posmatrani trougao ima dva prava ugla. Tada je svaka od duzi AB i A1B
poluprava, tj. prave a i b su konjugovane.

Dakle, prava AB je u svakom slu¢aju normalna i na pravu a. O

Ako se tacke A i A; ne poklapaju, prave a i b su konjugovane prave, pa
tome vazi:

Teorema 11.8.2. Kroz svaku tacku jedne od Klifordovih paralela, koje nisu
istovremeno konjugovane prave, prolazi jedna i samo jedna zajednicka nor-
mala tih paralela.

Teorema 11.8.3. Ako je g zajednicka normala dveju Klifordovih paralela,
tada njoj konjugovana prava g' secée svaku od paralela pod pravim uglom.

Slika 11.11.

Dokaz. Oznac¢imo sa A i B zajednicke tacke normale g redom sa svakom
od Klifordovih paralela a i b (Slika 11.11.). Neka je A’ tacka prave a koja je



11.8. Klifordove paralele 269

suprotna tacki A, a B’ tacka prave b, koja je suprotna tacki B. Prava A’'B’ je
konjugovana pravoj g. Kako g ima samo jednu konjugovanu pravu, to treba
pokazati da je prava A’ B’ normalna na svakoj od pravih a i b. Medutim, to
je direktna posledica Teoreme 11.7.4. O

Pokazaéemo i sledecu osobinu:

Teorema 11.8.4. Ako tacka A ne pripada konjugovanoj pravoj prave a,
tada kroz tu tacku prolaze uvek dve i samo dve Klifordove paralele prave a.

by N |A
g b2
a \ 3_
B’ 4 B
g
All
Slika 11.12.

Dokaz. Neka je B podnozje normale konstruisane iz tacke A na pravu a.
Obelezimo sa ¢’ pravu koja je konjugovana pravoj g = AB (Slika 11.12).
Ona sece pravu a ortogonalno. Neka je B’ tacka preseka. Ako su A’ i A”
tacke prave ¢’ tako da je B'A’ = B’A” = AB, prave AA’ i AA” su Klifordove
paralele prave a.

Ako tacka A pripada pravoj koja je konjugovana pravoj a, onda je AB
poluprava A’A = 2d, odakle sledi da se tacke A’ i A poklapaju. Dakle, prave
AA" 1 AA” se poklapaju i to je prava koja je konjugovana pravoj a, jer se
dve njene tacke A i A’ = A" nalaze na odstojanju d od prave a.

Potrebno je pokazati da kroz tacku A prolazi najvise dve Klifordove
paralele prave a. Pretpostavimo da pored AA’ = by i AA” = by, kroz tacku
A prolazi jo§ jedna Klifordova paralela ¢, razli¢ita i od by i od by. Duz
AB je zajednicka normala pravih a i ¢. Na osnovu prethodne teoreme, njoj
konjugovana prava ¢’ sece ortogonalno pravu c. Neka je C’ tacka preseka.
Tada, zbog paralelnosi pravih a i ¢ mora vaziti da je AB = B'C’. Dakle,
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tacka O se poklapa sa A’ ili sa A”, tj. prava c se poklapa sa jednom od veé
posmatranih Klifordovih paralela prave a. O

11.9 Kilifordove povrsi

Ispitajmo geometrijsko mesto Klifordovih paralela prave a. Neka ostanu
oznake iz prethodne teoreme i pretpostavimo da tatka A opisuje pravu g,
kreuéi se po njoj. Svaka od dve paralele see pravu g’ ortogonalno i to
tako da je B’A’ = B'’A” = AB. Dakle, kad A opisuje pravu g, paralele,
ostajuéi normalne na g, rotiraju oko g i to jedna na jednu a druga na drugu
stranu. Povrs koja se na taj nacin dobija, podseca na helikoidu u euklidskom
prostoru.

Ispitajmo i geometrijsko mesto Klifordovih pravih, koje se nalaze na
jednakom, unapred zadatom rastojanju d od uoéene prave a. Tada svaka od
paralela by i by opisuje po jednu rotacionu povrs koja podseca na jednograni
hiperboloid. Te dve povrsi imaju zajenicku osu pravu a. Lako je pokazati
da se te dve povrsi poklapaju. Dakle, potrebno je pokazati da svaka tacka
u prostoru, koja se nalazi na odstojanju d od prave a, pripada ma kojoj od
te dve povrsi, npr. onoj koju generise paralela b;.

Slika 11.13.

Neka je A jedna takva tacka, B podnozje normale konstruisane iz tacke
A na pravu a. Tada je AB = d. Obelezimo sa 7 ravan koja prolazi kroz
AB, a normalna je na pravu a (Slika 11.13.). Ta ravan sece pravu by u tacki
By, tako da je BBy = d. Ako prava by u prostoru rotira oko prave a, tacka
Bi u ravni opisuje krug sa srediStem u tacki B, a u izvesnom momentu ¢e
se poklopiti sa tackom A. Prema tome, tacka A pripada povrsi koju opisuje
paralela b;. Kako je A proizvoljna tacka, to sledi da se povrsi generisane
paralelama by i by poklapaju.
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Definicija 11.1. Povr§ koja nastaje kao geometrijsko mesto Klifordovih
pravih, koje se nalaze na jednakom, unapred zadatom rastojanju d od uoc¢ene
prave a, naziva se Klifordova povrs.

Iz prethodnog zakljucujemo da je Klifordova povrs rotaciona povrs sa
osom rotacije a. Lako se moze pokazati da ona ima jo$ jednu osu rotacije,
pravu a’ konjugovanu pravoj a.

Kako prava AB seCe ortogonalno pravu a, onda prema Teoremi 11.7.4.
ona se¢e ortogonalno i njoj konjugovanu pravu a’. Obelezimo sa B’ taj
presek. Kako je BB’ = d, to je AB' = d +d (ili d — d, zavisnosti od
smera). Dakle, posmatrana Klifordova povrs je geometrijsko mesto tacaka
podednako udaljenih od prave a’. Ponavljajué¢i napred opisani postuak,
zakljucujemo da je ona rotaciona povrs sa osom rotacije pravom a’.

Kako je svaka Klifordova povrs rotaciona povrs u odnosu na dve ose, ona
moze da se interpretira na jos jedna na¢in. Posmatrajmo ravan « koja sadrzi
pravu a. Ona sece pod pravim uglom pravu a’. Kako je Klifordova povrs
rotaciona oko prave a’, to je ravan 7w sece po krugu ¢ije je srediste tacka A’
koj se nalazi u preseku prave a’ i ravni m. Kad ravan m rotira oko prave
a 1 taj krug rotira oko prave a, a njegovo srediSte ostaje na konstantnom
rastojanju od prave a, jer ono opisuje pravu a’.

To rastojanje je jednako d, pa je u svakoj ravni 7, prava a polara sredista
A’ tog kruga. Sli¢na razmatranja se mogu primeniti i na pravu a’.



272 11. Elipticka geometrija




Literatura

1]
2]

T. Andelié, Elementarna geometrija, Tehnicka knjiga, Beograd, 1965.

H. J. Dakemoman, Buwcwas zeomempus, IIpocsemenne, Mocksa,
1967.

R. Bonola, Non-euklidean geometry, Dover, 1955.

K. Borsuk and W. Szmielew, Fondations of Geometry, North-Holland
Publishing Company Amsterdam, 1960.

N. Cepinac, Geometrija za vise razrede gimnazije, Stereometrija,
Znanje, Beograd, 1951.

B. H. IHenone, FEaemenmaproe 00Ka3aMEABLCMBO HENPOMUBOP -
yugocmunaarumempuy Jlobaueacrozo, Hayka, Mocksa, 1978.

H. B. E¢pumos, Bucwas zeomempus, Mocksa, 1956.

Euklid, Euklidovi elementi, Prva knjiga, prevod A. Bilimovi¢, Nauéna
knjiga, Beograd, 1949.

Euklid, Euklidovi elementi, Druga knjiga, prevod A. Bilimovi¢, Naucéna
knjiga, Beograd, 1950.

A. L. Fetisov, O euklidskoj i neeuklidskim geometrijama, Skolska knjiga,
Zagreb, 1981.

H. W. Guggenheimer, Plane geometry and its groups, Holden-Day, San
Francisko, 1967.

D. Hilbert, Osnove geometrije, Prevod osmog nemackog izdanja - Z.

Garasanin, Klasi¢ni naucni spisi, Knjiga XIV, Matematicki institut
SANU, Beograd, 1957.

273



274 LITERATURA

[13] D. Lopandi¢, Osnovi i elementi geometrije Lobacevskog sa zbirkom
reSenih zadataka, Skripta, Beograd, 1970.

[14] N. V. Jefimov, Visa geometrija, Naucna knjiga, Beograd, 1948.

[15] B. ®. Karau, Jlobauesckull u ezo z2eomempus: o0bu,edocmynmbl
ouepru, I'ocrexuznm, Mocksa, 1955.

[16] H. S. M. Coxeter and S. L. Greitzer, Geometry revisited, Toronto-New
York, 1967.

[17] B. B. Kyryzos, I'eomempus Jlobay esckozo u 9aemenmul 0cHo8aHull
zeomempuu, 'ocrexuzn, Mocksa, 1955.

[18] N. I. Lobacevski, Geometrijska ispitivanja iz teorije paralelnih linija,
Prevod B. Petronijevi¢a, Nau¢na knjiga, Beograd, 1951.

[19] Z. Luci¢, Fuklidska i hiperbolicka geometrija, Grafiti i Matematicki
fakultet Beograd, 1994.

[20] H. Meschowski, Noneuklidean geometry, Academic pres. New York and
London, 1964.

[21] J. Milnor, Hiperbolic geometry: the first 150 years, Bull. Amer. Math.
Soc. 6 (1982) 9-24.

[22] S. Mintakovié, Aksiomatska izgradnja geometrije, Skolska knjiga,
Zagreb, 1962.

[23] S. Mintakovié, Neeuklidska geometrija Lobacevskog, Skolska knjiga,
Zagreb, 1972.

[24] M. Mitrovié¢, S. Ognjanovié, M. Veljkovié¢, Lj. Petkovié¢, N. Lazarevié,
Geometrija za I razred Matematicke gimnazije, Krug, Beograd, 1998.

[25] L. Mlodinov, Euklidov prozor, Beograd, Laguna, 2005.

[26] H. M. Hecroposuu, [eomempuueckue nocmpoenuu 6 naockocmu
Jobauesckozo Mocksa-Jlenuurpamn, 1951.

[27] V. Nice, Uvod u sinteticku geometriju, Zagreb,1956.

28] A. II. Hopgmen, Eaemenmaproe esedenue 6 2€0MEMPUIO

Jlobaueackozo, Mocgksa, ['ocrexusn, 1953.



LITERATURA 275

[29]

[30]
[31]
32]
33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

M. Prvanovié, Neeuklidske geometrije, Univerzitet u Novom Sadu, Novi
Sad, 1974.

M. Prvanovié, Osnovi geometrije, Gradevinska knjiga, Beograd, 1987.
I. Pucelj, Neevklidicne geometrije, Ljubljana, 1969.
M. Radojci¢, Elementarna geometrija, Nau¢na knjiga, Beograd, 1961.

R. Tosi¢, Zbirka resenih zadataka iz neeuklidske geometrije, Univerzitet
u Novom Sadu, 1971.

B. A. Pozendennvin, Heesxaudosn npocmpancmea, Hayka, Mocksa,
1969.

B. A. Pozendenna, A. II. FOmkesuu , Teopus napassesvHur sunuil
na cpednegexosom eocmore, 1X—XIV BB. Mzmareancrso Hayka,
Mockga, 1983.

M. Stankovié¢, Osnovi geometrije, Prirodno matematicki fakultet, Nis,
2006.

R. Tosi¢, V. Petrovi¢, Zbirka zadataka iz osnova geometrije,
Gradevinska knjiga, Beograd, 1982.

R. Tosi¢, V. Petrovié¢, Problemi iz geometrije - metodicka zbirka za-
dataka, Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Novom Sadu,
Novi Sad, 1995.

JI. K. Tyraes, leomempus Jlobayeackozo: npoexmunas MoOeab,
Muwunck: Benroymusep3urera um. B. V. Jlenuna, 1959.

J. Ulcar, Projektivna i diferencijalna geometrija-Zbirka problema,
Nauc¢na knjiga, Beograd 1969.

V. Variéak, Prvi osnivaci neeuklidske geometrije, Rad. Jugoslav. Akad.
Znan. Umj. 169 (1907), 110-194.

S. Vukmirovié, Modeli geometrije Lobacevskog, Skripta, 2005.



Indeks Pojmova

A

Aksioma
incidencije, 18
linearna, 22
Lobagevskog, 61
neprekidnosti, 18, 30
Arhimedova, 30
Dedekindova, 30
Kantorova, 32
Pasova, 22
paralelnosti, 18, 39
Plejferova, 39
podudarnosti, 18, 27
poretka, 18, 21
veze, 18
Apsoluta, 218
Arhimedov stav, 30

C

C-kriva, 109
Cikl, 110

C

Cetvorougao
Lambertov, 49
Sakerijev, 49

pridruzen, 197

D

Defekt trougla, 41, 46

276

Dopunska jednakost, 195
Duz paralelnosti, 79

E

Ekvidistanta, 110
bazisna prava, 111
geodezijska, 157
osa, 111
osnova, 110
parametar, 112
visina, 112

Ekvidistantna povrs, 144, 149

osnova, 145
parametar, 149
visina, 149
Elipticka duz, 255
Epicikl, 107
osa, 110
Epiciklicka rotacija, 107
Episfera, 144
Fuklidovi elementi, 10, 21

F

Fundamentalna kriva, 109
Funkcija Lobacevskog, 79
analiticki izraz, 178

G

Geometrija
apsolutna, 18



INDEKS POJMOVA

277

elipticka, 169, 251
podudarnost, 259
hiperbolicka, 61
Lobacevskog, 61
neprotivurecnost, 209
nezavisnost, 209
potpunost, 209
prostora, 19

ravni, 19
Rimanova, 169, 251
sferna, 251

H

H-duz, 220

H-izometrija, 224
H-podudarnnost, 223
H-poligonska linija, 220
H-poluprava, 220
H-prava, 218
H-ravan, 218
H-refleksija, 221

osa, 221
H-rotacija, 224
H-tacka, 218
H-translacija, 224
H-trougao, 220
H-ugao, 220
Hipercikl, 110
Hiperparalelne ravni, 133
Hiperparalelogram, 95
Hipersfera, 144, 149
Hipoteza ostrog ugla, 170
Hipoteza tupog ugla, 169

I

Inverzija, 211
centar, 211
polupre¢nik, 211
stepeni koeficijent, 211

K

Kantorov niz, 32
Kantorov stav, 32
Klifordove paralele, 267
Klifordove povrsi, 270
Konjugovane prave, 265
Konus paralelnosti, 130
Krug, 34, 110

inverzija, 211

tangenta, 37

L
Linearni poredak, 26

M

Mimoilazne prave, 134
Model, 209

N
Nesvojstvena temena, 91

0)

Oricikl, 110

osa, 118

visina luka, 120
Orisfera, 144, 146

P

Paralelnost pravih u L?, 64
Paralelogram, 95
Peti Euklidov postulat, 39, 49
Plejferova aksioma paralelnosti, 39
Podudarnost

¢etvorouglova, 85

trouglova, 83
Poenkareov disk model, 218, 233



278

INDEKS POJMOVA

Poenkareov poluravanski model, 234,

241
Pol prave, 262
Pol ravni, 264
Polara tacke, 262
Povrs konstantne krivine, 145
Povrsina mnogougla, 206
Prava, 17
hiperparalelnost u L?
transmisibilnost, 74
hiperparalena ravni, 125
mimoilazna, 21, 134
paralena ravni, 125
Poenkareova, 218
pramen, 97
elipticki, 98
hiperbolicki, 98
parabolicki, 69, 98
presecna, 21
snop, 137
Prostor, 17
hiperbolicki, 62
poluprecnik krivine, 174
Lobacevskog, 62

R

Ravan, 17
Gausova, 211
Hiperbolicka, 62
hiperparalelna ravni, 133
Lobagevskog, 62
paralelna ravni, 132
polarna, 264
Razloziva jednakost, 195
Relacija
H-izmedu, 219
H-pripada, 219
incidencije, 18
izmedu, 17, 26

izmedju
n-toelementna, 26
troelementna, 21
podudarnost
parovova tacaka, 27
uredene n-torke, 30
podudarnosti, 17
razdvojenost parova
pravih, 256
tacaka, 253
transmisibilna, 64

S

Secica jednkog nagiba, 101
Sfera, 144, 145
dijametralni preseci, 168
geodezijske linije, 168
Skup
linearno ureden, 26
Snop pravih
centar, 138
elipticki, 138
hiperboli¢ki, 138
konvergentni, 138
osnova, 138
parabolicki, 138
Srediste ravni, 141

T

Tacka, 17
kolinearnost, 18
komplanarnost, 18
o-kolinearnost, 162
odgovarajuca, 141
raspored, 21

Teorema
Lezandrova, 39

druga, 45
prva, 40
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treca, 47
Trajektorija, 107
pramen
hiperboli¢ki, 111
parabolicki, 118
Trougao
defekt, 41

U

Ugao
paralelnosti, 79
Uglovni defekt mnogougla, 203
Unutrasnja geometrija, 156
ekvidistantne povrsi, 156
orisfere, 160
sfere, 168
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