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PREDGOVOR

Ova knjiga nastala je iz predavanja koja su vise godina unazad drzana
na Prirodno matematikom fakultetu u Nisu na odseku za matematiku iz
predmeta Osnovi geometrije. Delimi¢nim proSirivanjem tih predavanja nas-
tojao sam da u ovoj knjizi izlozim materiju koja se u okviru kursa Osnowvi
geometrije predaje studentima i na drugim univerzitetima u Srbiji. Prema
tome ona predstavlja osnovni udzbenik za ovaj predmet. Osnovna ideja
programa, a samim tim i ovog kursa sastoji se u prezentaciji aksiomatske
metode u geometriji kojom se prilazi ustanovljavanju i razmatranju elemen-
tarnih geometrijskih transformacija ravni i prostora. Ovde nije bio cilj da
se iz navedenog sistema aksioma izvedu sva tvrdenja koja iz njih proisticu,
ve¢ da se izvedu neposredne teoreme i ukaze na bitne karakteristike koje
proisticu iz odgovarajuéih grupa aksioma.

Udzbenik je podeljen na osamnaest glava. Prva glava je uvodnog karak-
tera. Obraduje deduktivnu metodu i istorijat geometrije. U drugoj glavi
uvode se osnovni pojmovi i grupe aksioma u geometriji, aksiome inciden-
cije (veze), aksiome poretka kao i njihove prve posledice. Obradeni su:
duz, poluprava, orjentacija prave, definicija i osobine poluravni, ugaona
linija i ugao, orjentacija ravni, poluprostori i razlaganje prostora pomocu
ravni, diedarska povrs i diedar, Peanovi stavovi o identifikaciji pravih, ravni
i prostora, jednostruko povezane poligonske povrsi, viSestruko povezane
poligonske povrsi, rogljaste povrsi i rogljevi. U trec¢oj glavi su razma-
trane poliedarske povrsi, poliedri, topoloske osobine poliedara, topoloski
pravilni poliedri. Dokazana je Ojlerova teorema za poliedarske povrsi nul-
tog roda. U cetvrtoj glavi su uvedene aksiome podudarnosti i dokazane
njihove prve posledice. Razmatrane su izometrijske transformacije prostora
S™ (n =1,2,3), podudarnost likova, podudarnost duzi i podudarnost uglova.
Definisan je prav ugao. Dokazani su stavovi o podudarnosti trouglova. Raz-
matrani su ¢etvorouglovi u apsolutnoj geometriji, a takode upravnost pravih
i ravni. Peta glava pre svega razmatra podudarnost diedara, ortogonalnost
ravni, triedar i podudarnost triedara. Sesta glava posveéena je izometrijskim
transformacijama ravni S?. U ovoj glavi su obradena specifiéna svojstva
izometrijskih transformacija, a posebno se razmatra osna refleksija ravni 52
i predstavljanje izometrijskih transformacija ravni S? pomoéu osnih reflek-
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sija. Takode je obradena centralna rotacija ravni S2, centralna simetrija
reda n u ravni S2, translacija ravni S?, translatorna (klizajuéa) refleksija
ravni S2. U sedmoj glavi obradene su izometrijske transformacije pros-
tora S3. Takode obradene su specifiéne vrste izometrijskih transformacija
prostora S3: osna rotacija prostora S3, osna simetrija reda n prostora S3,
translacija prostora S3, rotaciona refleksija prostora 52, centralna refleksija
prostora S3, klizajuéa refleksija prostora S3, zavojno kretanje prostora S3.
Neprekidnost u geometriji uvedena je u osmoj glavi. Navodi se Dedekin-
dova aksioma neprekidnosti i izvode neke njene posledice. Takode razmatra
se merenje duzi i merenje uglova u apsolutnoj geometriji. Deveta glava
posvecena je ekvivalentima petog Euklidovog postulata. Navedena je Ple-
jferova aksioma paralelnosti, dokazane Lezandrove teoreme, i obraden niz
tvrdenja ekvivalentih Plejferovoj aksiomi paralelnosti. Dodavanjem Plejfer-
ove aksiome paralelnosti sistemu aksioma apsolutne geometrije u desetoj
glavi dobija se Euklidska geometrija. Takode razmatraju se pojmovi Euk-
lidskog prostora, paralelnosti u E", (n = 1,2, 3), paralelno projektovanje i
Talesova teorema u prostoru E™, kao i pojmovi paralelograma, srednje lin-
ije trougla i znacajne tacke trougla. Izometrijske transformacije ravni E?
obradene su u jedanaestoj glavi. Takode izvrsena je klasifikacija izometri-
jskih transformacija ravni E? i prostora E3. U dvanaestoj glavi uvedene
su i obradene transformacije sli¢nosti i homotetije prostora E™, predstavl-
janje transformacija sli¢nosti ravni E? u kanonskom obliku, sli¢nost likova
u prostoru E", neke primene slicnosti, harmonijske ¢etvorke tac¢aka, pravih
i ravni. Geometrija kruga i sfere obradena je u trinaestoj glavi. Ovde
su obradeni tangentni i tetivni ¢etvorougao, potencija tacke u odnosu na
krug i sferu, inverzija u odnosu na krug i sferu, kao i Apolonijevi prob-
lemi o dodiru krugova. U Cetrnaestoj glavi uvedena je razloziva i dopunska
jednakost likova u geometriji. Takode obradeno je merenje figura u ravni
E? i prostoru E3. Dodavanjem aksiome Lobagevskog sistemu aksioma ap-
solutne geometrije u petnaestoj glavi dobija se hiperboli¢ka ili geometrija
Lobacevskog. Razmatrane su paralelne i hiperparalelne prave u ravni L?
kao i njihove osobine. Uveden je ugao paralelnosti i funkcija Lobacevskog.
Sesnaesta glava posveéena je geometriji trouglova i ¢etvorouglova u ravni
L?. U sedamnaestoj glavi obradene su karakteristi¢ne krive i povrsi u ravni
L? i prostoru L3. Posebno su obradeni epicikli u ravni L?, prave i ravni
u prostoru L3, klasifikacija izometrijskih transformacija prostora L? i L3,
episfere prostora L3 kao i unutrasnja geometrija orisfere. U glavi 18 pred-
stavljen je Poenkareov model geometrije Lobacevskog. Takode dat je osvrt
na neprotivure¢nost geometrije Lobacevskog.

Tematski, sadrzaj knjige je podeljen na tri celine. Prvu celinu ¢ine
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glave 2-9 i ona je posvelena apsolutnoj geometriji. Nakon uvodenja ak-
siome paralelnosti u zavisnosti od toga da li je uvedena Plejferova aksioma
paralelnosti ili aksioma Lobacevskog, apsolutna geometrija se razvija u dva
smera tako da se dobijaju dve potpuno razli¢ite geometrije: Euklidska i
geometrija Lobacevskog. Glave 10-14 ¢ine drugu celinu i obraduju prob-
lematiku Euklidske geometrije. Ostatak knjige obraduje problematiku ge-
ometrije Lobacevskog.

Recenzentima, dr Svetislavu Mincic¢u i dr Ljubici Velimirovi¢ se ovom pri-
likom najsrdacnije zahvaljujem za pomo¢ koju su mi pruzili, svojim primed-
bama i sugestijama, u pripremi ovog udzbenika. Oni su na taj nacin doprineli
da pojedini delovi u knjizi budu ta¢nije i preciznije izlozeni. Zahvaljujem se
i svima onima koji su na bilo koji na¢in doprineli da ova knjiga ugleda svet-
lost dana. Naravno bi¢u zahvalan i svima onima koji ¢e svojim sugestijama,
predlozima i primedbama doprineti poboljSanju ovog udzbenika.

Nis, juna 2006. godine Autor
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Glava 1

Uvod

1.1 O deduktivnoj metodi

U izgradnji bilo koje valjano zasnovane teorije nije moguce dokazati sve
stavove i definisati sve pojmove. Naime, prilikom uvodenja nekog novog po-
jma moramo koristiti neki pojam za ¢ije je uvodenje pak koris¢en opet neki
pojam itd. Da bismo izbegli cikli¢no definisanje ili beskonacni niz definicija
moramo se u jednom trenutku opredeliti da nam neki pojmovi budu pocetni
i te pojmove ¢emo prihvatiti bez definisanja. Njih ¢emo zvati osnovnim
ili nedefinisanim pojmovima, dok ¢emo sve ostale pojmove ¢iji je sadrzaj
dobijen koriséenjem osnovnih pojmova zvati definisanim ili izvedenim po-
jmovima. Iskaze kojima se odreduje sadrzaj izvedenih pojmova nazivamo
definicijama.

Takode, prilikom utvrdivanja istinitosti nekog tvrdenja neophodno je
pozivanje na druge stavove za koje je takode potrebno utvrditi istinitost uz
pomo¢ nekih drugih tvrdenja i stavova itd. I ovde, ukoliko zelimo da izbeg-
nemo cirkularno dokazivanje, upadamo u beskona¢nu regresiju. Radi toga
proces dokazivanja moramo zapoceti nekim stavovima ¢ija se istinitost pret-
postavlja da vazi bez dokazivanja. Te pocetne stavove zvac¢emo aksiomama
ili osnovnim stavovima teorije. Ostale stavove ¢iju istinitost izvodimo zvace-
mo teoremama ili izvedenim stavovima.

Jedna od vaznih naucnih disciplina koja se moze zasnovati u skladu sa
navedenim principima jeste logika. Svaka druga naucna teorija koja se zas-
niva na navedenim principima obi¢no je utemeljena na veé postojecoj logici.
U tom slucaju logika se pretpostavlja. Na taj nac¢in pojmove logike upotre-
bljavamo u formulacijama aksioma, teorema i definicija bez nekog blizeg

9



10 1. Uvod

odredenja, a logicke stavove primenjujemo bez posebnog dokazivanja. U iz-
gradnji neke matematicke discipline ponekad je pored logike potrebno koris-
titi i neku drugu veé zasnovanu matematicku disciplinu. Te naucne discipline
koje zajedno sa logikom prethode zasnivanju neke matematicke teorije nazi-
vamo pretpostavljenim disciplinama. Za izgradnju geometrije pored logike
potrebno je pretpostaviti teoriju skupova, a takode i aritmetiku sa teorijom
realnih brojeva.

Napred opisana metoda izgradnje neke matematicke teorije naziva se
deduktivna ili aksiomatska metoda, a na taj naéin zasnovane discipline ak-
siomatskim ili deduktivnim teorijama.

Ako osnovne pojmove neke deduktivne teorije zamenimo odgovarajuéim
promenljivim x,, z, . .., onda aksiome i teoreme te teorije postaju valjane
formule P(x,y, z,...), Q(z,y,2,...), ... koje x,y, z, . .. sadrze kao slobodne
promenljive. U tom sluc¢aju za proizvoljno izabrane objekte XY, Z,...
mozemo ustanoviti da li zadovoljavaju aksiome, tj. da li su formule P, @, ...
istinite kada promenljive x,y, z, ... zamenimo sa X,Y, Z,.... Tada za ob-
jekte XY, Z, ... kazemo da predstavljaju model ili realizaciju deduktivne
teorije. U suprotnom, oni nisu model posmatrane teorije. Prilikom izgradnje
neke matematicke teorije u velikoj meri postoji sloboda izbora kako osnovnih
pojmova tako i sistema aksioma. Za dva aksiomatska sistema smatrac¢emo
da su ekvivalentna ako se svaki pojam jednog od njih moze opisati preko
pojmova onog drugog i ako se svaka aksioma jednog moze dokazati kao teo-
rema u onom drugom aksiomatskom sistemu. Pored ¢isto teorijskih razloga
za izbor jednog a ne nekog drugog aksiomatskog sistema znacajnu ulogu
imaju i neki prakti¢ni, didakticki pa u velikoj meri i estetski razlozi.

Bez obzira na postojanje velike slobode u izboru aksioma, to ne znaéi
i odsustvo bilo kakvih zahteva u izboru sistema aksioma neke deduktivne
teorije. Najpre, sistem aksioma mora da bude neprotivurecan, tj. da se iz
njega ne mogu istovremeno dedukovati neki stav i negacija tog stava. Ne-
protivurecnost je bezuslovan zahtev bilo koje deduktivno zasnovane teorije,
jer u suprotnom ona ne bi imala smisla. Takode, sistem aksioma mora da
bude potpun. To znaci da se od svaka dva protivure¢na stava bar jedan moze
dokazati. Za stav, ¢ija se negacija u datoj teoriji moze dokazati kazemo da
se moze oboriti u datoj teoriji. To znaci da je sistem aksioma potpun ako se
svaki stav u datoj deduktivnoj teoriji moze ili dokazati ili oboriti. Potpunost
i neprotivurecnost su osobine koje nisu od istog znacaja za dati sistem ak-
sioma. Naime, ako je neki aksiomatski sistem neprotivure¢an, on ée u istoj
meri biti logicki vredan bez obzira na to $to nije potpun. Nedostatak nepot-
punog aksiomatskog sistema jeste Sto se neki stavovi kod njega ne mogu niti
dokazati niti oboriti. Kod nepotpunog sistema se dodavanjem nekih aksioma
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mogu dokazati ili oboriti odgovarajuéa tvrdenja formulisana u toj teoriji, za
koja ranije nije postojala takva moguénost. Sistem aksioma, a takode i sis-
tem pojmova mora da bude nezavisan. To znaci da se ni jedna od aksioma
date teorije ne moze dokazati uz pomo¢ nekih drugih aksioma te teorije i
da se ni jedan od osnovnih pojmova ne moze definisati pomoc¢u drugih os-
novnih pojmova te teorije. S obzirom na to da insistiranje na ¢injenici da
sistem aksioma bude minimalan, moze imati za posledicu da dokazi poje-
dinih tvrdenja mogu biti glomazni i zamorni, moze se odustati od principa
minimalnosti, §to je uobicajeno na primer u srednjoskolskim kursevima.

1.2 O istorijatu geometrije

Geometrija kao nauka je ponikla iz svakodnevne prakse. Ljudi su od
davnina bili u situaciju da moraju da grade domove i zgrade, da trasiraju
puteve da odreduju granice svojih poseda i njihove dimenzije. Takode, pos-
tojala je umetnicka potreba za ukrasavanjem kuca i odee stvaranjem slika
iz zivota i okruzenja. Sve to je iziskivalo potrebu za upoznavanjem pros-
tornih osobina objekata na koje su u okruzenju nailazili. Ne jednom, te su
zakonitosti proveravane i potvrdivane, tokom vremena, kako opazajno, tako
i eksperimentima. Saznanja do kojih se je dolazilo prenosena su sa generacije
na generaciju najpre usmeno a zatim i pismeno.

Nekoliko vekova pre nase ere, kulturni narodi su raspolagali podacima o
prostornim osobinama predmeta iz okruzenja. Moramo napomenuti da ta
znanja nisu bila sistematizovana tj. bila su formulisana u obliku pravila i re-
cepata. Na formiranje geometrije kao nauke veliki uticaj su imali starogrcki
filozofi i mislioci. Oni su prvi formulisali osnovne stavove nauke o zakonima
pravilnog misljenja, tj. logike. Medu njima najistaknutiji iz tog vremena je
Aristotel, koji je ziveo od 384. do 322. godine pre nase ere.

Re¢ geometrija izvedena je od dve gréke reci: 7 - zemlja i perpew
- meriti. Dakle u bukvalnom prevodu sama re¢ geometrija zna¢i merenje
zemlje.

Postavljanje aksioma geometrije i ispitivanje njihovih uzajamnih odnosa
jeste zadatak koji je jo§ od davnina bio predmet mmnogobrojnih izvrsnih
rasprava matematicke literature. Ovaj zadatak svodi se na logicku analizu
nasih prostornih opazaja.

Prve korake u sistematizaciji geometrije nacinio je Hipokrat sa Hiosa u
svom delu Elementi pre dve i po hiljade godina. Nazalost, njegovo delo nije
sacuvano. Nakon njega, Leon je pod uticajem Platona sastavio nove Ele-
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mente oko 370. godine stare ere. Potpunije Elemente napisao je Teudije iz
Male Azije, koje je dopunio Hermotim iz Kolofona. 1 ova dela su izgubljena
tokom istorije. Njihov znacaj za istoriju matematike je u uticaju koji su
izvrsila na Fuklida i njegovo nau¢no stvaralastvo. Daleko najcuvenije i
naj¢itanije delo iz tog vremena jesu FElementi koje je Fuklid napisao oko
300. godine stare ere, a koje se sastoji od trinaest knjiga. Znacaj Eukli-
dovih Elemenata ogleda se u tome §to je vise od dva milenijuma to delo bilo
osnov svakog obrazovanja. Ono je bilo prevedeno na jezike svih kulturnih
naroda sveta. Zahvaljujuéi delu kakvo je Euklidovi elementi, geometrija je
vekovima dozivljavana kao savrSenstvo, a sva ostala sistematizovana znanja
ravnala su se prema njoj i sa njom uporedivala.

Na osnovu prevoda Euklidovih Elemenata koji je uradio Anton Bili-
movié¢, u nastavku ¢emo izloziti osnovne definicije, aksiome i postulate iz
ovog dela.

Osnovne definicije koje je Euklid uveo u svojim Elementima su sledece:

1. Tacka je ono sto nema delova.

2. Linija je duzina bez Sirine.

3. Krajev: linije su tacke.

4. Prava je linija ona, koja za tacke na njoj podjednako lezi.

5. Poursina je ono sto ima samo duZinu ¢ Sirinu.

6. Krajevi povrsine su linije.

7. Ravan je povrsina koja za prave na njoj podjednako leZi.

8. Ugao u ravni je uzajamni nagib dveju linija u ravni koje se seku i koje

ne leZe u istoj pravoj.

9. Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove pravolinijski.

10. Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa ovom dva susedna
jednaka ugla, svaki od njih je prav, a podignuta prava zove se mormala na
onoj na kojoj stoji.

11. Tup ugao je onaj koji je veci od pravog.

12. Ostar ugao je onaj koji je manji od pravog.

13. Granica je ono Sto je kraj ma cega.

14. Figura je ono sto je omedeno ili jednom ili sa vise granica.

15. Krug je ravna figura omedena takvom jednom linijom, koja se zove
periferija, da su sve prave povucene od jedne tacke, koja se nalazi u samoj
figuri, prema toj liniji medusobno jednake.

16. Owa tacka zove se srediste kruga.

17. Prec¢nik kruga je svaka prava sto prolazi kroz srediste kruga a ogra-
nicena je sa svake strane periferijom kruga. On polovi krug.

18. Polukrug je figura ogranicena precnikom i njime odvojenom perife-
rijom kruga. Srediste polukruga je isto kao i srediste kruga.
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19. Pravolinijske figure su one koje su ogranicene pravama; trostrane
su ogranicene sa tri, cetvorostrane sa Cetiri, mnogostrane sa vise od cCetirs
prave.

20. Od trostranih figura jednakostrani trougao ima tri jednake strane,
jednakokraki ima samo dve jednake strane, a raznostrani ima tri nejednake
strane.

21. Dalje, od trostranih je pravougli trougao onaj koji tma prav ugao,
tupougli onaj koji ima tup ugao, a ostrougli onaj koji ima tri ostra ugla.

22. Od cetvorostranih figura kvadrat je jednakostran i sa pravim uglovi-
ma; pravougaonik je sa pravim uglovima ali nije sa jednakim stranama; romb
je sa jednakim stranama ali nije sa pravim uglovima; romboid je sa jednakim
naspramnim stranama, ali nije jednakostran ni sa pravim uglovima. Ostale
cetvorostrane figure neka se zovu trapezi.

23. Paralelne su one prave, koje se nalaze u istoj ravni i koje se produZene
u beskrajnost na obe strane ne seku jedna sa drugom.

U svojim Elementima osnovne stavove geometrije Euklid je podelio na
aksiome i postulate. U razli¢itim prepisima Elemenata broj postulata i ak-
sioma nije isti, ali se obi¢no prihvata da je on zasnovao geometriju na devet
aksioma i pet postulata. I mi ¢emo navesti najpre postulate, kao Sto je
Fuklid to u¢inio u Elementima:

”Neka se pretpostavi:

1. Da se moZe povuéi od svake tacke ka svakoj drugoj tacki prava linija.
I da ogranicena prava moZze biti produzena u svom pravcu neprekidno.
I da se moZe opisati od svakog sredista svakim rastojanjem krug.

I da su svi pravi uglovi jednaki medusobno.

I da ée se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa
iste strane dva unutrasnja ugla ¢iji je zbir mangi od dva prava ugla, te dve
prave beskrajno produzene, seci i to sa one strane sa koje su ovi uglovi mangi
od dva prava ugla.”

Nije tesko videti da postulati predstavljaju neke geometrijske istine.
Interesantno je da je peti postulat zbog svoje slozenosti izazivao paznju
matematicara i nagonio ih da pokusavaju da ga izvode iz ostalih aksioma
geometrije.

I aksiome kao i postulati predstavljaju neka osnovna tvrdenja, ali s tom
razlikom §to se ne odnose striktno na geometrijske objekte. Aksiome su:

1. Oni koji su jednaki istom jednaki su medusobno.

2. I ako se jednakim dodaju jednaki celine su jednake.

G W

3. I ako se od jednakih oduzmu jednaki ostaci su jednaki.
4. I ako se nejednakim dodaju jednaki celine su nejednake.
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I udvostruceni jednaki jednaki su medusobno.
I polovine od jednakih jednake su medusobno.
I oni koji se mogu poklopiti jednaki su medusobno.
1 celina je veéa od dela.
I dve prave ne ogranicavaju oblast.
Samo su sedma i deveta aksioma geometrijskog karaktera. U nekim
prepisima se sedma aksioma javlja kao Sesti postulat sto pokazuje da su
prepisivaci kroz vekove davali sebi odredenu slobodu.

© X Noo

U daljem izlaganju u Elementima Fuklid koristi propozicije - teoreme
(YewpnuaTa - od glagola Yewpnuw - razmisljam), koje dalje izvodi uz pomoé
propozicija za koje je ve¢ ustanovio da vaze.

Od antickih vremena razvoj geometrije je iSao u dva pravca. Sistem ak-
sioma je prosirivan tako da bi se mogao dokazati sto veéi broj tvrdenja, dok
se je sa druge strane uporno pokuSavalo dokazivanje petog Euklidovog pos-
tulata iz spiska postojec¢ih aksioma. Nastavljajué¢i Euklidov rad, na samom
startu su anticki matematic¢ari uocili da se ne mogu dokazati ili oboriti sva
tvrdenja koja su u geometriji mogla biti formulisana. Tako je Arhimed (od
-287 do -212 god.) u svom delu O sferi i cilindru, postoje¢i sistem aksioma
prosirio sa pet novih aksioma. I nakon Arhimeda se je pokuSavalo da se
sistem aksioma geometrije upotpuni. UsavrSavanjem Euklidovog dela pored
Arhimeda, bavili su se Apolonije (3. vek pre nove ere), Geminus, Nikomah
(1. vek pre nove ere), Papos (3. vek nove ere), Teon i Proklo (5. vek
nove ere). Tokom niza vekova, bez obzira na napore koji su ¢injeni, niko
nije uspeo da sustinski unapredi geometriju kao nauku u odnosu na ono
S§to je bilo izneto u Euklidovim elementima. Bilo je tu sjajnih otkri¢a koja
su omogucila i reSavanje mnogih geometrijskih problema. Ipak, susStinskih
promena u geometriji nije bilo jos iz vremena Euklida i Arhimeda.

Propaséu grcke kulture u Evropi pocinje mra¢no doba srednjeg veka. U
to vreme centar svetske civilizacije postaje arapski istok. Euklidovi Elementi
su prevedeni na arapski jezik. I arapski mislioci su pokusavali da dokazu peti
postulat. Arapski matematicar Nasir-Eddinu (1201-1274) je najpoznatiji iz
tog vremena. Medutim ni njegova interesantna i originalna istrazivanja nisu
dovela do dokaza petog Euklidovog postulata.

U doba renesanse se u Evropu vraca interesovanje za geometriju. U
petnaestom veku Euklidovi Elementi su prevedeni sa arapskog na latinski
jezik, a u Sesnaestom je pronaden i reprodukovan originalan tekst na grékom
jeziku.

Pokusaji resavanja problema paralelnih pravih vezanih za dokazivanje
petog Euklidovog postulata predstavljaju jedan interesantan pogled na ge-
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ometriju. Generacije 1 generacije nastavljaca Euklidovog ucenja su tokom
vekova bile opsednute pokusajima da dokazu peti Euklidov postulat koris-
¢enjem postojeceg sistema aksioma. Razlog za to je ¢injenica da je FKuklid
dokazivao tvrdenja koja su imala znatno prostiji oblik od petog postulata.
Pokusaji dokazivanja Euklidovog petog postulata isli su najcesée indirektim
postupkom. Polazilo se od negacije petog postulata ili nekog njegovog ek-
vivalentnog tvrdenja. PokuSaji su isli u smeru da se koriS§éenjem postojeéih
aksioma na taj nacin dode do dva protivreéna tvrdenja. Na taj nacin je
dobijen ¢itav niz tvrdenja ekvivalentnih petom Euklidovom postulatu, ali
do dokaza petog Euklidovog postulata se nije doslo. Mnogi matematicari
su bili u zabludi da su dokazali peti Euklidov postulat ne primec¢ujuéi da su
u dokazu nacinili gresku tako sto su iskoristili neki od ekvivalenata petog
postulata.

Posebno su interesantni radovi italijanskog matematicara 1. Sakerija
(1667-1733), koji je pokusao da polazeéi od tvredenja suprotnog petom
postulatu, izgradi geometrijsku teoriju razli¢itu od Euklidove. Sakeri je
bio ubeden da ¢e u takvoj teoriji do¢i do protivure¢nosti, ¢ime bi bila
dokazana valjanost petog postulata. Medutim Sakerijeve nade nisu se is-
punile, protivurec¢nost do koje je doSao bila je prividna a pitanje postojanja
takve protivurec¢nosti ostalo je otvoreno. Veliki uticaj na kasnje generacije
matematicara iz tog vremena imali su radovi francuskog matematicara Le-
Zandra (1752-1833) koji je dokazao Citav niz interesantnih stavova koji su u
vezi sa petim postulatom, kao Sto su na primer:

1) Zbir unutrasnjih uglova trougla ne moze biti veéi od dva prava ugla.

2) Ako je u nekom trouglu zbir unutrasnjih uglova jednak dva prava ugla,
onda je zbir unutrasnjih uglova u svakom trouglu jednak dva prava ugla.

Preostalo mu je da dokaze da zbir unutrasnjih uglova trougla ne moze
biti manji od dva prava ugla. Medutim i njegov dokaz je sadrzao gresku jer
je koristio nedokazana tvrdenja.

Nakon velikog broja pokusaja da se izvede dokaz petog postulata, prob-
lem je razreSen tek u devetnaestom veku. Dokazano je da peti Euklidov
postulat ne zavisi od ostalih aksioma geometrije. To je bio prvi znacajan
rezultat koji je znatno unapredio pogled na geometriju jos od vremena Euk-
lida. Kroz rad Nikolaja Ivanovicéa Lobacevskog (1792-1856) i JanoSa Boljaja
(1802-1860) prvi put je izrazena misao da peti Euklidov postulat ne zavisi!
od ostalih aksioma geometrije i da se samim tim ne moze izvesti njegov

dokaz.

LPostoje indikacije da je na tu pomisao prvi dogao jedan od najveéih matematicara tog
vremena K.F. Gaus (1777-1855). Medutim Gaus nikada nije niSta o tome objavio.
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U pocetku su prvi radovi osnivaca neeuklidske geometrije docekani sa
nevericom i ruganjem. Rezultati Lobacevskog i Boljaja postali su sasvim
jasni tek krajem devetnaestog veka sa kona¢nim formiranjem logickog pogle-
da na geometriju. Tada je geometrija prvi put logicki korektno bila uteme-
ljena. Sta vise, doslo se do zakljucka da osim Euklidove geometrije postoji i
geometrija bitno razli¢ita od nje. Tu novootkrivenu geometriju danas nazi-
vamo geometrijom Lobacevskog-Boljaja ili hiperbolickom geometrijom.

Nemacki matematicar Bernard Riman (1826-1866) u svom radu O hipo-
tezama koje leZe u osnovi geometrije dolazi do jos jedne neeuklidske ge-
ometrije koja je danas poznata pod nazivom rimanska geomerija u uZem
smislu ili elipticka geometrija. Otkri¢e Euklidske geometrije, pored ge-
ometrije imalo je uticaja na zasnivanje bilo koje deduktivne teorije. Doslo
se do saznanja da osnovna geometrijska tvrdena, odnosno aksiome i postu-
lati, vaze ne samo na skupu tacaka pravih i ravni shvacenih u klasi¢énom
Euklidovom smislu veé¢ na skupu tacaka pravih i ravni shva¢enih u mnogo
Sirem smislu. Doglo je do prosirivanja i apstrakcije geometrijskih pojmova
u skoro svim geometrijskim tvrdenjima. Dajuéi tako apstrahovanim poj-
movima konkretna znacenja dolazi se do modela na kojima se moze izvesti
realizacija Euklidove geometrije, geometrije Lobacevskog ili Rimanove ge-
ometrije. Interesantni su modeli koje su sacinili Eudenio Beltrami (1835-
1900), Feliks Klajn (1849-1925), Anri Poenkare (1854-1912).

Doslo je do novih stremljenja i podsticaja u aksiomatskom zasnivanju ge-
ometrije, $to je dovelo do suptilnije analize osnovnih geometrijskih pojmova
i tvrdenja. Tako su Rihard Dedekind (1872) i Georg Kantor (1873), neza-
visno jedan od drugog, na razli¢ite nacine razvili u¢enje o neprekidnosti.
Oni su otklonili jedan znatan nedostatak aksiomatike Fuklida uvodenjem
aksioma neprekidnosti. Nemacki matematicar Moric Pas (1882) uvodi ak-
siome poredka u svom delu Predavanja iz novije geometrije i na taj nacin
otklanja jos jedan od nedostataka Euklidove aksiomatike.

Nastavljajuéi rad italijanskih matematicara Puzepe Peana (1889), Du-
zepe Veronezea (1891) i Maria Pieria (1899), tek je nemacki matematicar
David Hilbert (1862-1943) zasnovao geometriju na neprotivure¢nom, pot-
punom, i nezavisnom sistemu aksioma u svom delu Osnove geometrije iz
1899 godine. Za razliku od Euklida, Hilbert ne pokusSava da opisuje os-
novne geometrijske pojmove: tacke, prave, ravni, ve¢ ih posredno odreduje
preko aksioma. Za razliku od Euklidove aksiomatike koja se odnosila na
konkretne geometrijske objekte koji su imali potpuno odredeno znacenje,
Hilbertova aksiomatika odnosi se na geometrijske objekte koji mogu da
imaju raznovrsna znacenja. To je i razlog Sto se kaze da je Euklidova ak-
siomatika sadrzajnog, a Hilbertova poluformalnog karaktera.
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Hilbert u Osnovama geometrije uvodi dvadeset aksioma koje razvrstava
u pet grupa na sledeé¢i nacin:

I.  Aksiome veze (pripadanja, incidencije) (osam aksioma),

I1. Aksiome poretka (Cetiri aksiome),

III. Aksiome podudarnosti (pet aksioma),

IV. Aksiome neprekidnosti (dve aksiome),

V. Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

I danas, kada je proslo vise od sto godina znacaj Hilbertovih Osnova
geometrije ogleda se u tome, Sto je stvoren preduslov za izrazavanja kao sto
su potpunost, nezavisnost i neprotivurecnost sistema aksioma.

U ovoj knjizi koristi¢emo nesto modifikovan Hilbertov sistem aksioma,
tj. aksiome geometrije bi¢e razvrstane na slede¢i nacin:

I. Aksiome incidencije (devet aksioma),

II. Aksiome poretka (Sest aksioma),

III. Aksiome podudarnosti (sedam aksioma),

IV. Aksiome neprekidnosti (jedna aksioma),

V. Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).
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Glava 2

Aksiome incidencije, aksiome
poretka i posledice

2.1 Osnovni pojmovi i grupe aksioma u geometriji

Kao sto smo videli u uvodu, jos je Euklid u svojim Elementima pokusao
da uvede definicije pojmova kao Sto su tacka prava i ravan. To i nisu neke
stroge definicije, ve¢ objasnjenja tih elementarnih geometrijskih pojmova.
I mnogo kasnije, matematicari kao npr. Lezandr i Peano, pokuSavali su da
daju definicije osnovnih geometrijskih pojmova.

Tek je Hilbert u svojim Osnovama geometrije tacke, prave i ravni svrstao
u pojmove koji se ne definiSu, tj. predstavljaju osnovne, odnosno polazne
pojmove u geometriji.

U zasnivanju geometrije polazimo od proizvoljnog skupa .S, dveju klasa
C; i C; podskupova skupa S i dveju relacija B i C nad skupom S, od kojih
je prva troelementna, a druga cetvoroelementna.

Skup S nazivamo prostorom a njegove elemente tackama koje obeleza-
vamo velikim slovima latinice A, B, C, ...

Elemente klase C} nazivamo pravama i obelezavamo ih malim slovima
latinice a, b, c, . ..

FElemente klase C); nazivamo ravnima i obelezavamo ih malim grékim
slovima «, 3,7,6, ...

Troelementnu relaciju B nazivamo relacijom izmedu. Upotrebljeni simbol
B je prvo slovo engleske reci between (izmedu). Tom relacijom izrazavamo
¢injenicu prema kojoj se jedna tacka C' nalazi izmedu tacaka A i B, i to
simbolicki obelezavamo B(A, C, B).

Cetvoroelementnu relaciju C nad skupom S nazivamo relacijom podu-

19
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darnosti. Upotrebljeni simbol C je prvo slovo latinske re¢i congruentia, Sto
znaci podudarnost. Ako je na primer ureden par tac¢aka (A, B) podudaran sa
uredenim parom tacaka (C, D), pisaéemo C(A, B;C, D) ili (A, B) = (C, D).

Svaki neprazan skup tacaka prostora S nazivamo geometrijskim likom,
geometrigskim objektom ili geometrijskom figurom. Prema tome, osnovne
pojmove u geometriji sac¢injavaju tri vrste objekata, to su tacke, prave i
ravni i dve relacije B i C. Pretpostavljamo da osnovni geometrijski pojmovi
imaju izvesne osobine, koje ne dokazujemo, ve¢ ih usvajamo bez dokaza.
Te osobine su iskazane tvrdenjima koja zovemo osnovnim geometrijskim
tvrdenjima ili aksiomama geometrije. Prema prirodi tih osobina, aksiome
geometrije razvrstavamo u pet grupa i to su :

I Aksiome incidencije (devet aksioma),

IT Aksiome poretka (Sest aksioma),

IIT Aksiome podudarnosti (sedam aksioma),

IV. Aksiome neprekidnosti (jedna aksioma),

V. Aksiome paralelnosti (jedna aksioma).

Aksiomatika prve Cetiri grupe sacinjava aksiomatiku apsolutne geomet-
rije. Ovo je apsolutna geometrija u smislu Boljaija i Lobacevskog.! Do
uvodenja aksiome paralelnosti prostor S éemo oznacavati sa S® a odgo-
varajuéu ravan S2.

2.2 Aksiome incidencije (veze)

Aksiomatika incidencije obuhvata aksiome zasnovane na osnovnim relaci-
jama pripada i sadrzi se (€, C) prihva¢enim iz teorije skupova koje jednim
imenom nazivamo relacijama incidencije (veze).

Definicija 2.2.1. Za tri ili vise tacaka A, B, C, ... kaZe se da su kolinearne
ako postoji prava koja ih sadrzi; u protivnom su nekolinearne. Analogno, za
éetiri ili vige tacaka A, B,C,D,... kaZe se da su komplanarne ako postoji
ravan koja th sadrzi, u protivnom su nekomplanarne.

Grupu aksioma incidencije sac¢injava slede¢ih devet aksioma:

I1. Svaka prava sadrzi najmangje dve tacke A i B.
12. Postoji najmanje jedna prava koja sadrzi dve tacke A i B.

nteresantno je napomenuti da je jo§ Euklid u svojim Elementima dugo izbegavao
da u dokazima koristi peti postulat. Na taj nacin je dobio ¢itav niz tvrdenja za cCije
dokazivanje nije bio potreban peti postulat, pa se Euklid moze smatrati utemeljivacem
apsolutne geometrije.
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13. Postoji najvide jedna prava koja sadrZi dve razne tacke A i B.

I4. Svaka ravan sadrzi najmange tri nekolinearne tacke A, B i C.

15. Postoji najmange jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke A,B i C.
16. Postoji najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke A, B i C.
17. Ako dve razne tacke A i B neke prave p pripadaju nekoj ravni w, tada
sve tacke prave p pripadaju ravni m.

18. Ako dve ravni o i B imaju jednu zajednicku tacku A, onda one imaju
najmangje jos jednu zajednicku tacku B.

19. Postoje éetiri nekomplanarne tacke A, B,C i D.

Prve cetiri aksiome odnose se na geometriju ravni dok se ostalih pet
aksioma odnosi na geometriju prostora. To je i razlog Sto prve cetiri ak-
siome nazivamo planimetrijskim, a ostalih pet aksoma stereometrijskim ak-
siomama incidencije. U literaturi se aksiome incidencije nazivaju jos i ak-
siomama veze. Kod nekih autora ova grupa aksioma satoji se od osam
aksioma, pri¢emu su druga i tre¢ aksioma spojene u jednu.

2.3 Posledice aksioma incidencije
Od posledica aksioma incidencije pomenuéemo sledece:

Teorema 2.3.1. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke tada su svake dve
od njih medusobno razne.

Dokaz. Ovo tvrdenje se lako dokazuje svodenjem na protivurecnost. O

Teorema 2.3.2. Ako su A, B, C, D éetiri nekomplanarne tacke tada su svake
dve od njih medusobno razne.

Dokaz. Analogno dokazu prethodne teoreme. O
Posledica 2.3.1. Postoje tri nekolinearne tacke.

Teorema 2.3.3. Dve razne prave mogu da imaju najvise jednu zajednicku
tacku.

Dokaz. Neka prave pi ¢ imaju dve razne zajednicke tacke A i B. Na osnovu
aksiome 13 sledi da se prave p i ¢ poklapaju. O

Teorema 2.3.4. Postoji jedna i samo jedna prava p koja sadrzi dve razne
tacke A i B.
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Dokaz. Sledi iz aksioma I2 i I3. O

Teorema 2.3.5. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrzi tri nekolin-
earne tacke A, B, C.

Dokaz. Sledi iz aksioma I5 i I6. |

Teorema 2.3.6. Postoji jedna i samo jedna ravan koja sadrzi datu pravu p
1 datu tacku A izvan nje.

Dokaz. Prema aksiomi I1 prava p sadrzi bar dve razne tacke B i C'. Tacke
A, B i C su nekolinearne, jer bi u suprotnom tacka A pripadala pravoj p
Sto je iskazom teoreme isklju¢eno. Dakle, nekolinearne tacke A, B i C', na
osnovu prethodne teoreme, odreduju ta¢no jednu ravan «. Tacke B i C
prave p pripadaju ravni a odakle na osnovu aksiome I7 sledi da sve tacke
prave p pripadaju ravni «. Prema tome, tacka A i prava p pripadaju ravni
a. Treba jo§ dokazati jedinstvenost takve ravni. Ako neka ravan § sadrzi
tacku A i pravu p, tada ona sadrzi nekolinearne tacke A, B i C. Na osnovu
teoreme 2.3.6. sledi da se ravni « i 8 poklapaju. O

Teorema 2.3.7. Postoji tacno jedna ravan koja sadrzi dve prave p i q koje
se seku u jednoj tacki.

Dokaz. Neka je A presecna tacka pravih p i ¢. Tada, prema aksiomi I1 na
pravama p i g postoje tacke B i C redom razli¢ite od tacke A. Tactke A, B
i C odreduju tacno jednu ravan «. Take A i B prave p pripadaju ravni o
odakle sledi da sve tactke prave p pripadaju ravni a. Na isti nacin tacke A
i C' prave g pripadaju ravni o odakle sledi da sve tacke prave ¢ pripadaju
ravni «. Treba jos dokazati jedinstvenost takve ravni. Ako neka ravan
sadrzi prave p i g, tada ona sadrzi nekolinearne tacke A, B i C, odakle na
osnovu teoreme 2.3.6. sledi da se ravni « i 5 poklapaju. O

Teorema 2.3.8. Ako dve ravni imaju zajednicku tacku, tada je njihov pre-
sek prava.

Dokaz. Neka ravni o i § imaju zajednicku tacku A. Tada prema aksiomi
I8 ravni « i 8 imaju bar jos jednu zajednicku tacku B. Na osnovu aksioma
121 I3 tacke A i B odreduju pravu p = AB, ¢ije sve tacke prema aksiomi I7
pripadaju ravnima « i § pa samim tim i njihovom preseku. Dokazimo jos
da van prave p ravni « i 8 nemaju drugih zajednickih tacaka. Zaista, ako bi
van prave p postojala zajednicka tacka P ravni o i 8 van prave p, onda na
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osnovu teoreme 2.3.6. postoji jedinstvena ravan koja sadrzi tacku P i pravu
p. To nije moguce, jer su i B po pretpostavci razlic¢ite ravni. Dakle, presek
ravni alpha i beta je prava p. O

Definicija 2.3.1. Zajednicku pravu dveju raznih ravni zvacemo preseénom
pravom tih ravni.

Teorema 2.3.9. Ako prava p ne pripada ravni 7w, onda prava p moZe sa
ravnt w imati najvise jednu zajednicku tacku.

Dokaz. Ako bi prava p imala dve zajednicke tacke sa ravni 7 onda bi prema
aksiomi I7 sve tacke prave p pripadale ravni 7 §to je u suprotnosti sa uslovom
teoreme. ]

Definicija 2.3.2. Dwve prave koje ne pripadaju jednoj ravni su mimoilazne.
Slede¢a teorema opravdava uvodenje pojma mimoilaznih pravih.
Teorema 2.3.10. Postoje mimoilazne prave.

Dokaz. Prema aksiomi 19 postoje Cetiri nekomplanarne tacke A, B, C' i
D. Prave p = AB i ¢ = C'D su mimoilazne jer bi u suprotnom tacke A,
B, C'i D bile komplanarne, §to je u suprotnosti sa na¢inom na koji smo ih
izabrali. O

2.4 Aksiome poretka

Euklid u svojim Elementima poredak tacaka na pravoj nije nigde speci-
jalno izdvojio. Razlog za to je bio sto je poredak na pravoj intuitivno bio
veoma jasan. Uporedivanjem rastojanja tacaka vrsen je i poredak na pravoj.
Prvi koji je uvideo neophodnost aksioma poretka za dokazivanje nekih prosti-
jih stavova o poretku tacaka na pravoj, i strogo uvodenje relacije izmedu, bio
je nemacki matematicar Gaus.? Tek je M. Pas® uveo pojam rasporeda tacaka
bez pojma merenja duzi. Kasnije su njegov sistem aksioma upotpunili Peano
u svom delu Nacela geometrije i Hilbert u Osnovama geometrije. Potpun
opis relacije izmedu, kao jedne od osnovnih relacija u geometriji, Hilbert je
dao drugom grupom aksioma.

2C.F. Gaus (1777-1855).
3M. Pas (1843-1930). U svojim Predavanjima o novijoj geometriji iz 1882 on je ak-
siomatski uveo raspored tacaka na pravoj bez pojma merenja
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Ova grupa aksioma opisuje relaciju izmedu koja je ve¢ uvedena kao os-
novni pojam. Grupu aksioma poretka Cine sledeé¢ih Sest aksioma:

I11. Ako su A, B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B,C),* tada su
tacke A, B,C' medusobno razlicite.

I12. Ako su A, B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A,B,C) tada je
B(C,B,A).

I13. Ako su A, B,C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B,C) tada nije
B(A,C, B).

114. Ako su A, B dve razne tacke neke prave p, tada na pravoj p postoji
tacka C' takva da je B(A, B,C).

I15. Ako su A, B, C tri razne kolinearne tacke, tada vaZi najmange jedna od
relacija B(A, B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

I16. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke ravni w i prava | pripada ravni
m, ne sadrzi tacku A i sece pravu BC wu tacki P (slika 2.1) takvoj da je
B(B,P,C), tada prava | sece pravu AC u tacki Q koja je izmedu tacaka A
1 C ili pravu AB u tacki R koja je izmedu tacaka A i B.

Slika 2.1.

Aksioma II6. naziva se PaSova aksioma. Prvih pet aksioma poretka
odnose se na geometriju prave, pa je to razlog sto ih nazivamo linearnim
aksiomama. PaSova aksioma se oc¢igledno odnosi na geometriju ravni. Na-
pomenimo da nije mogucée uvesti u potpunosti poredak na pravoj bez prime-
ne PaSove aksiome poretka. Ukoliko bismo izbacili Pasovu aksiomu, u cilju
izgradivanja geometrije poretka na pravoj uz pomo¢ samo linearnih aksioma,

4Oznaku B za troelementnu relaciju izmedu prvi su uveli u svojim Osnovima geometrije
iz 1955. godine K. Borsuki W. Smielova kao pocetno slovo engleske re¢i between, §to znaci
izmedu
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morali bismo da dodamo nove aksiome. To su teoreme 2.5.3., 2.5.5. 1 2.5.6.,
koje ¢emo dokazati kao posledice PaSove aksiome.

2.5 Posledice aksioma poretka

Teorema 2.5.1. Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke tada vaZi jedna
i samo jedna od relacija B(A, B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

Dokaz. Prema Aksiomi II5. vazi bar jedna od navedenih triju relacija jer
su po pretpostavci A, B, C tri razne kolinearne tacke. Bez gubitka opsStosti
dokaza pretpostavimo da vazi B(A, B, C'). Treba pokazati da ne vaze relacije
B(A,C,B) i B(C,A,B). Prema Aksiomi 113. iz B(A, B,C) sledi da nije
B(A,C,B). 1z B(A, B,C) prema Aksiomi 112 vazi B(C, B, A), a odavde na
osnovu Aksiome 113 sledi da nije B(C, A, B). O

Teorema 2.5.2. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke, a D,E,F tacke
pravih BC, CA, AB takvih da je B(B,D,C), B(C,E,A), B(A, F, B), tada
tacke D, E, F ne pripadaju jednoj pravoj.

Slika 2.2.

Dokaz. Kako je B(C,E,A) i B(A, F, B) tacke E i F su razlicite od tacke
A. Buduéi da su AB i AC razli¢ite medu sobom sa zajednickom tackom A,
tacke F i F' su razlicite medusobom. Takode ¢e biti tacke F' i D a takode
D i FE razlicite medu sobom te su tacke D, E, F raglicite medu sobom
(slika 2.2). Pretpostavimo da su one kolinearne tj. da pripadaju pravoj s.
Kako su D, E, F' tri razne kolinearne tacke, tada prema prethodnoj teoremi
vazi ta¢no jedna od relacija B(D, E, F), B(D, F,E), B(E, D, F). Neka je na
primer B(F, D, E). Pri tome su A, F, E tri razne nekolinearne tacke. Prava
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BC je u ravni odredenoj tackama A, F, FE, ne sadrzi tacku A i sece prave
FE, EA, AF redom u tackama B, C, D takvim da je B(F, D, E), B(C,E, A)
i B(A, F, B) sto je prema Pasovoj aksiomi nemoguée. Sledi da ne moze biti
B(F,D,E). Sliéno se dokazuje da nije B(F, E, D) i da nije B(E, F, D) pa
tacke D, E/, F' ne pripadaju jednoj pravoj. O

Teorema 2.5.3. Ako su A i B dve razne tacke tada na pravoj AB postoji
tacka C takva da je B(A,C, B).

Slika 2.3.

Dokaz. Neka je D bilo koja tacka koja ne pripada pravoj AB. Egzistencija
te tacke sledi iz aksiome 19. Kako je tacka D van prave AB, tacke B i D su
razli¢ite medu sobom te na pravoj BD postoji prema aksiomi I14 tacka E
(slika 2.3) takva da je B(B, D, E), E je van prave AB pa mora biti razli¢ita
od A. Stoga prema Aksiomi I14 na pravoj AFE postoji tacka F' takva da je
B(A,E,F).

Primenom prethodne teoreme na tacke A, B, F koje su tri nekolinearne
tacke, i pravu DF u ravni odredenoj tim tackama koja ne sadrzi tacku A
i sete pravu BE u tacki D takvoj da je B(B, D, E) zaklju¢ujemo da prava
DF mora da sece ili pravu AE u tacki koja je izmedu tacaka A i E ili
pravu AB u tacki koja je izmedu tacaka A i B. Lako se dokazuje da je prvi
sluéaj nemogué. Dakle, prava F'D se¢e pravu AB u nekoj tacki C tako da
je B(A,C, B). O

Teorema 2.5.4. Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke, D, E redom tacke
pravih AB, AC' takve da je B(A, D, B), B(A, E,C) tada se prave BE i CD
seku u nekoj tacki F takvoj da je B(B, F,E) i B(C,F, D).
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Slika 2.4.

Dokaz. Teorema se dokazuje koriSéenjem prethodne teoreme, ¢injenice da
A ¢ DE jer je D # E, E # A i koris¢enjem Pasove aksiome (slika 2.4) za
tacke D, A, C i pravu BE. O

Teorema 2.5.5. Ako su A,B,C,D Ccetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(B,C, D) tada je B(A,C,D) i B(A, B, D).

Dokaz. Neka je I prava kojoj pripadaju tacke A, B, C'i D i neka je E
proizvoljna tacka (slika 2.5) van prave [ i F' tacka takva da je B(D, E, F).
Kako je B(D,E,F) i B(B,C,D), to primenom PaSove aksiome na tacke
B, D, E i pravu CF sledi da prava C'F sece BE u tacki G takvoj da je
B(B,G, E). Takode iz B(A, B,C) i B(B,G, E) primenom Pagove aksiome
na tacke A, B, E i pravu CF sledi da prava CF sece pravu AE u tacki
H takvoj da je B(A, H, E). Sada prava C'F sete AE u tacki H tako da je
B(A, H, E) apravu DE u tacki u tacki F' tako da je B(D, E, F'), to na osnovu
Pasove aksiome primenjene na tacke A, D i pravu CF sledi B(A, C, D).

Iz B(A, B,C) i B(B,C, D) na osnovu aksiome 112 sledi da je B(C, B, A)
i B(D,C, B), odakle na osnovu dokazanog dela sledi B(D, B, A), odakle je
B(A, B, D). O

Teorema 2.5.6. ako su A, B, C i D cetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(A,C, D), tada je B(B,C,D) i B(A, B, D).

Dokaz. Neka je E tatka van prave [ odredene tackama A, B, Ci D i F
tacka takva da je B(D, E, F'). Primenimo Pasovu aksiomu na tacke A, D, E'i
pravu CF. Tadaiz B(A,C,D)iB(D, E, F) sledi da prava C'F sece pravu AE
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A B C\ D

Slika 2.5.

u tacki H takvoj da je B(A, H, E). Analogno, iz B(A, B,C)iB(A, H, E), pri-
menom Pagove aksiome na tacke A, B, E i pravu C'F, zakljutujemo da prava
CF sece pravu BE u tacki G takvoj da je B(B, G, E). Ponovnom primenom
Pasove aksiome na tacke D, E, Bipravu CF iz B(B,G, E) i B(D, E, F) sledi
B(B,C, D), ¢ime je dokazana prva relacija. Sada iz B(A, B,C) i B(B,C, D)
na osnovu teoreme 2.5.5. sledi i B(A, B, D) O

Teorema 2.5.7. Ako su A, B,C, D cetiri kolinearne tacke takve da je C #
D, B(A,B,C) i B(A, B, D) tada je B(B,C,D) i B(A,C,D) ili B(B,D,C)
i B(A,D,C).

Dokaz. tacke A, C'i D su tri nekolinearne tacke. Tada prema teoremi 2.5.1.
vazi taéno jedna od relacija B(A,C,D), B(C,D,A), B(D,A,C). Ako bi
vazila relacija B(A, C, D), tada na osnovu teoreme 2.5.6. vazi i B(B,C, D),
¢ime je prva relacija dokazana. Ako bi bilo B(C, D, A) tada bi vazilo i
B(A, D,C), a kako je jos B(A, B, D), prema teoremi 2.5.6. sledi B(B, D, C),
tj vaziidruga relacija. Ako bi vazila relacija B(D, A, C') tada biiz B(A, B, D),
tj. B(D, B, A) sledilo B(B, A, C), sto protivureci pretpostavci teoreme da je
B(A, B,C). O

Relacija B uzeta je kao relacija ”izmedu” i ona je troelementna. Medutim,
ona se moze uopstiti, te mozemo definisati n-toelementnu relaciju ”izmedu”.

Definicija 2.5.1. Konac¢an skup kolinearnih tacaka {Aj,As,..., A},
n > 3, je linearno ureden ako za svako 1 < i < j < k < n vaze relacije
B(A;i, Aj, A). To oznacavamo B(Aq, Az, ..., Ay).

Sa ovako uvedenom relacijom B u moguénosti smo da govorimo o li-
nearnom poretku tacaka na jednoj pravoj. Teoreme 2.5.5., 2.5.6. i 2.5.7.
mozemo formulisati redom na sledeéi nacin:
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Teorema 2.5.8. Ako su A,B,C,D Zcetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(B,C,D) tada je B(A,B,C, D).

Teorema 2.5.9. ako su A, B, C i D cetiri kolinearne tacke takve da je
B(A,B,C) i B(A,C,D), tada je B(A,B,C, D).

Teorema 2.5.10. Ako su A, B,C, D ¢éetiri kolinearne tacke takve da je C #
D, B(A,B,C) i B(A, B, D) tada je B(A,B,C, D) ili B(A,B,D,C).

Ako kona¢no mnogo puta primenimo teoremu 2.5.8. dobijamo:

Teorema 2.5.11. Ako je {Ai, Aa, ..., An} konacan skup od n kolinearnih
tacaka takvih da za svako i = 1,2,...,n — 1 vazi relacija B(A;—1, A;, Ait1)
tada vazi relacija B(A1, Ag, ..., Ayp).

2.6 Pojam duzi

Izmedu bilo koje dve razne tacke A i B postoji neka tacka C. Induk-
tivnim postupkom zaklju¢ujemo da izmedu bilo koje dve razne tacke A i
B postoji neograni¢eno mnogo tacaka. Ova ¢injenica nam omogucava da
uvedemo pojam duzi.

Definicija 2.6.1. Neka su A i B dve razne tacke neke prave [. Otvorenom
duzi (AB) nazivamo skup svih tac¢aka X takvih da su izmedu A i B tj.

(AB) ={X|X €l & B(A,X,B)}.
Definicija 2.6.2. Zatvorenom duzi [AB] nazivamo uniju
[AB] = (AB) U {A, B}.
Nije tesko utvrditi da vaze sledec¢a tvrdenja:

Teorema 2.6.1. Svaka tacka C € (AB) razlaZe skup svih ostalih tacaka te
duzi na dve otvorene duzi (AC) i (CB).

Teorema 2.6.2. Za tri razne kolinearne tacke A, B,C vaZi
(AB)N(BC) =0« B(A,B,C).

Teorema 2.6.3. Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke tada je (AB) N
(AC) N (BC) = 0.
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2.7 Poluprava i njene osobine

Definicija 2.7.1. Neka su O, A, B tri razne tacke prave [. Ako nije zadovo-
ljena relacija B(A, O, B) tada su tacke A i B sa iste strane tacke O (oznaka:

A, B = 0). Ako je za tacke O, A, B zadovoljena relacija B(A, O, B) tada su
tacke A i B sa raznih strana tacke O (oznaka: A, B + O)

Teorema 2.7.1. Relacija — O je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost neposredno slede iz definicije. Dokaza-
¢emo tranzitivnost. Neka su O, A, B,C cetiri tacke prave [ takve da je

A,B =~ 01iB,C = 0. Treba pokazati da je A,C = O. Pretpostavimo
daje A,C = O. Iz A,B = O sledi B(O, A, B) ili B(O, B, A). Ako svaku
od ovih relacija uporedimo sa B(A, O, C) dobijamo B(B, O, C) odakle sledi
B,C + O &to je suprotno pretpostavci. O

Definicija 2.7.2. Skup svih tacaka neke prave [ koje se nalaze sa iste strane
date tacke O nagzivamo otvorenom polupravom. Uniju ovog skupa i tacke O
nazivamo zatvorenom polupravom, a tacku O pocetkom ili krajem poluprave.

Teorema 2.7.2. (Osnovna teorema o razbijanju prave) Svaka tacka O neke
prave | razlaZe skup ostalih tacaka prave l na dve otvorene poluprave prave l.

Dokaz. Na pravoj [ prema aksiomi I1. osim tacke O postoji bar jos jedna
tacka, oznacimo je sa A. Prema aksiomi I14. na pravoj O A postoji tacka A’
takva da je B(A,0, A"). Ako obelezimo sa P, bilo koje dve tacke prave [
koje se nalaze sa one strane tacke O sa koje je i tacka A, tada e P,Q biti

sa iste strane tacke O zbog tranzitivnosti relacije ~o.

Na taj nacin skup svih tacaka koje se nalaze sa iste strane sa koje se
nalazi tacka A proizvodi neku otvorenu polupravu a. Na potpuno isti nacin
konstatujemo da skup svih tacaka koje se nalaze sa iste strane tacke O sa
koje je tacka A’ proizvodi polupravu a’. Pokazad¢emo da je tackom O skup
svih tacaka prave [ razloZzen na poluprave a i @/, tj pokaza¢emo da:

(i) poluprave a i a’ nemaju zajednickih tacaka, tj. aNa’ =0,

/

(ii)Svaka tacka S prave [ pripada nekoj od polupravih a i o’
(i) Neka poluprave a i @’ imaju zajednicku tacku R. Kako R € a to
je A,R = O. Medutim R € o pa R,A' = O. Na osnovu tranzitivnosti

relacije — O sledi da A, A’ = O §to je nemoguée jer smo pretpostavili da je
B(A,O,A"). Znadi zaista je ana’ = 0.
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(ii) Pretpostavimo da neka tacka S ne pripada ni jednoj od polupravih
aid,tj. S¢aUd. Utom slucaju imamo A,S + Oi A, S + O, odnosno
B(A,0,S) i B(A",0,S). Odavde sledi da nije B(A,O, A’) sto je suprotno
pretpostavei da je B(A, 0, A’) . Znaci svaka tacka S prave [ pripada nekoj
od polupravih «a ili @' O

2.8 Orijentacija prave

Definicija 2.8.1. Neka su a i b dve poluprave iste prave [. Ako pri tome
jedna od navedenih polupravih sadrzi drugu polupravu kazemo da su polupra-
ve a i b istog smera (istosmerne). Ovo oznatavamo a = b. U suprotnom
poluprave a i b su suprotnog smera (suprotnosmerne). To oznacavamo a = b.

Definicija 2.8.2. Za dve duzi AB i C'D (otvorene ili zatvorene) kazemo da
su istosmerne ako su poluprave AB i CD istosmerne. U protivnom su duzi
AB i CD suprotnosmerne.

Za relaciju istosmernosti vaze sledeé¢e osobine:

Teorema 2.8.1. Relacija istosmernosti definisana na skupu polupravih (duzi)
jedne iste prave je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost slede neposredno iz definicije. Dokazimo
tranzitivnost. Neka su a, b, ¢ tri pluprave neke prave [ takve da jea = b i
b = c. Pokazatemo dajea = c. Iza =2 bsledia CbilibCa,aizb=c
sledi b C cili ¢ C b. Razmotrimo sve moguénosti:
1)izaCbibCcslediaCctj a=c,
2)izaCbicCbslediaCcilicCatj a=c,
3)izbCaibCeslediaCcilicCatj a=c,
4)izbCaicCbsledicCatj a=c. O

Teorema 2.8.2. Skup L svih polupravih neke prave | moZe se razloZiti na
dva podskupa Ly © Lo koji zadovoljavaju sledece uslove:

1) L1, Ly # 0,

2) LiNLy = @,

3) za svako p,q € Ly ili p,q € Ly imamo da je p = q,

4) za svako p € Ly i svako q € Ly vaZi p & q.

Dokaz. Neka je A € [ proizvoljna tacka. Prema ranije dokazanoj teoremi
ona razlaze [ na dve poluprave a i a’. Saglasno definiciji poluprave a i o’
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su suprotnosmerne. Oznacimo sa L skup polupravih prave [ koji se sastoji
od poluprave a i svih polupravih prave [ istosmernih sa a, a sa Lo skup koji
se sastoji od poluprave a’ i svih polupravih prave [ koje su istosmerne sa
a’. Dokazimo da ovako konstruisani skupovi L i Lo zadovoljavaju uslove
teoreme.

1) S obzirom da je a € L1, a’ € Ly to su Ly, Lo # 0,

2) Dokazimo da svaka poluprava prave [ pripada jednom i samo jednom
od skupova L i Lo. Obelezimo sa b bilo koju polupravu iz L. Ako je b=a
ili b = d’ tvrdenje je dokazano.

Neka je b # a, b # o i neka je B kraj poluprave b, a b poluprava
komplementarna sa b.

Tada razlikujemo Cetiri moguénosti:

(1) AcbiBea=d Cb=0be€ Ly,
(2) AebiBed =aCb=be Ly,
B)AelViBea=d Ccb=bCa=be L,
4)AetViBed=acbtl=bCd=0belL,

Prema tome, poluprava b pripada jednom od skupova L; i Lo tj.
L] N L2 = @

3) se dokazuje neposredno jer je relacija = tranzitivna.

4) se dokazuje indirektno koristeé¢i uslov 3). O

Definicija 2.8.3. Svaki od podskupova L i Lo na koje je prema dokazanoj
teoremi razlozen skup L svih polupravih prave [ nazivamo orijentacijom ili
smerom na pravoj [.

Iz same definicije i prethodne teoreme neposredno zaklju¢ujemo da na
jednoj pravoj postoje dva i samo dva smera. Uobicajeno je da se oni sma-
traju suprotnim Sto ukazuje na moguénost da jedan zovemo pozitivnhim a
drugi negativnim.

Pojam orijentacije omogucuje da geometriju poretka na pravoj izgradimo
na potpuno nov nac¢in uvodenjem dveju pomoénih relacija ”pre” i ”posle”,
koje se inace koriste u teoriji brojeva.

Definicija 2.8.4. Neka su A i B dve razne tacke neke orijentisane prave [ i
a i b njima odgovarajuce poluprave iz orijentacije koja je utvrdena na pravoj
l. Ako je pri tome b C a tada kazemo da je na orijentisanoj pravoj I tacka
A pre tacke B i oznatavamo A < B. U suprotnom, ako je a C b kazemo da
je na orijentisanoj pravoj [ tacka A posle tacke B i pisemo A ~ B.

Teorema 2.8.3. Relacija < je relacija potpunog poretka tacaka na orijen-
tisanoj pravoj l.
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Drugim rec¢ima ona je na tom skupu konektivna tj. definisana za svake
dve tacke, antisimetri¢na je i tranzitivna.

Primedba 2.8.1. Teorija brojeva i geometrija na pravoj su zahvaljujucéi
ovome ekvivalentne.

Takode vazi:

Teorema 2.8.4. Za svake tri tacke A, B, C orijentisane prave | vaZi

B(A,B,C)< A<B<CVA>B:>C.

2.9 Definicija i osobine poluravni

I u ovom sluéaju uvodimo dve pomocne relacije: ”sa iste strane prave”
i ”sa raznih strana prave”.

Definicija 2.9.1. Neka su A i B dve razne tacke neke ravni 7, p prava koja
pripada toj ravni i A, B ¢ p. Ako je pri tome (AB)Np = () tada kazemo da

su A i B sa iste strane prave p i oznacavamo A, B Z p. U protivnom kazemo
da su tacke A i B sa raznih strana prave p i to oznacavamo A, B + p.

Teorema 2.9.1. Relacija “p je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Osobine refleksivnosti i simetrije slede neposredno iz definicije

relacije —p. Dokazimo tranzitivnost. Oznac¢imo sa A, B, C tri razne tacke
ravni 7 i sa p pravu u ravni m koja ne sadrzi ni jednu od tacaka A, B, C,

pri cemu je A, B = pi B,C = p. Pokazatemo da je 4,C = p.

Razlikujemo sledece slucajeve:

1) Tacke A, B, C pripadaju jednoj pravoj s. Prava s seCe pravu p ili sa
njom nema zajednickih tacaka. Ako je sNp = {O} tada su A, B = O i
B,C Z OpajeiA,C = 0. Odatle sledi A,C = p. Ako je pak sNp =0
tada duz (AC) nema zajednickih tacaka sa pravom p pa je i u ovom slucaju
A,C = op.

2) Tacke A, B, C nisu kolinearne. Iz A, B Z p sledi (AB)Nnp = 0.
Takode iz B,C = p sledi (BC) N p = (). Prava p pripada ravni ABC. Ona

ne moze seci (AC) izmedu tacaka A i C jer bi prema Pasovom stavu morala
seéi jos duz(AB) ili duz (BC) $to je u suprotnosti sa pretpostavkom. O
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Definicija 2.9.2. Skup svih tacaka neke ravni 7 koje se nalaze sa jedne iste
strane prave p C 7 nazivamo otvorenom poluravni. Skup Kkoji se sastoji od
tacaka otvorene poluravni i tacaka prave p nazivamo zatvorenom poluravni.
Pravu p u oba slu¢aja nazivamo granicom ili medom. Ako je p granica i
A bilo koja tacka neke poluravni tada ovu poluravan ukoliko je otvorena
simbolicki oznacavamo (p, A), a ako je zatvorena [p, A).

Teorema 2.9.2. Svaka prava p ravni w razlaZe skup ostalih tacaka te ravni
na dve otvorene poluravni.

Dokaz. U ravni m postoje tacke X, O 1Y takve da O € pi B(X,0,Y).
To znaci X,Y =+ p, pa je broj klasa ekvivalencije relacije — veéi od jedan.

Dokazimo da broj klasa ekvivalencije relacije ~ p ne moze biti veéi od dva.
Ako bi broj klasa ekvivalencije bio veéi od dva, onda bi postojala tacka Z
takvadaje X, Z +piY,Z +p. Za tri razne tacke X, Y i Z mogu nastupiti
dva slucaja:

(i) Tacke X, Y i Z su nekolinearne. U tom sluc¢aju bi prava p sekla svaku
odduzi XY, YZ i ZX, sto je u suprotnosti sa teoremom 2.5.2.

(ii) Tacke X, Y i Z su kolinearne. Tada dobijamo kontradikciju sa
teoremom 2.6.1.

Prema tome, broj klasa ekvivalencije relacije — p je dva. U

2.10 Ugaona linija i ugao

Definicija 2.10.1. Skup koji se sastoji od jedne tacke O i tacaka dveju
raznih polupravih p i ¢ koje imaju zajednicki kraj O, nazivamo ugaonom
linijom 1 oznacavamo ga Zpq.

Definiciji pojma ugla prethodi uvodenje dve pomoéne relacije: ”sa iste
strane ugaone linije” i ” sa raznih strana ugaone linije”.

Definicija 2.10.2. Skup nadovezanih duzi A;As, A2As, ..., Ap_1 A, nazi-
vamo poligonalnom linijom. Poligonalnu liniju ¢iji se pocetak i kraj pokla-
paju nazivamo poligonom. Poligon p je prost ako, nikoje dve njegove stra-
nice nemaju zajednickih tacaka, sem Sto svake dve susedne stranice imaju
zajednicko teme. U suprotnom poligon p je slozen.

Definicija 2.10.3. Neka je Zpq ugaona linija neke ravni m i A, B tacke
ravni 7w koje ne pripadaju ugaonoj liniji Zpq. Ako postoji poligonalna linija
L koja spaja tacke A i B, pripada ravni 7 i sa ugaonom linijom /pq nema
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zajednickih tacaka tada kazemo da su tacke A i B sa iste strane ugaone

linije /pq i oznacavamo A, B ~ /pq. Ukoliko ovo nije zadovoljeno tada su
tacke A i B sa raznih strana ugaone linije /pq $to oznacavamo A, B =+ /pq.

Teorema 2.10.1. Relacija = /pq je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost slede neposredno iz definicije. Dokazimo
tranzitivnost. Neka su A, B, C tri tacke ravni 7 i /pg ugaona linija u toj

ravni takva da je A, B Z /pqiB,C = Zpq. Dokazimo da je A, C = Ipg.
Kako je A, B = /pq to postoji poligonalna linija L1 C 7 koja spaja tacke A

iBiLiNZpg=0.1z B,C = Zpq sledi da postoji poligonalna linija Ly C
koja spaja tacke B i C' i Ly N Zpq = (. Poligonalna linija L = L1 U Ly spaja

tacke A i C, pripada ravni 7 i LN Zpg = 0 odakle sledi A,C = Zpq. O

Definicija 2.10.4. Neka je Zpq ugaona linija neke ravni 7. Skup tacaka
ravni m koje se nalaze sa iste strane ugaone linije /pq zovemo otvorenim
uglom i obelezavamo ga 4pq. Uniju ugaone linije Zpq i otvorenog ugla
£pq nazivamo zatvorenim uglom i obelezavamo ga [£pg|. Ugaonu liniju Zpq
zovemo granicom ili medom ugla £pgq, poluprave p i ¢ kracima a tacku O
temenom svakog od tih uglova.

Teorema 2.10.2. Svaka ugaona linija neke ravni m razlaZe skup ostalih
tacaka te ravni na dva otvorena ugla.

Dokaz. Neka je Zpq proizvoljna ugaona linija ravni 7. Ako bi poluprave
p i g bile kolinearne tj. ako bi obrazovale jednu pravu, tada bi dokaz bio
zavrSen jer bi one razlozile ravan na dve poluravni.

Pretpostavimo da poluprave p i ¢ (slika 2.6) nisu na jednoj pravoj. Neka
su M i N tacke polupravih p i ¢ respektivno i neka je A tacka duzi (M N)
takva da je B(M,A,N). Tada su O i A dve razne tacke, te na pravoj OA
postoji tacka A’ takva da vazi relacija B(A4, O, A’). Dokazimo da su tacke

A, A’ + Zpq. Dokaz izvodimo indirektno. Pretpostavimo da je A, A’ = Zpq.
Tada postoji poligonalna linija L koja spaja tacke A i A’, cela pripada ravni
miLN4pg=10. Neka je p’ poluprava komplementarna sa p i ¢’ poluprava
komplementarna sa q, p* prava koja sadrzi p i ¢* prava koja sadrzi q. Kako
suAd,A'e AA 1A A +-0O, gde O € p* to je A, A’ =+ p* pa svaka poligonalna
linija koja spaja A i A’ se¢e pravu p*, pa i poligonalna linija L.

Neka je X ona tacka na poligonalnoj liniji L koja pripada p*, pri ¢emu
tacka X razlaze poligonalnu liniju L na dva dela od kojih onaj koji odgovara
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Slika 2.6.

tacki A sa pravom p* nema drugih zajednickih tacaka, tj. neka je na liniji L
pocev od tacke A ka tacki A’, X prva zajednicka tacka te linije sa pravom
p*. Ovaj deo linije L oznac¢imo sa L'. Kako je X tacka linije L' na pravoj
p* to znac¢i da X pripada p’ jer je L' N Zpg = (. Sadaiz M e pi X € p/
sledi M, X + O a odavde M, X + ¢*. Svaka tacka poligonalne linije osim X
ée biti sa one strane prave p* sa koje nije A’. Pored toga je A, N = p* jer je
B(N, A, M), pa je svaka tacka otvorene poluprave g sa iste strane prave p* sa
koje je A, a svaka tacka poluprave ¢’ je sa one strane prave p* sa koje je A'.
Sledi da L’ ne sece ¢/, a ne see ni ¢ jer poligonalna linija L po pretpostavci
ne sece g. Znaéi L' i ¢* nemaju zajednickih tacaka, pa je 4, X = ¢*.
Medutim X, M + ¢* pa je A, M =+ ¢*, §to je u suprotnosti B(N, A, M).

Prema tome A, A’ +— Zpq, pa je broj klasa ekvivalencije relacije Z vedi od
jedan. Obelezimo sa w klasu ekvivalencije (ugao) kojoj pripada tacka A a sa
w’ klasu ekvivalencije (ugao) kojoj pripada tacka A’. Dokaza¢emo da ugaona
linija Zpq razlaze skup svih ostalih tacaka ravni 7 na otvorene uglove w i w’.

To znaci da trebamo dokazati:

(D) wnw =10,

(2) wUwW' UZpg = .

Oba tvrdenja dokazujemo indirektno.

(1) Neka je wNw' # 0. To znaci da postoji tatka R € wNw'. Iz R € w

sledi A,R = /pq. Iz R € ' sledi A/, R = /pq. Zbog tranzitivnosti relacije

2 sledi A, A’ = /pq, $to je nemoguée jer smo ustanovili da vazi A, A’ + /pq.
(2) Neka S ¢ wUw' UZpq. Tada S € AA ili S ¢ AA'. Ako S € AA
tvrdenje sledi neposredno uzimajuéi u obzir poredak tacaka u odnosu na
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Slika 2.7.

tacku O. Ako S ¢ AA’ (slika 2.7) onda duz AS sece ili polupravu p ili
polupravu q. Neka duz AS sece polupravu p. Tada su A, S +p*i A, A’ = p*

odakle sledi A’, S = p*. Neka je Y proizvoljna tacka poluprave ¢’. Tada je
Y, A’ = p*, odakle sledi Y, S = p*. Akoje S =Y onda A’S nema zajednickih

tacaka ni sa p ni sa ¢, paje A', S = p*. Akoje S # Y onda poligonalna linija
A'Y UY S ne sece pravu p*, a pravu ¢* sece u tacki Y € ¢’. Tacke A', S ¢ ¢*
paje AY Ng#0iYSNg#0, paje A',S = Zpq §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da S ¢ w'. Dakle w i &’ su jedini uglovi na koje je ugaonom
linijom Zpq razlozena ravan 7. O

2.11 Orijentacija ravni

Da bismo uveli orijentaciju ravni, pre toga treba uvesti pojam istosmernih
uglova. Pri tome razlikujemo dva slucaja:

(1) kada uglovi imaju zajednicko teme,

(2) kada uglovi nemaju zajednicko teme.

Definicija 2.11.1. Za ugao <tab ¢iji kraci a i b ¢ine ureden par polupravih
kazemo da je orijentisan. Krak a je pocetni ili prvi a krak b krajnji ili drugi
krak tog orijentisanog ugla.

Definicija 2.11.2. Dva orijentisana ugla <tab i <cd koji pripadaju istoj
ravni 7 i imaju zajednicko teme O nazivaju se istosmernim (oznaka: <ab =
<cd) ako je zadovoljen jedan od sledeéih uslova:

(1) ako je a = ¢ ili b = d jedan od uglova <tab i <cd sadrzi drugi.

(2) ako je a # ¢ 1 b # d jedan od uglova <tab i <ted prema uslovu (1)
zadovoljava relacije <ab = <ad i <ad =% <cd. Ako pomenuti uglovi <ab
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i <cd nisu istosmerni onda kazemo da su suprotnosmerni (oznaka <ab =
<ed).

Za orijentisane uglove koristicemo oznaku <ab a za neorijentisane oz-
naku £ab.

Definicija 2.11.3. Dva orijentisana ugla <tab i <cd neke ravni 7 sa raznim
temenima O i .S nazivamo istosmernim i simbolicki obelezavamo <tab = <tcd
ako postoje orijentisani uglovi <{pq i <trs sa temenima redom u tackama O
i S tako da je za poluprave p,q,r,s: p =1 iq = s pri ¢emu je <ab = <{pq
i <rs = <cd.

Teorema 2.11.1. Relacija istosmernosti definisana na skupu uglova jedne
ravni je relacija ekvivalencije.

Postupak dokazivanja ove teoreme analogan je postupku dokazivanja
odgovarajuce teoreme za istosmerne prave, s tim $to ¢e biti razmatrano
viSe mogucénosti nego za pravu. Ovo nastaje zbog toga Sto treba razlikovati
sluc¢ajeve kada uglovi imaju:

(1) zajednicko teme, (2) razli¢ita temena.

Jedna od posledica relacije istosmernosti uglova je i moguénost razla-
ganja svih uglova na klase istosmernih uglova.

Teorema 2.11.2. Skup svih orijentisanih uglova K neke ravni m moze se
razloZiti na dva podskupa Ky i Ko pri cemu su zadovoljeni uslovi :

(1) Podskupovi K; i Ko nisu prazni, tj. K1, Ko # 0,

(2) Podskupovi K1 i Ko su disjunktni, tj. K1 N Ky =0,

(3) Svaka dva ugla iz istog podskupa su istosmerna.

(4) Svaka dva ugla iz raznih podskupova su suprotnosmerna.

Dokaz ove teoreme vrsi se analogno dokazu odgovarajuée teoreme u
slucaju orijentacije prave.

Definicija 2.11.4. Svaki od dva podskupa Kj i K2 pomenuta u prethod-
noj teoremi nazivamo orijentacijom ili smerom u razmatranoj ravni 7. Ori-
jentacije K i K9 nazivamo suprotnim medusobom. Ravan u kojoj je zadata
jedna orijentacija nazivamo orijentisanom.

U apsolutnoj geometriji pojam orijentacije nije transmisibilan, tj. moguée
je govoriti samo o orijentaciji na jednoj ali ne i o orijentaciji koja bi bila za-
jednicka za vise pravih (5to je slucaj npr. u pogledu orijentacije paralelnih
pravih u Euklidskoj geometriji).
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Takode, moze se govoriti samo o orijentaciji jedne iste ravni jer pojam
orijentacije uglova u razli¢itim ravnima ne moze biti definisan. U Euklidskoj
geometriji zahvaljujuéi definisanju pojma paralelnosti moguée je definisati
orijentacije na Sire klase: klasu paralelnih pravih odnosno klasu paralel-
nih ravni, dok se u geometriji Lobacevskog (hiperbolickoj geometriji) takve
orijentacije ne mogu izvoditi Sto znac¢i da pojam orijentacije u Euklidskoj ge-
ometriji predstavlja transmisibilan a u Apsolutnoj geometriji i hiperboli¢koj
geometriji netransmisibilan pojam.

2.12 Poluprostori i razlaganje prostora
pomocu ravni

Definiciji pojma poluprostora prethodi uvodenje pomoénih relacija ”sa

iste strane ravni” i ”sa raznih strana ravni”’. Koristi¢emo oznake A, B — 7

iAB-=m.

Definicija 2.12.1. Neka su A, B dve tacke koje ne pripadaju ravni 7. Ako
je pritom (AB) N7 = () tada kazemo da su tacke A i B sa iste strane ravni
7. U suprotnom, ako je (AB) N7 # () tada kazemo da su tacke A i B sa
raznih strana ravni .

Teorema 2.12.1. Relacija ”sa iste strane ravni” je relacija ekvivalencije.

Dokaz ove teoreme vrsi se analogno dokazu odgovarajuée teoreme o
relaciji ”sa iste strane prave” u ravni.

Relacija ”"sa iste strane ravni” omogucuje definisanje pojma polupros-
tora.

Definicija 2.12.2. Skup svih tacaka koje se nalaze sa iste strane ravni =
nazivamo otvorenim poluprostorom. Skup koji se sastoji od tacaka ravni 7 i
tacaka poluprostora nazivamo zatvorenim poluprostorom pri ¢emu je ravan
7 granica ili meda poluprostora.

Nije tesko konstatovati da je poluprostor jednoznacno odreden medom t;.
ravni 7 i jednom tackom van mede. Ako je ravan m meda i tacka A ne pripada
ravni 7 onda otvoreni poluprostor odreden na ovaj na¢in oznacavamo (m, A).
Odgovarajuéi zatvoreni poluprostor oznacavamo [, A).

Teorema 2.12.2. (Osnovna teorema o razlaganju prostora) Svaka ravan
7 prostora S* razlaze skup svih ostalih tacaka tog prostora na dva otvorena
poluprostora.
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Dokaz ove teoreme se vrsi analogno dokazu teoreme o razlaganju ravni
na otvorene poluravni.

Teorema 2.12.3. Otvoren i zatvoren poluprostor su konveksni skupovi ta-
caka.

Napomena. Osobina razlaganja prave, ravni ili prostora je individualno
svojstvo regulisano aksiomatikom. Za razliku od Apsolutne geometrije u
Projektivnoj geometriji jedna tacka ne vrsi razlaganje prave, odnosno jedna
ravan ne vrsi razlaganje prostora, veé dve tacke razlazu pravu na dva projek-
tivna odsecka. U Apsolutnoj geometriji tacka razlaze pravu, a jedna ravan
razlaze prostor. Dve ravni koje se seku razlazu prostor na cetiri dela. Tri
ravni koje se seki razlazu prostor na maksimalno osam delova, a Cetiri ravni
na maksimalno petnaest delova.

2.13 Diedarska povrs i diedar

Definicija 2.13.1. Skup tac¢aka dveju poluravni i 8 koje imaju zajednicku
granicu s i tacaka prave s nazivamo diedarska povrs a oznaCavamo je af.

Definicija 2.13.2. Neka su A i B dve tacke koje ne pripadaju diedarskoj
povrsi af. Ako postoji poligonalna linija koja spaja tacke A i B i koja sa
diedarskom povrsi aff nema zajednickih tacaka, tada kazemo da su tacke
A, B sa iste strane diedarske povrsi a3, a ako takva linija ne postoji tada su
tacke A i B sa razlicitih strana diedarske povrsi 5. Kaoiu svim prethodnim
slu¢ajevima koristi¢emo iste oznake relacija sa iste strane i sa raznih strana
diedarske povrsi.

Teorema 2.13.1. Relacija — af je relacija ekvivalencije.

Ova teorema dokazuje se analogno odgovaraju¢oj teoremi vezanoj za
ugao.

Definicija 2.13.3. Skup svih tacaka prostora koje se nalaze sa iste strane
diedarske povrsi af nazivamo otvorenim diedrom. Ako tackama diedarske
povrsi a8 dodamo otvoren diedar, dobijamo zatvoren diedar. U oba slucaja
diedarska povrs je granica ili meda diedra, poluravni « i 8 nazivamo pljos-
nima tog diedra a zajednicku granicu s ivicom diedra.

Teorema 2.13.2. Svaka diedarska povrs prostora razlaZe skup ostalih tacaka
prostora na dva otvorena diedra.
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Ova teorema dokazuje se analogno odgovarajucoj teoremi vezanoj za
ugao.

2.14 Peanovi stavovi o identifikaciji pravih,

ravni i prostora sa izvesnim skupovima tacaka
Teorema 2.14.1. Ako su A i B dve razne tacke neke prave [ tada je prava
I identiéna sa skupom ' koji se sastoji od tacaka A i B i svih tacaka X koje

zadovoljavaju neku od triju relacija: B(A, X, B), B(X, A, B), B(A,B, X).

Dokaz. Sledi direktno iz aksiome II1 i teoreme 2.5.1. O

Slika 2.8.

Takode nije tesko dokazati i sledec¢e teoreme

Teorema 2.14.2. Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke neke ravni w tada
je ravan w identiéna sa skupom w svih tacaka X koje zadovoljavaju bar
jednu od relacija: X € I(B,C), X € I(C,A), X € l(A,B), B(B,AX,(C),
B(C,BX,A), B(A,CX, B) (slika 2.8).

Napomena. [(B,C) je oznaka za pravu odredenu tackama B i C' a oznaka
B(B,AX,C) znaéi da su tacke B i C sa raznih strana prave AX.

Teorema 2.14.3. Ako su A, B,C,D Z¢etiri nekomplanarne tacke, tada je
skup S svih tacaka prostora identican sa skupom S’ svih tacaka X koje
zadovoljavaju bar jednu od relacija: X € n(B,C,D), X € n(C,D, A), X €
m(D,A,B), X e m(A,B,C), B(B,ADX,C), B(C,BDX, A), B(A,CDX, B),
B(A,BCX,D), B(B,CAX,D), B(C,ABX, D) (slika 2.9).
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Slika 2.9.

Napomena. Oznaka X € 7w(B,C,D) znac¢i da tacka X pripada ravni
odredenoj tackama B,C,D a oznaka B(B,ADX,C) znaci da se tacke B
i C nalaze sa raznih strana ravni (A, D, X).

2.15 Jednostruko povezane poligonske povrsi

Definiciju poligonske povrsi izveséemo uz prethodno uvodenje pomoénih
relacija: "tacka u prostom ravnom poligonu” i "tacka van prostog ravnog
poligona”.

Teorema 2.15.1. Neka je dat prost ravan poligon p i neka je O tacka u
njegovoj ravni koja mije na poligonu p i a, b par polupravih u ravni tog
poligona, koje imaju za kraj tacku O i koje ne sadrie ni jedno teme poligona
p. Ako pri tome poluprava a ima sa poligonom p meparan broj zajednickih
tacaka tada i poluprava b ima neparan broj zajednickih tacaka sa poligonom
p. Ako poluprava a ima sa poligonom p nula ili paran broj zajednickih tacaka
tada i poluprava b ima sa poligonom p nula ili paran zajednickih tacaka.

Dokaz. Oznacimo sa k(a) broj presec¢nih tacaka poluprave a sa poligonom
p a sa k(b) broj prese¢nih tacaka poluprave b sa piligonom p. Da bi dokazali
teoremu dovoljno je dokazati da je razlika k(a) — k(b) nula ili paran broj, tj.
da je k(a) = k(b) (mod 2).

Konstruisimo sve poluprave (slika 2.10) koje polaze iz tacke O i sadrze re-
spektivno temena poligona p. Neke od tih polupravih mogu se i poklopiti. U
tom slucaju takve poluprave smatra¢emo jednom polupravom. Ako poligon
p ima n temena onda onda je ukupan broj polupravih sa poc¢etkom u tacki
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Slika 2.10.

O jednak m pri ¢emu je m < n. Oznatimo sa ai,as,...,a, te poluprave
pri ¢emu je uveden takav poredak da je as C £L(a1,a3), ag C £L(az,ayq), ...

Naime, ovih m polupravih razlazu ravan 7 na m otvorenih uglova, pri
tome izmedu svake dve uzastopne poluprave nema temena, ve¢ samo stranica
poligona p.

Neka je pri tome a; poluprava, takva da je a C £(aj,az). U tom slu¢aju
moze se dogoditi da je i b C £(aq,az) ili je b u nekom drugom od uglova
(slika 2.11) £L(a;,ai4+1), i =2,3,...,n— 1.

Slika 2.11.

Ako je poluprava b C £(aj,a2) u kome je i polupra a neposredno sledi
da ako a sece neku stranicu poligona p, tada i b seCe tu stranicu poligona p
i obrnuto. U tom slucaju je k(a) = k(b) tj. k(a) — k(b) = 0.

Ako poluprava b nije u uglu £(aq,a2) veé naprimer u uglu £(ase,as),
mogu nastupiti sledeéi slucajevi:

(1) Neka stranica poligona (slika 2.12) sece sva tri kraka a1, as, ag. Tada
ona seCe obe poluprave a i b.
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(6)

Slika 2.12.

(2) Neka jedna stranica (slika 2.12) ima za kraj tacku koja je na az a
njoj susedna stranica polazi iz te taCke i nalazi se sa druge strane prave
odredene sa az. Tada a sece tu stranicu a b se¢e njoj susednu pa je za taj
slucaj k(a) = k(b), tj. k(a) — k(b) = 0.

(3) Neka obe susedne stranice poligona (slika 2.12) imaju za kraj tacku
na polupravoj as i neka se obe nalaze sa iste strane poluprave as npr. tamo
gde je poluprava a. Tada one obe seku a i ne seku b. Analogno u slucaju
(4) one obe seku b a ne seku a. I u slucaju (3) i (4) razlika je paran broj.

(5) Jedna od stranica poligona (slika 2.12) moze pripadati polupravoj
az. U tom slu¢aju mogu nastupiti situacije (5), (6) i (7). U svim ovim
slucajevima je k(a) — k(b) paran broj ili nula. Ako se b ne nalazi u £(as, a3)
nego u nekom od slede¢ih uglova, tada se dokaz izvodi indukcijom i za-
kljucuje da je k(a) — k(b) paran broj ili nula. Odavde zaklju¢ujemo da ako
je k(a) neparan broj tada je i k(b) neparan broj, a ako je k(a) paran broj ili
nula tada je i k(b) paran broj ili nula. O

Definicija 2.15.1. Neka je p prost ravan poligon i O tacka u njegovoj ravni
koja ne pripada poligonu p. Ako postoji poluprava a koja se nalazi u ravni
poligona p, ne sadrzi ni jedno njegovo teme i ima sa p neparan broj za-
jednickih tacaka, tada kazemo da je tacka O unutar poligona p. Ako takva
poluprava ne postoji kazemo da je tacka O izvan poligona p.

Definicija 2.15.2. Neka je p prost ravan poligon. Skup tacaka ravni tog
poligona koje se nalaze u tom poligonu nazivamo otvorenom poligonskom
povrsi. Temena i stranice poligona nazivamo temenima i stranicama poli-
gonske povrsi. Otvorenu poligonsku povrs oznacavamo sa (p). Skup svih
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tacaka otvorene poligonske povrsi (p) i tacaka koje se nalaze na poligonu p
nazivamo zatvorenom poligonskom povrsi i oznac¢avamo je sa [p]. Poligon p
je granica ili rub poligonske povrsi.

Nije tesko ustanoviti da se bilo koje dve tacke poligonske povrsi mogu
spojiti poligonalnom linijom koja cela pripada unutrasnjosti razmatrane
poligonske povrsi.

Teorema 2.15.2. Svaka prava s u ravni prostog ravnog poligona p koja
ne sadrzi ni jedno teme tog poligona, ima sa tim poligonom paran broj za-
jednickih tacaka.

Slika 2.13.

Dokaz. Neka je S proizvoljna tacka prave s (slika 2.13) koja ne pripada
poligonu p. Prema ranije navedenoj teoremi o razlaganju prave tacka S
razlaze pravu s na dve poluprave s; i s3. Prema dokazanoj teoremi, ako
poluprava s; ima sa poligonom p neparan broj zajednickih tacaka, tada
isto vazi i za polupravu so, a ako poluprava s; ima paran broj zajednickih
tacaka sa poligonom p ili ih nema tada i poluprava s, ima sa poligonom p
paran broj zajednickih tacaka ili ih nema. Buduéi da su s; i so disjunktni
skupovi tacaka, ukupan broj presecnih tacaka prave s i poligona p iznosi
k(s1) + k(s2), pa k(s) mora biti paran. O

Teorema 2.15.3. (Zordanova teorema - osnovna teorema o razlaganju ravni
nekim prostim ravnim poligonom): Svaki prost ravan poligon neke ravni
w razlaZe skup ostalih tacaka te ravni na dva podskupa, od kojih je jedan
otvorena poligonska povrs, a drugi predstavlja spoljasnjost poligonske povrgi.

Dokaz. Neka je p prost ravan poligon i neka je s proizvoljna prava koja
ima sa poligonom p zajednickih tacaka i ne sadrzi ni jedno teme polig-
ona p. Prema prethodnoj teoremi prava s ima sa poligonom p paran broj
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presecnih tacaka (slika 2.14) koje mozemo oznaciti Py, Ps, ..., Pa, pri cemu
je B(P1, Pa, ..., Pay,). Neka je X proizvoljna tacka izmedu Py i Py a Y tacka
prave s koja je iza P; u odnosu na Py, tj. vazi B(Y, P, X, P»).

Slika 2.14.

Tada X razlaze pravu s na dve poluprave. Bilo koju od njih, recimo onu
koja sadrzi Ps, Ps, ..., Pa, obelezimo sa s;. Tacka Y ralaze pravu s na dve
poluprave. Neka je so ona od njih koja sadrzi tacke Pi, Py, ..., Py,. Kako
tacka X ne pripada poligonu p i pripada onoj polupravoj koja sa poligonom
p ima neparan broj zajednjickih tacaka, tacka X je unutar poligona p. Kako
je tacka Y u ravni poligona p i postoji poluprava ss sa pocetkom u Y koja sa
poligonom p ima paran broj zajednickih tacaka, tacka Y je van poligona p.
Iz ovoga sledi da unutrasnjost i spoljasnjost poligona p nusu prazni skupovi.
Da bi smo pokazali da poligon p razlaze skup svih ostalih tacaka njegove
ravni na unutrasnjost i spoljasnjost poligona p dovoljno je ustanoviti sledeéa
dva svojstva:

(1) unutrasnjost i spoljasnjost poligona p nemaju zajednickih tacaka,

(2) svaka tacka ravni tog poligona koja ne pripada tom poligonu pripada
ili spoljasnjosti ili unutrasnjosti tog poligona.

(1) Prvi slucaj dokazuje se indirektno. Ako bi u unutrasnjosti i spoljas-
njosti postojala neka zajednicka tacka M, tada bi tacka M kao unutrasnja
tacka predstavljala kraj neke poluprave a koja sa poligonom p ima neparan
broj zajednickih tacaka. S druge strane tacka M kao spoljasnja tacka poli-
gona bila bi kraj neke poluprave b koja bi sa poligonom p imala paran broj ili
nula zajednickih tacaka. U tom slucaju iz tacke M ravni poligona p postoje
dve poluprave koje ne sadrze ni jedno teme poligona p pri ¢emu jedna od
njih ima sa poligonom p neparan a druga paran broj ili nula zajednickih
tacaka $to je nemogucde.

(2) Drugo svojstvo dokazuje se neposredno. Ako bi M bila tacka ravni
poligona p koja ne pripada poligonu p i ako je a poluprava koja se nalazi u
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ravni tog poligona i ne sadrzi ni jedno teme tog poligona tada poluprava a
sa poligonom p ili ima neparan broj zajednickih tacaka ili nula zajednickih
tacaka te je tacka M ili na poligonu ili van poligona ili unutar poligona ¢ime
je teorema dokazana. O

Takode vazi

Teorema 2.15.4. Ako je p prost ravan poligon il poligonalna linija ¢iji se
krajevi nalaze na tom poligonu a sve ostale tacke u tom poligonu p tada ova
poligonalna lingja | razlaZe poligonsku povrs ogranicenu poligonom p na dve
poligonske povrsi.

Napomena. Ova teorema primenjuje se na razlaganje poligonske povrsi
koje je neophodno pri takozvanoj triangulaciji poligonske povrsi tj. razbi-
janju poligona na trouglove (trougaone poligonske povrsi).

Kao §to smo videli ranije poligoni se mogu podeliti na proste i slozene.
U skladu sa ovim mozemo i dijagonale poligona podeliti na proste i slozene.

Definicija 2.15.3. Kazemo da je dijagonala poligona prosta, ako sa tim
poligonom nema zajednickih tacaka. U protivhom je dijagonala poligona
sloZena. Prosta dijagonala moze biti unutrasnja ili spoljasnja.

Definicija 2.15.4. Prosta dijagonala poligona p je unutrasnja ako su sve
njene tacke sem krajnjih unutar tog poligona. Prosta dijagonala poligona
je spoljasnja ako su sve njene taCke izvan poligona p osim njenih krajnjih
tacaka.

Teorema 2.15.5. Svaka poligonska povrs moze se unutrasnjim dijagonala-
ma razloZiti na trougaone povrsi.

Dokaz ove teoreme zasniva se na prethodnoj teoremi.
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2.16 Visestruko povezane poligonske povrsi

Sem poligonskih povrsi koje smo do sada razmatrali, a to su bile jed-
nostruko povezane poligonske povrsi, u geometriji se razmatraju i visestruko
povezane poligonske povrsi.

Slika 2.15.

Definicija 2.16.1. Neka je dat prost ravan poligon p i neka je
{p1,p2,...,pr} konacan skup poligona (slika 2.15) koji se nalaze u poligonu
p, koji medusobom nemaju zajednickih tacaka, a svaki od njih se nalazi iz-
van ostalih. Poligonsku povrs koja se dobija kada se od otvorene poligonske
povrsi p oduzmu zatvorene poligonske povrsi [pi1], [pa],. .., [pk] nazivamo
(k + 1)—struko povezanom otvorenom poligonskom povrsi. Ako se ovom
skupu tacaka dodaju tacke poligona p;, i € {1,...,k}, i tacke poligona p
dobijamo zatvorenu (k + 1)—struko povezanu povrs.

Nije tesko dokazati sledeée teoreme:

Teorema 2.16.1. Ako je tacka O unutar (k+1)—struko povezane otvorene
poligonske povrsi © ako je a poluprava koja ima za kraj tacku O i ne sadrzi
ni jedno teme poligona, onda poluprava a ima sa rubom te povrsi neparan
broj zajednickih tacaka.

Teorema 2.16.2. Ma koje dve tacke u prostoj (k + 1)-struko povezanoj
poligonskoj povrsi uvek se mogu spojiti jednom poligonalnom linijom koja
pripada toj poligonskoj povrsi.
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Teorema 2.16.3. Ma koje dve tacke izvan (k+1)—struko povezane poligon-
ske pouvrsi mogu se spojiti poligonalnom lLinijom [, takvom da mema za-
jednickih tacaka sa poligonom p, tj. I Np = 0, ili je broj preseénih tacaka
paran.

Teorema 2.16.4. Ako su P i Q dve tacke u ravni (k+ 1)—struko povezane
poligonske pursi i P unutar a Q van nje, onda svaka poligonalna linija koja
spaja tacke P i QQ a pripada ravni tog poligona ima neparan broj zajednickih
tacaka sa rubom te poligonske pouvrsi a ako sadrzi deo stranice onda ima
beskonacno mnogo zajednickih tacaka.

2.17 Rogljaste povrsi i rogljevi

Definicija 2.17.1. Ako je aj,as,...,a, (n > 3) konacan niz medusobom
razli¢itih polupravih sa zajednickim pocetkom u tacki O, od kojih nikoje
tri uzastopne nisu komplanarne, onda skup koji se sastoji od tacke O,
svih polupravih aq,as,...,a, i svih otvorenih uglova £(aq,as9), £(as,as),
.+, L(an—1, an) nazivamo otvorenom rogljastom povrsi. Tacku O nazivamo
vrhom ili temenom, poluprave aj,as,...,a, ivicama a uglove 4£(ai,as),
L(ag,as), ..., L(apn—1,a,) ivitnim uglovima ili pljosnima te rogljaste povrsi.
Ivice a1 i ay, nazivamo krajnjim a ostale unutra$njim ivicama. Ako navede-
nom skupu tacaka dodamo i tacke ugla £(a,,a;) dobijamo zatvorenu rog-
ljastu povrs koju nazivamo krace rogljasta povrs.

Rogljasta povrs moze da bude prosta i slozena.

Definicija 2.17.2. Rogljasta povrs je prosta ako nikoje dve pljosni nemaju
zajednickih tacaka sem Sto imaju zajednicko teme i §to susedne pljosni imaju
zajednicke ivice. U protivhom rogljasta povrs je sloZena.

Razlikujemo i jednostrane i viSestrane rogljaste povrsi.

Definicija 2.17.3. Rogljasta povrs je jednostrana ako postoji ravan koja
sadrzi njeno teme dok se sve ostale tacke te povrsi nalaze sa iste strane te
ravni. Ako takva ravan ne postoji rogljastu povr§ nazivamo visestranom.

Definicija 2.17.4. Dve tacke su sa iste strane proste rogljaste pouvrsi ako
postoji poligonalna linija u prostoru koja spaja te dve tacke i nema sa rog-
ljastom povrsi zajednickih tacaka. U protivnom su sa raznih strana rogljaste
povrsi. Pomenute relacije oznacavamo kao i u prethodnim slu¢ajevima.
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Definicija 2.17.5. Skup svih tacaka koje su sa iste strane proste rogljaste
povrsi nazivamo rogalj.

Analogno odgovarajuéim teoremama iz prethodnih sluc¢ajeva dokazuje se
i sledecéa

Teorema 2.17.1. (Zordanova teorema) Svaka prosta zatvorena rogljasta
pours prostora razlaZe skup ostalih tacaka prostora na dva otvorena podskupa.

Svaki od dva pomenuta podskupa predstavlja rogalj. Samu rogljastu
povrs nazivamo granicom ili medom svakog od tih rogljeva.

Definicija 2.17.6. Svaki neprazan podskup prostora S™ zovemo geometri-
jskim likom ili figurom.

Definicija 2.17.7. Geometrijska figura ® je konveksna ako za proizvoljne
tacke A i B figure ® cela duz AB pripada figuri ®.

Definicija 2.17.8. Neka je data prostorna figura ® i neka ravan w. Ravan
m je ravan oslonca figure ® ako ima sa njom zajednickih tacaka, pri ¢emu
su sve ostale tacke figure ® sa iste strane ravni 7.

Lako se dokazuje sledeé¢a teorema

Teorema 2.17.2. Ako je kod nekog n-tostranog roglja ravan odredena bilo
kojom pljosni tog roglja ravan oslonca tog roglja, tada je taj rogalj konveksan.

Definicija 2.17.9. Rogljasta povrs je konveksna ako predstavlja granicu
nekog konveksnog roglja.

Napomena. Konveksnost (n—1)-dimenzione figure u n dimenzionom pros-
toru se definiSe na taj nac¢in Sto se posmatra konveksnost n-dimenzione figure
¢iju medu predstavlja razmatrana (n — 1)-dimenziona figura.

Teorema 2.17.3. Svaki konveksan rogalj moZe se preseci izvesnom ravni
tako da presek bude konveksna poligonalna povrs.

Dokaz. Neka je Oajas...a, (slika 2.16) konveksan rogalj. Dokazimo da
postoji ravan o koja ga sece po konveksnoj poligonalnoj povrsi. Neka su Ay
i Ay bilo koje dve tacke na ivicama aj i ag. Prava [(A;, Ag) razlaze ravan
pljosni (a1, a2) na dve poluravni. Oznac¢imo sa 7 ravan te pljosni a sa
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Slika 2.16.

poluravan kojoj je rub prava [(A1, A3) i koja sadrzi tacku O. Neka su zatim
As, Ay, ..., A, proizvoljne tacke redom ivica as, ..., an.

Oznacimo sa 73, . .., m, poluravni koje imaju za granicu pravu [(A;, As)
i sadrze redom tacke Az, As...,A,. Poluravni ng,my,..., T, nalaze se sa
iste strane ravni 7 jer je rogalj konveksan, te sa poluravni 71 zaklapaju kon-
veksne diedre. Obelezimo te diedre sa ®3, Dy, ..., P,. Svi ovi diedri imaju
zajednicku pljosan 71 i nalaze se sa iste strane ravni 7 pa u tom skupu
diedara postoji diedar koji je sadrzan u svim ostalim diedrima tog skupa.
Neka je to diedar ®;. Neka je M proizvoljna tacka unutar diedra ®; i neka je
o ravan koja sadrzi tacku M i pravu [(A1, Ag). Tacke As, Ay, ..., A, nalaze
se sa one strane ravni o sa koje nije tacka O, te poluprave koje sadrze
duzi OAs, OAy,...,OA, tj. ivice ag, ag4,...,a, prodiru ravan o u tackama
Ps, Py...P,. Na taj nacin ravan o sece pljosni (a1, a2), (az,as),...,(an,a1)
po duzima A; Ay, AsPs, P3Py,...,P, A1, a ceo rogalj Oga,..q, PO poligon-
skoj povrsi A1 Aa P3Py ... P,. Kako je rogalj Og,a,..q, konveksan i ravan
o konveksan lik to je i njihov presek, tj. poligonska povrs A1AsP5... P,
konveksan lik. O
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Teorema 2.17.4. Ako je data jednostrana, konveksna rogljasta povrs, tada
postoji ravan koja sece sve ivice te rogljaste povrsi.

Slika 2.17.

Dokaz. Postoji ravan m koja sadrzi tacku O (slika 2.17) a sve ostale tacke
te rogljste povrsi nalaze se sa iste strane ravni w. Uoc¢imo proizvoljnu
pravu p u ravni 7 i proizvoljne tacke Ay, Ao,...,A, na ivicama rogljaste
povrsi. Obelezimo sa 7 poluravan kojoj je meda prava p i koja sadrzi tacku
O. Ozna¢imo sa o1, 09,...,0, poluravni sa zajednickom granicom p koje
sadrze redom tacke A1, As,...,A,. Sve te tacke su sa iste strane ravni ,
te poluravni o1, 03,...,0y, sa poluravni m; zahvataju konveksne diedre @1,
®y ..., D,. Ostatak teoreme dokazuje se analogno prethodnoj teoremi. [J



Glava 3

Geometrija poliedara

3.1 Poliedarske povrsi. Poliedri

Da bismo definisali pojam poliedarske povrsi potrebno je najpre defi-
nisati pojam lanca poligonskih povrsi.

Definicija 3.1.1. Dat je niz poligonskih povrsi wi,wo, ..., wy,, pri ¢emu su
svake dve uzastopne povrsi wi,ws; wo,ws; ...; Wnp—1,wy susedne poligonske
povrsi tj. imaju jednu zajednicku stranicu. U tom slucaju ovakav niz
poligonskih povrsi obrazuje lanac poligonskih povrsi. Za poligonske povrsi
w1, wn kazemo da su vezane lancem poligonskih povrsi we,ws, ..., wy_1, ako
w1, ws, . ..,wy formiraju lanac poligonskih povrsi.

Definicija 3.1.2. Skup poligonskih povrsi wy,ws, ..., ws, je jednostruko pove-
zan, ako se svake dve poligonske povrsi iz tog skupa mogu povezati lancem
poligonskih povrsi koji je sastavljen iz poligonskih povrsi tog skupa.

Definicija 3.1.3. Povezan skup poligonskih povrsi nazivamo poliedarskom
poursi, ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(1) Svaka duz na stranici neke od poligonskih povrsi datog skupa moze da
pripada rubu jo§ samo jedne poligonske povrsi iz tog skupa.

(2) Svake dve susedne poligonske povrsi iz tog skupa pripadaju dvema
raznim ravnima.

Definicija 3.1.4. Skup svih tacaka poliedarske povrsi w, koje se nalaze na

graniciama njenih pljosni i koje pripadaju granici samo jedne poligonske
povrsi iz tog skupa, nazivamo rubom te povrsi.

53
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Definicija 3.1.5. Poliedarsku povrs koja ima rub nazivamo otvorenom poli-
edarskom povrsi, a poliedarsku povrs koja nema rub, zatvorenom poliedar-
skom povrsi. Poligonske povrsi od kojih je sastavljena jedna poliedarska
povrs nazivamo pljosnima poliedarske povrsi. Stranice tih poligonskih povrsi
nazivamo ivicama poliedarske povrsi, a temena tih poligonskih povrsi teme-
nima poliedarske povrsi.

Poliedarske povrsi mogu biti proste i slozene.

Definicija 3.1.6. Ako nikoje dve pljosni poliedarske povrsi nemaju za-
jednickih tacaka sem $to susedne imaju zajednicku ivicu i pljosni koje se
susticu u istom temenu imaju zajednicko to teme, poliedarsku povrs nazi-
vamo prostom poliedarskom povrsi. U protivhom nazivamo je sloZenom
poliedarskom povrsi.

Teorema 3.1.1. Neka je w prosta zatvorena poliedarska povrs, O tacka koja
ne pripada toj povrsi i a i b par polupravih koje imaju zajednicki kraj O, ne
seku ni jednu twicu niti sadrZe neko teme poliedarske povrsi w. Tada, ako
poluprava a ima neparan broj zajednickih tacaka sa poliedarskom povrsi w,
tada 1 poluprava b ima sa povrsi w neparan broj zajednickih tacaka. Inace,
ako poluprava a ima sa poliedarskom povrsi w nula ili paran broj zajednickih
tacaka, tada i poluprava b ima sa poliedarskom povrsi w nula i paran broj
zajednickih tacaka.

Slika 3.1.

Dokaz. Oznéimo sa 7 ravan odredenu polupravama a i b. Ako su a i b na
jednoj pravoj p onda oznac¢imo sa 7 proizvoljnu ravan koja sadrzi pravu p
(slika 3.1). Mogu nastupiti dva slucaja:
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(1) Ravan 7 ne sadrzi ni jedno teme poliedarske povrsi w. Tada ravan
m sete povrS w po konacnom broju poligona. Ozna¢imo ih sa pi,...,ps.
Oni nemaju zajednickih tacaka medusobom jer ravan 7 ne sadrzi ni jedno
teme poliedarske povrsi w. Pri tome se tacka O nalazi u izvesnom broju
poligona, recimo pi,...,py, 1 van poligona pp41...,ps. Oznacimo sa k(a)
ukupan broj prese¢nih tacaka poluprave a sa poligonima pi,...,ps tj. sa
poligonalnom povrsi w a sa k(b) ukupan broj presecnih tacaka poluprave
b sa poligonima pq,...,ps, tj. sa povrsi w. Kako je tacka O u poligonima
P1,- .., Pm Poluprave a i b imaju sa tim poligonima neparan broj zajednickih
tacaka te ée k(a) i k(b) biti istovremeno neparni ili istovremeno parni u
zavisnosti od toga da li je m paran ili neparan broj.

Kako je tacka O izvan svakog od poligona pm+1,-..,Ds, poluprave a i
b imaju sa svakim od njih po nula ili paran broj zajednickih tacaka, pa ¢e
ukupan broj presecnih tacaka polupravih a i b sa poligonima p,41,...,Ps
biti nula ili paran.

Prema tome brojevi k(a) i k(b) bi¢e istovremeno ili oba neparna ili oba
parna ili nule. Prema tome vazi k(a) = k(b) (mod 2).

(2) Ravan 7 sadrzi neko teme povrsi w. Tada postoji poluprava ¢ sa
krajem u tacki O takva da ravni odredene polupravama a, ¢ i b, ¢ ne sadrze ni
jedno teme povrsi w. Prema dokazanom delu (1) imamo k(c) = k(a) (mod 2)
i k(c) = k(b) (mod 2) odakle je k(a) = k(b) (mod 2). O

Ova teorema omogucéuje definisanje pojma poliedra.

Definicija 3.1.7. Neka je w prosta zatvorena poligonalna povrs i O tacka
prostora koja ne pripada toj povrsi. Ako pri tome postoji poluprava a sa
krajem u tacki O koja ne sadrzi ni jedno teme povrsi w i ne sece ni jednu
njenu ivicu a ima sa povrsi w neparan broj zajednickih tacaka, kazemo da
je tacka O wunutar povrsi w. U suprotnom, ako takva poluprava ne postoji,
tacka O je izvan povrsi w.

Definicija 3.1.8. Neka je w prosta zatvorena poliedarska povrs. Skup
svih tacaka prostora koje se nalaze unutar povrsi w nazivamo unutrasnjost
ili otvoreni poliedar a oznacavamo ga (w). Skup svih tacaka otvorenog
poliedra (w) i tacaka povrsi w nazivamo zatvorenim jednostruko povezanim
poliedrom i oznac¢avamo ga [w]. Povrs w predstavlja granicu ili medu svakog
od poliedara (w) i [w].

Teorema 3.1.2. Svaka prava koja ne sadrzi ni jedno teme i ne sece ni jednu
wicu proste zatvorene poliedarske povrsi w ima sa tom poliedarskom pouvrsi
nula ili paran broj zajednickih tacaka.
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Dokaz. Neka je s prava koja ne sadrzi ni jedno teme poliedarske povrsi w
i neka je S tacka prave s koja nije na povrsi w. Prema poznatoj teoremi
tacka S razlaze skup svih ostalih tacaka prave S na dve poluprave s; i so.
Saglasno prethodnoj teoremi ako poluprava s; ima sa povrsi w neparan broj
zajednickih tacaka to isto vazi i za polupravu so. Inace, ako poluprava
s1 ima sa povrSi w nula ili paran broj zajednickih tacaka isto vazi i za
polupravu sg. Kako su s; i sg disjunktne bice k(s) = k(s1) + k(s2). Kako je
k(s1) = k(s2) (mod?2) to k(s) mora biti paran broj ili nula. O

Teorema 3.1.3. (Zordanova teorema o poliedrima) Svaka prosta zatvorena
poliedarska povrs w razlaZe skup ostalih tacaka prostora na dva podskupa od
kojih je jedan unutrasnjost a drugi spoljasnjost povrsi w.

Slika 3.2.

Dokaz. Neka je s prava (slika 3.2) koja ima sa povrsi w zajednickih tacaka,
ne sadrzi ni jedno teme i ne se¢e ni jednu ivicu. Prema prethodnoj teo-
remi prava s ima sa povrsi w paran broj zajednickih tacaka. Oznacimo ih
S1, 82, ..., tako da vazi B(Sy, Sa,...,S2). Neka je P proizvoljna tacka
takva da je B(S1, P, S2) a P’ tacka takva da je B(P', Sy, P). Tackom P prava
s razlozena je na dve poluprave. Neka je p ona od njih koja sadrzi tacku 5.
U tom slucaju poluprava p ima sa povrsi w samo jednu zajednicku tacku
Sy te je tacka P unutar povrsi w. Tacka P’ takode razlaze pravu s na dve
poluprave. Neka je p’ ona od njih koja pripada polupravoj p. Na osnovu
recenog poluprava p’ nema zajednickih tacaka sa povrsi w, pa je tacka P’
izvan povrsi w. Ovim je pokazano da unutrasnjost (w) i spoljasnjost (@)
povrsi w nisu prazni skupovi tacaka. Da bi smo dokazali da povrs w razlaze
skup svih ostalih tacaka prostora na skupove (w) i (@) dovoljno je ustanoviti
sledece:

(1) (@) N @) =0,

(2) wU (w) U (w) = S3.
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(1) Dokaz izvodimo indirektnim putem. Neka je O € (w) N (@) i neka
je a proizvoljna poluprava sa pocetkom u tacki O koja ne sadrzi ni jedno
teme i ne sece ni jednu ivicu povrsi w. Kako je tacka O unutar povrsi w tj
O € (w) to poluprava a ima sa povrsi w neparan broj zajednickih tacaka.
S druge strane O € (@) tj. pripada spoljasnjosti povrsi w pa poluprava a i
povrs w imaju nula ili paran broj zajednickih tacaka, Sto je nemoguce pa je

(w)N (@) = 0.

Slika 3.3.

(2) Dokaz izvodimo neposredno. Ako je O proizvoljna tacka prostora
koja ne pripada povrsi w i a proizvoljna poluprava sa krajem u tacki O
koja ne sadrzi ni jedno teme povrsi w i ne seCe ni jednu ivicu te povrsi tada
poluprava a ima sa povrsi w ili neparan broj zajednickih tacaka ili nula ili
paran broj zajednickih tacaka, tj. O € (w) ili O € (@) . O

3.2 Topoloske osobine poliedara

U geometriji poliedara mogu se razlikovati dve vrste osobina poliedara
i to topoloske i metricke. Topoloske osobine se mogu izvesti iz aksioma
incidencije i poretka dok se metricka svojstva mogu posmatrati tek posle
uvodenja aksioma podudarnosti. Prilikom proucavanja topoloskih osobina
poliedara uvode se pomo¢ne relacije i to:

(1) relacija incidentnosti temena, ivica i pljosni poliedara,

(2) relacija izomorfnosti i

(3) relacija dualnosti dva poliedra.

Definicija 3.2.1. Kod nekog poliedra su incidentni:

(1) jedno teme i jedna ivica ako se to teme poklapa sa jednim krajem ivice,
(2) jedno teme i jedna pljosan ako se to teme poklapa sa jednim temenom
te pljosni,
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Slika 3.4. n-tostrana piramida ima ukupno n + 1 teme, 2n vica i n + 1 pljosan.

(3) jedna ivica i jedna pljosan ako se ta ivica poklapa sa jednom stranicom
te pljosni.

Definicija 3.2.2. Dva poliedra F i F’ nazivamo izomorfnim ako izmedu
temena, ivica i pljosni poliedra F' i temena, ivica i pljosni poliedra F’ pos-
toji takav bijektivni odnos u kome incidentnim temenima, ivicama i pljos-
nima poliedra F' odgovaraju respektivno incidentna temena, ivice i pljosni
poliedra F’.

Neposredno mozemo zakljuciti da je relacija izomorfnosti poliedara relaci-
ja ekvivalencije. Stoga se skup svih poliedara prostora S® moze razvrstati
u klase ekvivalencije koje su sastavljene od uzajamno izomorfnih poliedara
prostora S3. Takvih klasa ekvivalencije ima beskona¢no mnogo. Osobine
koje su zajednicke za sve poliedre iz iste klase, nazivamo topoloskim oso-
binama proizvoljnog poliedra iz razmatrane klase. Znagci, bilo koji poliedar iz
neke klase moze posluziti kao predstavnik svoje klase u pogledu topoloskih
osobina. Osim toga proucavanje topoloskih osobina u okviru jedne klase
poliedara omogué¢ava upoznavanje topoloskih osobina poliedara iz dualne
klase.

Definicija 3.2.3. Dva poliedra F i F’ nazivamo dualnim (slika 3.3) ako
izmedu temena, ivica i pljosni poliedra F i pljosni, ivica i temena poliedra F’
postoji bijektivan odnos u kome incidentnim temenima, ivicama i pljosnima
poliedra F' odgovaraju redom incidentne pljosni, ivice i temena poliedra F”.
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Slika, 3.5. n-tostrana kombinatorna prizma ima ukupno 2n temena, 3n wica i n + 2
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Slika 3.6. n-tostrana bipiramida ima n + 2 temena, 3n ivica i 2n pljosni. Lako je uociti
da su n-tostrana bipiramida i n-tostrana kombinatorna prizma poliedri dualni medusobom.

Neposredno iz definicije zaklju¢ujemo da je relacija dualnosti poliedara
antirefleksivna, simetri¢na i netranzitivna.

Definicija 3.2.4. n-tostranom piramidom (slika 3.4) nazivamo poliedar og-
ranicen sa n + 1 pljosni od kojih je jedna n-tostrana a sve ostale trougaone.
Pomenuta n-tougaona pljosan je osnova, a sve ostale bo¢ne strane piramide.
Ivice na rubu osnove su osnovne ivice a sve ostale su bo¢ne ivice. Temena
osnove su osnovna a preostalo teme je vrh piramide.

Definicija 3.2.5. Topoloskom ili kombinatornom n-tostranom prizmom
(slika 3.5) nazivamo poliedar ogranic¢en sa n + 2 pljosni, od kojih su dve n-
tostrane A1 As ... A,i1B1Bs... By, asvaka od ostalih n pljosni je ¢etvorouga-
ona. n-tostrane pljosni su osnovne pljosni ili osnove a astale su boc¢ne.
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Slika 3.7. n-tostrana antibipiramida ima 2n + 2 temena, 4n ivica i 2n pljosni.

Definicija 3.2.6. n-tostranom bipiramidom (slika 3.6) nazivamo poliedar
ogranic¢en sa 2n trougaonih pljosni koje ¢ine uniju boc¢nih pljosni dveju pi-
ramida sa zajednickom osnovom A1As...A,. Temena Ay, Ao, ..., A, nazi-
vamo osnovnim a preostala dva temena O i Op su vrhovi te bipiramide.
Stranice poligona A1 A, ... A, su osnovne ivice dok su ostale ivice bocne.

Definicija 3.2.7. n-tostranom antibipiramidom (slika 3.7) nazivamo poli-
edar ograniCen sa 2n cetvorouglova, od kojih n ima zajednicko teme O a
ostalih n zajednicko teme O;. Temena O i O predstavljaju vrhove, a os-
tala temena su osnovna temena antibipiramide. Ivice koje spajaju osnovna
temena nazivamo osnovnim, a ostale bo¢nim ivicama.

Definicija 3.2.8. Topoloskom ili kombinatornom antiprizmom (slika 3.8)
nazivamo poliedar ogranicen sa 2n + 2 pljosni od kojih su dve n-tougaone
A1Ag... Ay i B1Bsy... By, a ostale pljosni su trougaone i rasporedene su
tako da se u svakom temenu pomenutih n-tougaonih pljosni susticu jos po
tri trougaone pljosni. Pljosni A1A4s... A, i B1By...B, su osnovie a o0s-
tale pljosni su bocne. Ivice koje se nalaze na rubovima osnovnih pljosni su
osnovne a ostale su bocne.
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Slika 3.8. n-tostrana kombinatorna antiprizma ima ukupno 2n temena, 4n ivica i 2n +
2 pljosni. n-tostrana antibipiramida i n-tostrana kombinatorna antiprizma predstavljaju
medusobom dualne poliedre.

3.3 Topoloski pravilni poliedri

Definicija 3.3.1. Prost poligon kome su stranice ivice nekog poliedra t;j.
poliedarske povrsi nazivamo povratnom linijom te poliedarske povrsi.

Povratna linija moze, ali ne mora, da razlaze povrs doti¢nog poliedra na

dva dela.

Definicija 3.3.2. Maksimalan broj povratnih linija neke poliedarske povrsi
koje medusobom nemaju zajednickih tacaka i koje ne razlazu tu poliedarsku
povrs na dva ili viSe delova nazivamo rodom te poliedarske povrsi.

Slika 3.9.

Definicija 3.3.3. Dve povrsi su homeomorfne ako izmedu njih postoji bi-
jektivno i bikontinualno (neprekidno u oba smera) preslikavanje.
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Slika 3.10.

Sfera ima za povratnu liniju neki krug (slika 3.9) i on razlaze povrs sfere
na dva dela. Znagi sfera je povr§ nultog roda, tj. g = 0. Torus takode
ima za povratnu liniju neki krug ali taj presek ne razlaze torus na dva dela.
Ako konstruiSemo bilo koji drugi povratni presek bez zajednickih tacaka sa
prvim, onda ¢e povrs sfere sa ta dva povratna preseka biti razlozena na dva
dela. Znagci torus moze imati najvise jednu (slika 3.9) povratnu liniju koja
ga ne razlaze pa je torus povrs prvog roda, tj. za torus je g = 1. Generisanje
povrsi proizvoljnog roda n mozemo izvrsiti (slika 3.10, 3.11) "slepljivanjem”
n torusa ili konstrukcijom sfere sa n rucki.

=3

Slika 3.11.

Za svaku ovako dobijenu povrs moze se konstruisati homeomorfna poli-
edarska povrs. To znaci da poliedarske povrsi mogu biti proizvoljnog roda
g =1,2,... Posebno su interesantne poliedarske povrsi nultog roda tj. polie-
darske povrsi homeomorfne sa sferom.
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Teorema 3.3.1. (Ojlerova teorema za poliedarske povrsi nultog roda) Uku-
pan broj temena t i pljosni p bilo koje poliedarske povrsi nultog roda za dva
je veéi od broja njegovih ivica, tj.

t+p=i+2

Definicija 3.3.4. Karakteristikom poliedarske povrsi w koja ima ¢ temena,
i ivica i p pljosni zovemo broj z(w) =t + p — i.

Prema tome prethodna teorema se moze preformulusati u

Teorema 3.3.2. Karakteristika proizvoljne poliedarske povrsi w nultog roda
je z(w) = 2.

Slika 3.12.

Dokaz. Nije tesko ustanoviti sledeé¢e: ako bilo koju pljosan povrsi w ra-
zlozimo nekom unutrasnjom dijagonalom na dve povrsi i ako te dobijene
povrsi smatramo pljosnima poliedarske povrsi w, karakteristika te povrsi se
ne menja. Zaista, docrtavanjem jedne dijagonale broj ivica se poveéava za
jedan i broj strana se povecava takode za jedan, dok broj temena ostaje ne-
promenjen. Znadci i karakteristika z(w) ostaje nepromenjena. Ova osobina
omogucava triangulaciju poliedarske povrsi w tj. razlaganje svih pljosni koje
nisu trougaone unutrasnjim dijagonalama na trougaone povrsi i smatrajudi
dobijene dijagonale ivicama, a dobijene trougaone povrsi pljosnima nove
povrsi, karakteristika z(w) ostaje nepromenjena. Pretpostavimo da smo sve
pljosni poliedarske povrsi razlozili na trouglove i oznac¢imo te trouglove re-
dom sa wy,ws,...,w,. Konstruisimo povrs w’ koja se podudara sa povrsi
w polazeéi od prve od navedenih povrsi w; i dodajuéi joj redom susedne
povrsi. Na taj na¢in dobijamo niz poliedarskih pvrsi o1, 09,...,0,. Za prvu
povrs 01 = wy je z(01) = z(wy) = 1.
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Dodavanjem povrsi we (slika 3.12) dobijamo povrs 0. Znaci oo = wiUws
pa se t povecalo za 1, ¢ povecalo za 2 a p povecalo za 1 pa karakteristika
ostaje nepromenjena, tj. z(o2) = 1.

Povrsi 09 dodajmo povrs ws. Ovo mozemo uéiniti na dva nacina (Slika

3.13).

Slika 3.13.

U prvom sluc¢aju se t poveéava za 1, ¢ povetava za 2 i p povetava za
1 pa je z(03) = z(o2) = 1. U drugom suc¢aju t ostaje nepromenjeno, i se
povecava za 11 p se povecava za 1, pa i u ovom slucaju karakteristika ostaje
nepromenjena, tj. z(o3) = 1.

Povrsi o3 dodajmo povrs wy. Ovo se moze izvesti na tri nac¢ina (slika
3.14):

Slika 3.14.

U prvom slucaju se t povecava za jedan, i se povecava za dva i p se
povedava za jedan pa je z(o4) = 1. U drugom slucaju se ¢ nije izmenilo,
a i1 p se poveéavaju za jedan pa je z(o4) = 1. U treéem slucaju ¢ i i se
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nisu izmenili a p se povecalo za jedan pa je z(o4) = 2. U ovom slucaju
dodavanjem w, zatvorili smo tetraedar. Na taj nacin teorema je dokazana
ako smo zatvorili tetraedar za n = 4. Pretpostavimo da nismo zatvorili
poliedarsku povrs. Nastavljajuéi postupak dobija se neka povrs oy pri éemu
je odredeno z(oy). Razmotrimo slucaj kada povrsi o, dodajemo povrs wyi1
pri ¢emu se dobija povrs oi1. Mogu nastupiti cetiri slucaja.

Slika 3.15.

(1) U prvom slucaju t se povecalo za jedan, i se povecalo za dva i p se
povecalo za jedan (slika 3.15) pa je z(og41) = z(ok).

P

Slika 3.16.

(2) U drugom sluc¢aju ¢ ostaje isto, i se povecalo za jedan i p se povecalo
za jedan (slika 3.16) pa je z(op41) = z(0%).

(3) U treéem slucaju i se povecalo za dva, t ostaje isto, p se povecalo za
jedan (slika 3.17) pa imamo z(og41) = z(0y) — 1.

(4) U cetvrtom slucaju ¢ ostaje isto, i ostaje isto a p se povecalo za jedan
(slika 3.18). Tada je z(o+1) = 2(0k) + 1.

1z ove cetiri mogucénosti zakljucujemo:
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Slika 3.17.

(i) kada se dodavanjem povrsi w1 broj poligona na rubu dobijene povrsi
ne menja tj. u prva dva slucaja karakteristika povrsi se ne menja.

(ii) Kada se dodavanjem povrsi wy41 broj poligona na rubu poliedarske
povrsi povecava za jedan karaktreristika se smanjuje za jedam i obratno, ako
se broj poligona na rubu smanjuje za jedan onda se karakteristika povec¢ava
za jedan.

Nastavljajué¢i ovaj postupak, pre nego Sto dodamo povrs w, imacemo
poliedarsku povrs 0,1, kod koje je broj poligona iz kojih se sastoji njen rub
jednak jedan. Tada na osnovu izlozenog mozemo zakljuciti da je karakteris-
tika povrsi 0,1 jednaka jedan. Dodavanjem poslednjeg poligona w,, nestaje
i taj jedan poligon na rubu pa je kao u slucaju (4) z(oy,) = z(op—1) + 1, tj.
z(w) = 2. O

Slika 3.18.

Napomena. U dokazu se nigde eksplicitno ne koristi da je povrs w nultog
roda te bi se moglo poverovati da isto tvredenje vazi i za povrsi koje nisu
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nultog roda. Medutim pri dodavanju povrsi wgiq u slucaju (3) uveli smo
pretpostavku da teme povrsi wg,1 mora biti na rubu istog poligona gde
je stranica trougaone povrsi. To teme ne moze biti na rubu nekog drugog
poligona te povrsi jer je povrs w nultog roda.

Definicija 3.3.5. Poliedar ® prostora S® je topoloski pravilan ako:
(1) sve pljosni poliedra imaju jednak broj stranica,
(2) u svakom temenu poliedra susti¢e se jednak broj ivica.

Za oznacavanje topoloski pravilnih poliedara koristicemo oznaku {p, ¢}
pri ¢emu p oznacava broj ivica pljosni poliedra a g broj ivica poliedra koje
se susticu u istom temenu.

Teorema 3.3.3. Postoji pet © samo pet razli¢itih vrsta topoloski pravilnih
poliedara.

Dokaz. Neka je ® poliedar sa t temena, 7 ivica i p pljosni. Neka je dalje
m broj strana svake pljosni a n broj ivica koje se susticu u jednom temenu
poliedra ®. Prema Ojlerovoj teoremi je t + p — ¢ = 2. Svaka ivica poliedra
je zajednicka stranica dveju susednih pljosni poliedra pa vazi mp = 2i, tj
p= % Dalje svaka ivica poliedra spaja dva razna temena tog poliedra pa
jent =2i, tjt = % Ako vrednosti za p i t zamenimo u Ojlerovu formulu

dobijamo
1 1 1
—+-—=-+
m n i

Nol= N =

Odavde zaklju¢ujemo da mora biti % + % > 5. Odavde sledi da je bar jedan
od brojeva % i % vedi od i. Zmnaci bar jedan od brojeva m i n ¢ée biti jednak
3, tj. bar jedan je manji od 4. Brojevi m i n ne mogu biti manji od tri jer
oznacCavaju broj stranica i broj ivica poliedra. Prema tome jedina reSenja
nejednacine % —i—% > % su uredeni parovi (3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3).
To znaci da postoji tacno pet razli¢itih vrsta topoloski pravilnih poliedara.

(1) Akojem =3, n=3tadajet =4,i =6, p=4 (slika 3.19 A). Takav
poliedar naziva se tetraedar.

(2) Ako je m = 3, n =4 tada jet = 6, i = 12, p = 8 (slika 3.19 B).
Takav poliedar naziva se oktaedar.

(3) Ako je m =3, n =5 tada je t = 12, i = 30, p = 20 (slika 3.19 C).
Takav poliedar naziva se ikosaedar.

(4) Ako je m =4, n =3 tada jet = 8, i = 12, p = 6 (slika 3.19 D).
Takav poliedar naziva se heksaedar.

(5) Ako je m =5, n =3 tada je t = 12, ¢ = 30, p = 12 (slika 3.19 E).
Takav poliedar naziva se dodekaedar.
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Slika, 3.19.  Topoloski pravilni poliedri: A) Tetraedar; B) Oktaedar; C) Ikosaedar;
D) Heksaedar; E) Dodekaedar

Brojevi t, i, p odredeni su iz relacija t +p =14 2, mp = 2, nt = 2¢. [

Pod poliedrom dualnim datom poliedru mozemo smatrati poliedar kome
su temenima prethodnog dodeljene pljosni dualnog a svakoj pljosni dualnog
teme prethodnog. Na taj nac¢in dualan poliedru {p, ¢} biée poliedar {q,p}.
Prema tome, tetraedar je dualan sam sebi; oktaedar i heksadar su dualni a
takode ikosaedar i dodekaedar.



Glava 4

Podudarnost

Jo§ je Euklid u svojim Elementima pretpostavio da su dva geometrijska
lika podudarna ako se kretanjem mogu dovesti do poklapanja. Peano u svom
delu Nacela geometrije je pojam kretanja prihvatio kao jedan od osnovnih
pojmova geometrije. Pas, Veroneze a zatim i Hilbert su u svojim radovima
posli od podudarnosti kao nedefinisane relacije, a uveli su je odgovaraju¢im
aksiomama. Dok Pas i Veroneze usvajaju samo podudarnost duzi kao os-
novnu relaciju a podudarnost uglova definisu, Hilbert i podudarnost duzi
i podudarnost uglova uvodi aksiomama. Mi ¢emo ovde aksiomama uvesti
podudarnost parova tac¢aka umesto podudarnosti duzi i uglova.

4.1 Aksiome podudarnosti i njihove prve posledice

Relaciju podudarnosti parova tacaka prostora S (koju oznacavamo:
(A,B) = (C,D) ili C(A, B; C, D)) karakterise slede¢a grupa aksioma:

I111 Za svake dve tacke A, B € S® je (A, A) = (B, B).

I112 Za svake dve tacke A, B € S® je (A, B) = (B, A).

1113 Ako su A, B,C,D,E,F € S? takve da je (A, B) = (C,D) i (A, B) &
(E,F) tada je (C,D) = (E, F).

1114 Ako su C i C' tacke otvorenih duzi (AB) i (A’B’) redom, takve da je
(A,C) = (A',C") i (B,C) = (B,C"), tada je (A,B) = (A, B').

I115 Ako su A i B dve razne tacke i ako je A’ kraj neke poluprave p, tada
na polupravoj p postoji tacka B’ takva da je (A, B) = (A", B').

I116 Ako su A, B, C' tri nekolinearne tacke 1 A', B’ dve razne tacke ruba neke
poluravni @ takve da je (A', B') = (A, B), tada u poluravni @ postoji tacno

'T0 je nacin na koji je uvedena podudarnost u Osnovama geometrije Borsuka i Smielove.

69
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jedna tacka C' takva da je (A,C) = (A',C") i (B,C) = (B, ().

I117 Ako su A,B,C i A, B',C" dve trojke nekolinearnih tacaka i D i D’
(slika 4.1) tacke polupravih BC i B'C’ takve da je (A, B) = (A", B'), (B,C) =
(B',C"), (C,A) = (C'",A") i (B,D) = (B',D') tada je (A,D) = (A", D").

A A’

B C D B' c D'

Slika 4.1.

Teorema 4.1.1. Relacija podudarnosti parova tacaka je relacija ekvivalen-
cije.

Dokaz. (i) Refleksivnost. Neka su A i B dve razne tacke. Prema Aksiomi
IT12 imamo da je (B, A) = (A, B) i (B, A) = (A, B) odakle je prema Aksiomi
IT13 (A, B) = (A, B), tj. relacija podudarnosti parova tacaka je refleksivna.
(ii) Simetricnost. Neka je (A,B) = (C,D). Kako je jos (A4,B) = (A, B)
prema Aksiomi 1113 sledi da je (C, D) = (A, B), tj. relacija je simetri¢na.

(i) Tranzitivnost. Neka je (A,B) = (C,D) i (C,D) = (E,F). Tada je
(C,D)=(A,B)i(C,D) = (E, F), odakle prema Aksiomi III3 sledi (A4, B) =
(E, F), tj. relacija podudarnosti parova tacaka je i tranzitivna relacija. [

Teorema 4.1.2. Ako su A i B dve razne tacke i C kraj neke poluprave p
tada na polupravoj p postoji jedinstvena tacka D takva da je (A, B) = (C, D).

Dokaz. Egzistenciju tacke D omogucéava Aksioma III5. Prema tome do-
voljno je dokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da na polupravoj p postoji
jos jedna tacka F, razlicita od D, takva da je (A,B) = (C,E). Neka je
P (slika 4.2) proizvoljna tacka koja ne pripada pravoj AB. Tada na os-
novu Aksiome III6 u jednoj od poluravni sa rubom C'D postoji jedinstvena
tacka @ takva da je (A,P) = (C,Q) i (B,P) = (D,Q), pa na osnovu
Aksiome III7 imamo (B, P) = (F,Q). Dakle, A, B, P su tri nekolinearne
tacke a C' 1 @ tacke na rubu poluravni (CQD) takve da je (4, B) = (C, D),
(B,P)=(D,Q)i(A,B) = (C,E), (B,P) = (E,Q), sto je u suprotnosti sa
Aksiomom III6. O
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Slika 4.2.

Teorema 4.1.3. (Osnovna teorema o podudarnosti parova tacaka) Ako su
A, B,C tri razne tacke neke prave | i A', B’ tacke neke prave I takve da
je (A,B) = (A', B') tada postoji jedna i samo jedna tacka C' takva da je
(A,C) =2 (A,C) i (B,C) = (B,C"), pri tome tacka C' pripada pravoj .
Osim toga, poretku tacaka A, B,C na pravoj l odgovara analogan paredak
tacaka A', B',C" na pravoj l'.

Dokaz. Neka vazi raspored tacaka B(A,C, B). Pokaza¢emo najpre egzis-
tenciju tacke C’. Na polupravoj A’B’ postoje tacke C' i B” takve da je
(A,C) (A,C") i (B,C) = (B",C"). Prema Aksiomi III4 sledi da je
(A,B) = (A, B"”). Primenom prethodne teoreme sledi da je B” = B'.
Prema tome, dokazali smo da postoji tacka C’ takva da je B(A',C’, B),
(A,C) = (A,C") i (B,C) = (B',C"). Dokazimo sada jedinstvenost tacke
C’. Neka je Cf (slika 4.3) tacka koja zadovoljava iste uslove kao i tacka C".
Ako je tacka C] na pravoj !’ tada na osnovu prethodne teoreme sledi da
je B(C1, A, C") a kako je jos B(A',C’', B’), tacke C' i C] bi pripadale istoj
polupravoj B’A’ pri ¢emu je (B,C) = (B',C") i (B,C) = (B,C}), §to je
ponovo u suprotnosti sa prethodnom teoremom.

Neka je sada tacka C] van prave I’. Tada prema Aksiomi ITI6 u jednoj od
poluravni ¢iji je rub prava [ postoji tacka C takva da je (A,Cy) = (A, CY)
i (B,Cy) = (B',C7). Primenom Aksiome III7 zakljucujemo (Cy,C) =
(C1,C"). Ako je B} € A'C] takva da je B(A',C{,B}) i (C',B’") = (C1, B})
onda prema aksiomi III7 imamo (C’, B}) = (C},B’). U tom slucaju bice
tacke B, C, C nekolinearne a tacke C’ i C] na rubu neke poluravni 7 koja
sadrzi tacke B’ 1 Bf pri ¢emu je (C,C1) = (C',C]). U tom slucaju bi u
poluravni 7w postojale dve razne tacke B’ i B} takve da je (C,B) = (C', B')
i (C1, B) = (C}, BY), (C,B) = (C},B}) i (C1, B) = (C', BY), sto je prema

~/
~
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Slika 4.3.

Aksiomi III6 nemoguce. Slucajevi B(A, B,C) i B(B, A,C) razmatraju se
analogno. Il
U odnosu na relaciju podudarnosti parova tac¢aka mozemo da uvedemo i
nesto Sire definisanu relaciju koja ¢e se odnositi na uredjene trojke, cetvorke,
.., n-torke tacaka. Cinjenicu da je (A, B) = (A',B’), (B,C) = (B',C") i
(A,C) = (A", C") oznacavacemo (A, B,C) = (A',B’,C"). Analogno tome
mozemo definisati relaciju podudarnosti uredenih n-torki:

(A1, As, ... Ap) = (A, Ay, ... A)

ako za svako i,j € {1,...,n} vazi (A;, A;) = (A}, A)).

4.2 TIzometrijske transformacije
prostora S" (n=1,2,3)

Definicija 4.2.1. Bijektivno preslikavanje Z : S™ — S™ nazivamo izometri-
jskom transformacijom prostora S™ (n = 1,2, 3) ako za proizvoljne dve tacke
A i B prostora S™ vazi

(4, B) = (Z(A), Z(B))-

Teorema 4.2.1. Identicéno preslikavanje (koincidencija, jedinicno) e : S™ —
S™ (n =1,2,3) je izometrijska transformacija.

Teorema 4.2.2. Proizvod bilo koje dve izometrijske transformacaje pros-
tora S™ je izometrijska transformacija prostora S™.
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Dokaz. Neka je Z; : S™ — S™ izometrijska tnansformacija koja tacke
A,B € S™ preslikava redom u tacke Ay, By € S™, pri ¢emu je (A, B) =
(A1,B1) i neka je Iy : S™ — S™ izometrijska transformacija koja tacke
A1, By € S™ preslikava redom u tacke Ag, By € S™, pri ¢emu je (A1, By) &
(Ag, B2). U transformaciji Z = Zy o Z; tackama A, B € S™ odgovaraju
redom tacke Ag, By € S™, pri ¢emu je (A,B) = (Ag,Bsz). Kako je jos
proizvod dve bijekcije takodje bijekcija, sledi da je proizvod dve izometrijske
transformacije prostora S™ takodje izometrijska transformacija prostora S™.
O

Teorema 4.2.3. Inverzna transformacija izometrijske transformacije pros-
tora S™ je takodje izometrijska transformacija tog prostora.

Dokaz. Neka je 7 izometrijska transformacija prostora S™ koja tacke A, B €
S™ preslikava redom u tacke Ay, By € S™, pri ¢emu je (A, B) = (41,B;). U
inverznoj transformaciji Z=! prostora S" tackama A; i B; € S™ odgovaraju
tacke A1 B € S™ pri ¢emu je (A, B1) = (A, B), a kako je jos inverzno pres-
likavanje bijektivnog preslikavanja bijektivno sledi da je inverzna transfor-
macija izometrijske transformacije Z takodje izometrijska transformacija. [J

Teorema 4.2.4. (Osnovna teorema o izometrijskim transformaci-
jama) Skup svih izometrijskih transformacija prostora S™ predstavlja grupu.

Dokaz. Buduéi da su izometrijske transformacije prostora S™ elementi
grupe svih bijektivnih transformacija prostora S™ iz prethodnih teorema
sledi da skup svih izometrijskih transformacija prostora S™ ¢ini grupu. [J

Definicija 4.2.2. Grupu ustanovljenu prethodnom teoremom nazivamo gru-
pom izometrijskih transformacija prostora S™ i simbolicki je oznacavamo

G(T).

Teorema 4.2.5. Ako su A i B dve razne tacke neke prave l, A’ i B' tacke
neke prave I takve da je (A, B) = (A', B') tada postoji jedno i samo jedno
izometrijsko preslikavanje T : | — ' tako da tackama A ¢ B respektivno
odgovaraju tacke A’ i B'.

Dokaz. Ako je C proizvoljlna tacka prave [ (Slika 4.4.) u skladu sa jed-
nom od ranije dokazanih teorema postoji tacno jedna tacka C’ takva da je
(A,C) =2 (A',C") i (B,C) = (B',C"). Stavise prema toj teoremi tacka C’
pripada pravoj I’. Osim toga, poretku tacaka A, B, C' na pravoj | odgovara
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Slika 4.4.

analogni poredak tacaka A’, B’, C' na pravoj . Na taj nacin postoji pres-
likavanje Z koje prevodi tacke prave [ na tacke prave I’. Na potpuno isti
nac¢in konstatuje se da je svaka tacka C’ € I’ slika neke tacke C' sa prave .
Prema tome, postoji bijektivna funkcija Z : [ — I’ u kojoj tackama A i B
odgovaraju tacke A’ i B, a svakoj tacki C prave [ odgovara tacka C’ takva da
je (A,C) = (A',C") i (B,C) = (B',C"). Treba pokazati da je Z izometrija.
Obelezimo sa D bilo koju tacku na pravoj [ a sa D' = Z(D). U tom slucaju
poretku tacaka A, B,C, D na pravoj | odgovara analogan poredak tacaka
A", B',C", D' na pravoj I'. Stavise (A, B,C, D) = (A, B, C", D') odakle je i
(C,D) = (C',D') pa je preslikavanjc Z izometrija. O

Posledica. Svaka izometrijska transformacija prave koja ima dve razne
invarijantne tacke predstavlja koincidenciju, tj. identicko preslikavanje.

Teorema 4.2.6. Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke neke ravni w i
A, B, C'" tri nekolinearne tacke neke ravni ' takve da je (A, B,C) =
(A’, B',C") tada postoji jedno i samo jedno izometrijsko preslikavanje T :
m — 7' koje prevodi tacke A, B, C respektivno u tacke A', B',C".

Dokaz. Primenom prethodne teoreme zaklju¢ujemo da iz nekolinearnosti
tacaka A, B, C sledi nekolinearnost tacaka A’, B',C’. Ako je P (slika 4.5)
proizvoljna tacka ravni 7, tada tacka P pripada nekoj od pravih koje sadrze
tacku A i neku tacku duzi BC ili tacku C i neku tacku duzi AB ili tacku
B i neku tacku duzi AC. Ne umanjujuéi opstost dokaza pretpostavimo da
je zadovoljen prvi slucaj, tj. da je P tacka koja pripada pravoj koja sadrzi
tacku A i neku tacku duzi BC, npr. tacku D. Analogni postupak mozemo
primeniti na AADC i tacku @ koja lezi na pravoj koja sadrzi tacku A i neku
tacku E duzi DC. Posmatrajmo trougao AA'B’'C’ i odgovarajuée tacke
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Slika 4.5.

D',E', P, Q' koje respektivno odgovaraju u izometriji Z tackama D, F,
P, Q. Primenjujuéi na pomenute trouglove AABC i AADC' i njima odgo-
varajuce trouglove AA’B'C" i AA'D'C" aksiome podudarnosti, tj. Aksiomu
II17 neposredno mozemo zakljuéiti jedinstvenost izometrijske transforma-

cije 7. O

Posledica. Svaka izometrijska transformacija ravni 7 koja ima tri nekoli-
nearne invarijantne tacke predstavlja koincidenciju.

Teorema 4.2.7. Ako su A,B,C,D i A',B',C'", D" dve éetvorke nekopla-
narnih tacaka prostora S® takve da je (A,B,C,D) = (A',B',C', D) tada
postoji jedinstvena izometrijska transformacija T : S3 — S® koja prevodi
tacke A, B,C i D respetivno u tacke A', B',C’', D’.

Dokaz ove teoreme analogan je dokazu prethodnih teorema.

Posledica. Svaka izometrijska transformacija prostora S° koja ima Cetiri
nekoplanarne invarijantne tacke predstavlja koincidenciju.
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4.3 Podudarnost likova

Definicija 4.3.1. Kazemo da je lik ® prostora S™ podudaran liku ®' pros-
tora S™ ako postoji izometrijska transformacija Z prostora S™ takva da je
Z(®) = ®'. Relaciju podudarnosti likova ® i ®" simbolicki oznacavamo
=P

Teorema 4.3.1. Relacija podudarnosti likova prostora S™ je relacija ekvi-
valencije.

Dokaz. (i) Reflksivnost. Kako je identi¢na tarnsformacija ¢ prostora S™
izometrijska transformacija pri ¢emu svakom liku ¢ prostora S™ odgovara
taj isti lik @, tj. e(®) = ® sledi da je & = P’.
(ii) Simetricnost. Neka su dati likovi ® i & prostora S™, pri ¢emu je & = &',
Odatle sledi da postoji izometrijska transformacija Z takva da je Z(®) = @'.
U tom slucaju postoji i inverzna transformacija Z~! koja lik ® prevodi u
lik ® pa zakljucujemo da je &' = .
(i) Tranzitivnost. Neka je ® = &' i & = &’ pri ¢emu su ¢, ¢, i ¢”
likovi prostora S™. Tada postoji izometrijska transforrnacija Z; takva da je
Z,(®) = @' i transformacija Z, takva da je Zo(®') = ®”. Kompozicija Zo 07y
pevodi lik @ u lik ®”, a posto je kompozicija izometrijskih transformacija
takodje izometrijska transformacija zaklju¢ujemo da je ® = @', O

Iz ¢injenice da je relacija podudarnosti likova relacija ekvivalencije za-
klju¢ujemo da ¢e njeno dejstvo na skupu geometrijskih likova prostora S™
dovesti do particije ovog skupa na odgovarajuée klase ekvivalencuje, pa tako
mozemo analizirati podskupove medjusobom podudarnih likova prostora S™.
Lako zaklju¢ujemo da pravoj odgovara prava, ravni ravan, n-dimenzionom
prostoru n-dimenzioni prostor. Za razmatranje podudarnosti ostalih ge-
ometrijskih objekata kao osnova geometrijske teorije podudarnosti sluzice
dve osnovne relacije i to:

- relacija podudarnosti duzi i

- relacija podudarnosti uglova.
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4.4 Podudarnost duzi i podudarnost uglova

Teorema 4.4.1. Ako su A, B i A’, B’ dva para raznih tacaka takvih da je
(A,B) = (A, B') tada je (AB) = (A'B’).

Dokaz. Obelezimo sa [ pravu odredjenu tackama A i B isa I’ pravu odre-
djenu tackama A’ i B'. 1z (A,B) = (A’, B’) sledi da postoji izometrijska
transformacija Z : | — I’ takva da je Z(I) = ', Z(A) = A', Z(B) = B'.
Stavise, prema ranije dokazanoj teoremi svakoj tacki X € I, takvoj da je
B(A, X, B), odgovaracde tacka X' € I’ takva da je B(A', X', B’), tj. iz X €
(AB) sledi Z(X) € (A’B’). Analognim postupkom ustanovljuje se da de
svaka tacka X' € (A’'B’) biti slika neke tacke X € (AB), te zaklju¢ujemo da
u izometrijskoj transformaciji Z otvorenoj duzi (AB) odgovara otvorena duz
(A’B’). O

Analogna teorema vazi za zatvorene, poluotvorene i poluzatvorene duzi.

Definicija 4.4.1. Tacku O nazivamo sredistem duzi AB ako su zadovoljeni
sledeéi uslovi: (i) O € (AB), (ii) (OA) = (OB).

Teorema 4.4.2. (O egzistenciji i jedinstvenosti sredista duzi) Svaka duz
1ma jedno i samo jedno srediste.

Dokaz. Neka je AB proizvoljna duz. Dokazimo da ona poseduje jedin-
stveno srediste. Nekaje C bilo koja tacka van prave AB. Tacke A, B i C
su nekolinearne, te postoji ravan 7 koja ih sadrzi. Prema Aksiomi III6 u
ravni m, sa one strane prave AB sa koje nije tacka C postoji jodinstvena
tacka D takva da je (A,C) = (B,D) i (B,C) = (A,D). No kako je pored
toga (A, B) = (B, A), iz nekolinearnosti tacaka A, B, C sledi da postoji
jedinstvena izometrija Z ravni 7 koja prevodi tacke A, B, C respektivno u
tacke B, A, D, tj. Z(A) = B, Z(B) = A, Z(C) = D. U toj izometrijsko]
transformaciji ravni m pravama AB i C D odgovaraju respektivno prave BA
i DC, tj. iste prave. Prema tome, tacka O, presek ovih pravih se pomoéu
izometrije Z preslikava u samu sebe, tj. Z(O) = O. Da bi dokazali da je
O srediste duzi AB treba jo§ pokazati da vazi uslov (ii) iz definicije. Iz
Z(O) =01iZ(A) = Bsledi da je (O, A) = (O, B) ¢ime je dokazan usiov (ii).
Dokazimo jos da O pripada otvorenoj duzi (AB). S obzirom da je tacka
O presek pravih AB i CD ona pripada pravoj AB. Tacka O ne moze biti
istovetna sa tackom A jer je Z(O) = O, Z(A) = B'i A # B. Analogno se
pokazuje da tacka O ne moze biti istovetna sa tackom B. Tatka O ne moze
biti ni na produzetku duzi AB jer ako bi npr. bilo B(O, A, B) tada bi na
polupravoj OA postojale dve razlicite tacke A i B takve da je (OA) = (OB)
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sto je nemoguée. Odatle je B(A,0,B) i O € (AB) pa je tacka O srediste
duzi AB.

Neka osim tacke O duz AB ima jo§ jedno srediste, npr. tacku O’. Tada
bi u izometriji Z bilo Z(0O) = O i Z(0O') = O’, odnosno izometrija Z koja
deluje na pravu AB tj. u prostoru S! imala bi dve invarijantne tacke O i
O’ pa bi prema tome morala da bude identi¢na transformacija prave AB.
Medjutim ova transformacija prevodi tacku A u tacku B, tj. Z(A) = B
i A # B. Odatle sledi da Z nije identi¢na transformacija Sto predstavlja
kontradikciju. Dakle duz AB ima jedinstveno srediste. O

Teorema 4.4.3. U izometrijskoj transformaciji uglu odgovara ugao.
Dokaz. Neka je u nekoj ravni 7 dat ugao w sa kracima OA i OB i neka mu

u nekoj izometriji Z : m — 7’ odgovara neki lik «’ . Dokazimo da je lik o’
takodje ugao.

Q
O A O A’

Slika 4.6.

Buduéi da u izometriji Z polupravama OA i OB odgovaraju poluprave
O'A" 1 O'B’, ugaonoj liniji L AOB odgovara ugaona linija £ A’O’'B’. Treba
jos pokazati da ¢e u izometriji Z unutrasnjim tackama ugla w odgovarati
unutrasnje tacke nekog ugla w’ odredjenog ugaonom linijom £A’O’'B’. U
tom cilju obelezimo sa P i @ (slika 4.6.) bilo koje dve tacke koje pripadaju
unutradnjosti ugla w. U skladu sa definicijom pojma ugla, postoji poligo-
nalna linija Z u ravni 7 koja spaja tacke P i ) i koja sa ugaonom linijom
£AOB nema zajednickih tacaka. Kako u izometriji Z duzima odgovaraju
duzi, poligonalnoj liniji  odgovara poligonalna linija I’ koja spaja tacke P’
i Q' i nalazi se u ravni 7. Kako ugaona linija £ AOB nema zajednickih
tacaka sa poligonalnom linijom [ biée i L A’O’'B' NI’ = (). Odatle sledi da su
tacke P’ i Q' sa iste strane ugaone linije £ A’O’B’, tj. da svim unutrasnjim
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tackama ugla w odgovaraju u izometriji Z tacke koje se nalaze sa iste strane
ugaone linije £ A’O’'B’ odnosno ugao w’ . Istim postupkom dokazuje se da
svaka tacka P’ ugla w’ predstavlja sliku neke tacke P ugla w, ¢ime je teorema
dokazana. O

Teorema 4.4.4. Da bi dva ugla £ab i £a'b’ sa temenima O i O’ bila po-
dudarna, potrebno je i dovoljno da ma kracima a, b i a’, b’ postoje re-
spektivno tacke A, B, A', B' takve da je (OA) = (O'A"), (OB) = (O'B’)
i (AB) = (A’'B").

Dokaz. U slucaju kada su uglovi opruzeni dokaz je neposredan. Neka
sada uglovi £ab i £a’b’ nisu opruzeni. Ako su oni podudarni tada pos-
toji izometrija koja preslikava jedan na drugi. Tada se tom izometrijom
proizvoljne tacke A € a, B € b preslikavaju u tacke A’ € o/, B’ € V/ pri
cemu je (0,A,B) = (0 A',B'), tj. (OA) = (0'4"), (OB) = (O'B’) i
(AB) = (A'B’).

Obratno, neka je (OA) = (O'A), (OB) = (O'B') i (AB) = (A'B).
Tada je (O, A, B) = (0, A, B'), pri ¢emu su O, A, B i O, A’, B’ dve trojke
nekolinernih tacaka, odakle sledi da postoji jedinstvena izometrija ravni koja
tacke O, A, B prevodi redom u tacke O', A’, B’. Ta izometrija ugao £Lab
preslikava na ugao £a’t’, odakle sledi £ab = £a'l/. O

Teorema 4.4.5. Naporedni uglovi podudarnih uglova su podudarni.

Slika 4.7.

Dokaz. Neka su Lab i £La'b’ (slika 4.7) neopruzeni, konveksni podudarni
uglovi i neka su £bc i £b'c’ njihovi naporedni uglovi. Neka su O, O’ temena
a A, B, A', B’ redom tacke polupravih a, b, a’, V', takve da je OA = O'A" i
OB = O'B’. Tada je na osnovu prethodne teoreme AB =2 A’B’. Neka su C
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i C' tacke polupravih c i ¢ redom takve da je OC = O'C’. Tada na osnovu
aksiome III7 sledi da je BC = B’C’, pa na osnovu prethodne teoreme sledi
£be = Lb'(. O

Teorema 4.4.6. Unakrsni uglovi su medusobom podudarni.

Dokaz. Kako unakrsni ugiovi imaju iste naporedne uglove, to na osnovu
prethodne teoreme sledi tvrdjenje teoreme. O

Teorema 4.4.7. Za svaki orjentisani ugao £ POQ neke ravni w i za svaku
poluprnvu O' P’ neke ravni @ u kojoj je data izvesna orjentacija K' postoji
jedinstvena poluprava O'Q’" w ravni ©' takva da je LPOQ = LP'O'Q’ i da
ugao £ P'O'Q’ pripada orjentaciji K'.

Definicija 4.4.2. Raspolovnicom (simetralom, bisektrisom) ugla £ POQ na-
zivamo polupravu OR koja pripada tom uglu i koja ga razlaze na dva po-
dudarna ugla.

Napomena. Pod pojmom simetrale ugla najéesée podrazumevamo ne samo
navedenu polupravu veé i celu pravu koja sadrzi ovu polupravu dok éemo
ovu polupravu najcesée nazivati raspolovnicom ili bisektrisom.

Teorema 4.4.8. Svaki ugao ima jednu i samo jednu bisektrisu.

Dokaz. Prilikom dokaza ove teoreme razlikova¢emo dva slucaja i to:
(i) Ugao L POQ nije opruzen, (ii) Ugao £ POQ je opruzen.

Slika 4.8.

(i) Neka su A, B redom tacke sa krakova OP, OQ (slika 4.8) takve da
je (O,A) = (O, B). Pri tome su A, O, B tri nekolinearne tacke takve da
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je (O, A) =(0,B), (0,B) = (0, A) (zbog simetri¢nosti) i (A4, B) = (B, A)
pa postoji izometrijska transformacija Z ravni 7 u kojoj se nalazi taj ugao
i koja prevodi tacke O, A, B respektivno u tacke O, B, A tj. Z(O) = O,
I(A) = B, I(B) = A. U skladu sa poslednjim dvema relacijama srediste
duzi AD, tatka C je invarijanta transformacije Z, tj. Z(C) = C. U tom
slucaju izometrija Z ravni m poseduje dve invarijantne tacke O i C' te je svaka
tacka prave OC invarijantna. Tacka O razlaze pravu OC na dve poluprave
od kojih je jedna u uglu £ POQ a druga van njega. Neka je poluprava OC u
tom uglu. Obelezimo je sa OR i pokazimo da je OR bisektrisa ugla £ POQ.
Iz pretpostavke neposredno sledi da OR pripada uglu £ POQ. Kako je
Z(£POR) = £LQOR, poluprava OR razlaze ugao £ POQ na dva podudarna
ugla, pa odatle sledi da je OR raspolovnica ugla £ POQ. Jedinstvenost se
pokazuje indirektnim postupkom.

Slika 4.9.

(ii) Neka je sada £ POQ opruzen. Neka su A, B tacke polupravih OP i
0Q (slika 4.9) takve da je (O, A) = (O, B). Neka je M bilo koja tacka ugla
A POQ koja nije na pravoj PQ. U skladu sa Aksiomom III6 u toj poluravni
postoji jedinstvena tacka N takva da je (AM) = (BN) i (BM) = (AN).
Sem toga je (A, B) = (B, A) te postoji jedinstvena izometrija Z ravni 7 u
kojoj se nalazi taj ugao koja prevodi tacke A, B, M redom u tacke B, A,
N,tj. Z(A) = B,Z(B) = A, Z(M) = N.

Kako u toj transformaciji tacki A odgovara tacka B, tacki B odgovara
tacka A, to sredistu O duzi AB odgovara ta ista tacka, tj. Z(O) = O. Kako
je u ovoj izometrijskoj transformaciji Z(M) = N i Z(N) = M, sredistu
C duzi M N odgovara ta ista tacka C, tj. Z(C) = C. U tom slucaju u
izometrijskoj transformaciji Z ravni 7 tackama O i C te ravni odgovaraju
te iste tacke te je svaka tacka prave OC' invarijanta transformacije Z. Tacka
O razlaze pravu OC na dve poluprave od kojih jedna pripada uglu £ POQ
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a druga je van njega. Nekaje npr. OC u uglu £ POQ. Oznac¢imo je sa OR.
Iz pretpostavke neposredno sledi da poluprava OR pripada uglu £ POQ
i kako u izometriji Z uglu L POR odgovara ugao £QOR poluprava OR
razlaze £ POQ na dva podudarna ugla. Odatle sledi da je OR bisektrisa ugla
£ POQ ¢ime je dokazana egzistencija. Jedinstvenost se dokazuje indirektnim
postupkom. O

Napomena. Izometrijske transformacije omogucéuju da se osim do sada
posmatrane relacije podudarnosti definisu i druge relacije na skupu geometri-
jskih objekata:

- Na skupu duzi "manja od”, "veéa od”,

- Na skupu uglova ”manji od”, veéi od”.

Definicija 4.4.3. Duz AB je veéa od duzi CD ako postoji tacka E na
pravoj AB takva da je AE = CD i B(A, E,B). Duz CD je manja od duzi
AB ako postoji tacka E na pravoj AB takva da je AE = CD i B(A, E,B).

Svi zakoni brojeva vaze i ovde. Posebno vazi zakon trihotomije, tj. za
svake dve duzi AB i C'D vazi jedna i samo jedna od relacija: (i) AB = CD,
(ii) AB veca od CD, (ili) AB manja od C'D. Osim navedenih relacija na
skupu svih duzi i uglova mogu se definisati i operacije: ”sabiranje duzi”,

"mnozenje duzi brojem”, ”sabiranje uglova”, ”mnozenje ugla brojem”.

Definicija 4.4.4. Zbirom duzi AB i CD (slika 4.10) nazivamo duz EG un-
utar koje postoji tacka F' tako da su duzi AB i CD respektivno podudarne
duzima FF i FG.

A B
C D
E F G
Slika, 4.10.

Sva moguca algebarska svojstva u skupu brojeva mogu se sada geometri-
jski produziti na skup duzi. Sve osobine u vezi s podudarnoséu likova
potrebno je izvoditi preko izometrijskih transformacija.
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4.5 Prav ugao

Definicija 4.5.1. Neki ugao je prav, ostar ili tup u zavisnosti od toga da li
je jednak, vedéi ili manji od svog naporednog ugla.

Egzistencija pravog ugla sledi iz ¢injenice da svaki ugao, pa i opruzen
ugao ima jedinstvenu bisektrisu.

q q’

P o r e o' r

Slika 4.11.

Teorema 4.5.1. Ugao podudaran pravom uglu je prav.

Dokaz. Neka je £pOq prav i £p'0’q' = £pOq. Obelezimo sa r i 1’ (slika
4.11) poluprave komplementne redom sa polupravama p i p’. Uglovi £pOq
i £p'O’q¢’ su podudarni pa su i njihovi naporedni uglovi £qOr i £¢'O'r’
podudarni. Pri tome je £p'O'q¢’ = £pOq, £pOq = £qOr i £qOr = £Lq'O'r’
odakle je zbog tranzitivnosti relacije podudarnosti uglova £p'O’'q’ = £q'O'r’
pa je £p'O’q’ prav ugao. O

Teorema 4.5.2. Svaka dva prava ugla su medusobom podudarna.

Slika 4.12.

Dokaz. Neka su p, ¢, p', ¢’ kraci pravih uglova £pOq i £p'O'q’ (slika 4.12) a
r i’ poluprave komplementne redom sa polupravama p i p’. Pretpostavimo
da pravi uglovi £pOq i £p'O’q’ nisu podudarni. Neka je ugao £p'O’q’ veéi
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od ugla £pOq. Tada unutar ugla £p'O’q’ postoji poluprava ¢’ takva da je
£p'0'q" = £pOq. Kako je ugao £pOq prav, to je i njemu podudaran ugao
£p'0'q" prav.

Sada su uglovi £p'O’q' i £p'O’q” pravi, pa je svaki od njih jednak svom
naporednom uglu tj. £p'0'q' = £¢'O'r' i £p'O'q” = £q”O'r’. U tom slucaju
bi opruzen ugao £p’O’r’ imao dve bisektrise ¢’ i ¢”, $to je nemoguée. Prema
tome ne vazi £p'O’'q’ > ApOq. Analogno se pokazuje da nije £p'O'q <
£pQOq. Dakle mora biti £p'O'q’ = £pOq. O

4.6 Stavovi o podudarnosti trouglova

Teorema 4.6.1. Spoljasnji ugao trougla je veéi od bilo kog unutrasnjeg ne-
susednog ugla.

Slika 4.13.

Dokaz. Posmatrajmo AABC i neka je D (slika 4.13) tacka prave BC
takva da je B(B,C, D). Dokaza¢emo da je L BAC < LACD. Oznac¢imo sa
Q srediste duzi AC, a sa E tacku poluprave BQ takvu da je B(B,Q, E) i
BQ =2 QFE. Uglovi LAQB i LACQE su unakrsni pa su kao takvi i podudarni.
Kako je jos QA= QC i QB = QFE to je (4,Q,B) = (C,Q, E). Odavde je
£BAQ = LECQ.

Prava D(Q sece stranicu BE trougla ABCE u tacki @), ne seCe stranicu
BC jer vazi B(B,C, D), pa prema Pasovom stavu mora seéi stranicu CE.

Tacke D i @ su sa raznih strana prave CE, jer je B,D + CE i B,Q —
CE. Prema tome poluprava C'E pripada unutrasnjosti ugla £ ACD pa je
LACE < LACD. S druge strane je L ACE = £ BAC odakle sledi { BAC' <
£LACD. O
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Iz ove teoreme sledi da najviSe jedan unutrasnji ugao trougla moze biti
prav ili tup.

Teorema 4.6.2. Naspram jednakih stranica trougla su jednaki uglovi i obratno
naspram jednakih uglova trougla su jednake stranice.

Teorema 4.6.3. Naspram vece stranice u trouglu lezi veéi ugao, i obratno
naspram veceg ugla u trouglu je veca stranica.

Slika 4.14.

Dokaz. Neka je u trouglu AABC (slika 4.14) zadovoljeno AC' > AB. Tada
na duzi AC postoji tacka D takva da je AD = AB i B(A,D,C). Tada je
poluprava BD unutar ugla £ ABC trougla AABC pa je LABC > LABD.
Trougao AABD je jednakokraki pa je {ABD = LADB. U trouglu ABCD
ugao £ ADB je spoljasnji nesusedni za ugao £ BC'D pa je LADB > LACB.
Prema tome imamo L ABC > L ACB.

Obratno, neka je LABC > LACB. Tada ne moze biti AB = AC jer
bismo imali { ABC = L AC B. Takodje ne moze biti AC < AB jer bi prema
dokazanom delu bilo LABC < LAC'B. Dakle mora biti AC > AB. O

Teorema 4.6.4. Zbir dve stranice trougla je veci od trecée stranice tog trougla,
a razlika dve stranice trougla, je manja od treée stranice tog trougla.

Dokaz. Neka je AABC proizvoljan trougao. Oznacimo sa D (slika 4.15)
tacku poluprave BA tako daje B(B,A,D) i AD = AC. Tada je £BCD >
ABCA i1 £LACD = £BDC, pa je u trouglu ABCD zadovoljeno £ BCD >
£BDC' tj. BD > BC a samim tim i AB+ AC' > BC. U drugom delu pret-
postavimo da je AC > AB. Tada je prema dokazanom AC < AB + BC,
odakle je AC — AB < BC O
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Slika 4.15.

Teorema 4.6.5. (Prvi stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla su po-
dudarna ako i samo ako su dve stranicei njima zahvacen ugao prvog trougla
podudarni odgovarajuéim stranicama i uglu drugog trougla.

Dokaz neposredno sledi.

Teorema 4.6.6. (Drugi stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla su po-
dudarna ako i samo ako su jedna stramica i na mjoj nalegli uglovi prvog
trougla podudarni odgovarajucoj stranici ¢ uglovima drugog trougla.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C" dva trougla takva da je BC = B'C’,
AB = AB"i £C = £C'. Ako bi bilo AB > A’B’, tada na duzi AB postoji
tacka D (slika 4.16) takva daje DB = A’B’. Trouglovi ADBC i AA'B'C’ su
podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova, pa je i L DCB =
LA'C'B’. S druge strane je L A'C'B’ = L AC B odakle sledi da je £ DC'B =
£LACB, sto je nemoguée. Analogno i pretpostavka da je AB < A’B’ dovodi
do kontradikcije. Dakle mora biti AB = A’B’ pa su trouglovi AABC i
AA'B'C’ podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova. O

Teorema 4.6.7. (Treéi stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla su po-
dudarna ako i samo ako su sve stranice prvog trougla podudarne odgovaraju-
¢im stranicama drugog trougla.

Teorema 4.6.8. (Cetvrti stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla su
podudarna ako i samo ako su dve stramice i ugao naspram jedne od mjih
prvog trougla podudarni odgovarajucim stranicama i uglu drugog trougla, dok
su uglovi naspram, drugih dveju podudarnih stranica oba ostra, oba parva ili
oba tupa.
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A

B C B' (&

Slika 4.16.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ dva trougla takva da je BC = B'C’,
AB = AB', LC = LC" a uglovi £A i LA’ oba ostra oba prava ili oba tupa.
Tada za stranice AB i A’B’ vazi ta¢no jedna od moguénosti:

(i) AB > A'B', (ii) AB < A'B' i (iii) AB =~ A'B'.

(i) Ako je AB > A’'B’ tada na duzi AB postoji tacka D takva da je
DB = A’'B’. Tada su podudarni trouglovi ADBC' i AA'B'C’ pajei CD =
C'A’. Kako je jos C'A’ =2 CA imamo da je CD = C A pa iz trougla AAC D
imamo LCDA = LCAD. Znaéi uglovi LCDA i LCDB ¢e biti istovremeno
oba oStra, oba prava ili oba tupa. Oni su naporedni i jednaki pa ne mogu
istovremeno biti ostri ili tupi. Takodje ne mogu biti oba prava jer bi tada
trougao AACD imao dva unutradnja prava ugla. Dakle ne moze biti AB >
A'B’.

(ii) Analogno i pretpostavka AB < A’B’ dovodi do kontradikcije.

(iii) Znaé¢i mora biti AB = A’B’ pa su trouglovi AABC i AA'B'C’
podudarni na osnovu nekog od prethodnih stavova o podudarnosti. O

Teorema 4.6.9. (Peti stav o podudarnosti trouglova) Dva trougla su podu-
darna ako i samo ako su jedna stranica, na njoj nalegli ugao © ugao naspram
nje prvog trougla podudarni odgovarajucoj stranici i uglovima drugog trougla.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ dva trougla takva da je BC = B'C’
LA =2 LA i AB = £B’. Tada za stranice AB i A’B’ mozZe vaziti ta¢no
jedna od moguénosti:

(i) AB > A'B', (ii) AB < A'B' i (iii) AB = A'B'.

(i) Ako je AB > A'B’ onda na duzi AB postoji tacka D takva da je
DB = A'B’. U tom slucaju su trouglovi ADBC i AA’B'C’ podudarni



88 4. Podudarnost

prema prvom stavu o podudarnosti trouglova. Odatle sledi da je L BDC
jednak uglu £A’ i kako je jos £A = £ A’ imamo da je LDBC = £ A sto je
nemoguce jer je £ DBC spoljasnji nesusedni uglu £ A u trouglu AACD.
(ii) Pretpostavka AB < A’B’ analogno dovodi do kontradikcije.
(iii) Znac¢i mora biti AB = A’B’, pa su trouglovi AABC i AA'B'C’
podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova. O

4.7 Cetvorouglovi u apsolutnoj geometriji

Zatvorena poligonalna linija koja se sastoji od ¢etiri nadovezane duzi
predstavlja cetvorougao. Deo ravni ogranicen ¢etvorouglom predstavlja cetvo-
rougaonu povrs. Lik podudaran ¢etvorouglu predstavlja, kao §to smo se
ranije uverili, takode ¢etrvorougao. U apsolutnoj geometriji su od posebnog
interesa Lambertov i Sakerijev ¢etvorougao.

Definicija 4.7.1. Cetvorougao sa tri prava ugla nazivamo Lambertovim
cetvorouglom. Ako su uglovi £A, LB i £C Lambertovog ¢etvorougla pravi,
tada su stranice AB i BC' osnovice a AD i C'D visine Lambertovog ¢etvoro-
ugla.

Definicija 4.7.2. Cetvorougao ABCD kod koga su uglovi £A i £B pravi
a AD = B(C nazivamo Sakerijevim cetvorouglom. Stranica AB je osnovica,
CD protivosnovica a AD i BC su bo¢ne stranice Sakerijevog ¢etvorougla.

Teorema 4.7.1. Kod Sakerijevog cetvorougla ABCD sa osnovicom AB i
protivosnovicom CD vazi LC = £D.

D C

Slika 4.17.

Dokaz. Trouglovi AABC i ABAD (slika 4.17) su podudarni na osnovu
prvog stava o podudarnosti trouglova. Iz njihove podudarnosti sledi AC' =
BD. Sada trouglovi AAC'D i ABDC imaju podudarne sve tri odgovarajucée
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stranice, odakle sledi njihova podudarnost prema tre¢em stavu o podu-
darnosti trouglova. Dakle, {ADC = £BCD. O

Definicija 4.7.3. Duz koja spaja srediSta osnovice i protivosnovice Saker-
ijevog cetvorougla je srednja linija tog cetvorougla.

Teorema 4.7.2. Srednja linija Sakerijevog cetvorougla razlaZe taj éetvoro-
ugao na dva Lambertova cetvorougla.

A * P B

Slika 4.18.

Dokaz. Neka su P i ) srediSta redom osnovice AB i protivosnovice C D
(slika 4.18) Sakerijevog cetvorougla ABCD. Trouglovi AAPD i ABPC
su podudarni na osnovu prvog stava o podudarnosti trouglova. Iz njihove
podudarnosti sledi PD = PC'i LAPD = £ABPC. Sada su trouglovi APQD
i APQC podudarni prema tre¢em stavu o podudarnosti trouglova, odakle
sledi LQPD = LQPC i £LPQD = APQC. Uglovi LPQD i £PQC su
podudarni i naporedni, dakle pravi. Kako je jos§

LAPQ = LAPD + £QPD = {BPC + £QPC = {BPQ,

pa su i uglovi LAPQ i L BPQ pravi. Dakle, cetvorouglovi APQD i BPQC
su Lambertovi. O

Teorema 4.7.3. Ako je kod prostog éetvorougla ABCD: LA= B iAD =
BC tada je £C = AD.

Dokaz. Teorema se dokazuje na potpuno isti na¢in kao i teorema 4.7.1. [J

Teorema 4.7.4. Ako je kod prostog cetvorougla ABCD: LA= ABi£D >
£LC tada je BC' > AD.
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Slika 4.19.

Dokaz. Za duzi BC i AD vazi tacno jedna od relacija: (i) BC = AD, (ii)
BC < AD ili (iii) BC > AD.

(i) Neka je BC' = AD. Kako je jos LA = 4B, to na osnovu teoreme
4.7.3. sledi LC = £ D, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom.

(ii) Ako je BC < AD, tada postoji tacka D’ (slika 4.19) takva da je
AD' = BC i B(A,D', D). Cetvorougao ABCD' je prost jer su tacke C i
D’ sa iste strane prave AB i zadovoljava sve uslove teoreme 4.7.3., odakle
sledi K BCD' = LCD'A. Tacka D’ pripada duzi AD, odakle sledi da D’
pripada unutrasnjosti ugla £ BCD, pa je £ BCD > £BCD’ i kako je jo$
ABCD" = LCD'A, to je {BCD > ACD'A. Ugao £CD’A je spoljasnji
nesusedni uglu LKCDD" = LCDA, odakle sledi {BCD > £CDA, §to je u
suprotnosti sa pretpostavkom teoreme. Prema tome ne moze biti BC' < AD.

(iii) preostaje moguénost BC > AD. O

Teorema 4.7.5. Ako je kod cetvorougla ABCD: LA = B i BC > AD
tada je LD > LC.

Slika 4.20.

Dokaz. Iz BC' > AD sledi da postoji tacka C” (slika 4.20) takva da je BC' =
AD i B(B,C’,C). Cetvorougao ABC'D zadovoljava sve uslove teoreme
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4.7.3. odakle je A BC'D = LADC’. Sada je
LADC > LADC' = £BC'D > £BCD,
tj. 4D > £LC. g

Teorema 4.7.6. Ako je kod prostog cetvorougla ABCD: AD = BC' i LA >
4B, tada je £C > £D.

Dokaz. Za trouglove AABC' i AABD je BC = AD, AB=ABi LABC <
£ABD (slika 4.21) pa je AC < BD. Sada za trouglove AACD i ABCD
vazi CD = CD, AD = BC i AC < BD, odakle je LADC < £BCD, tj.
4D < £LC. a

D

Slika 4.21.

Teorema 4.7.7. Ako je kod prostog cetvorougla ABCD: LA= LC i B =
AD, tada je AB= DC i BC = AD.

Dokaz. Za uglove LACD i LCAB vazi tacno jedna od tri relacije: (i)
LACD < LCAB, (ii) LACD > LCAB ili (iii) LACD < LCAB.

(i) Ako je LACD < £CAB tada je i LACB > LCAB. U uglu LACB
postoji poluprava CC’ (slika 4.22) takva da je LACC’" =2 LCAD. Na isti
nacin postoji poluprava AA’ unutar ugla LCAB takva da je LCAA" =
£ACD. Oznacimo sa B’ presecnu tacku polupravih AA’ i CC’. Nije tesko
zakljuciti, primenom PaSove aksiome, da se tacka B’ nalazi unutar trougla
AABC.

Trouglovi AACB’ i AACD su podudarni prema drugom stavu o podu-
darnosti trouglova. Odavde sledi £ AB'C = £D. Kako je jos £D = 4B
dobijamo £ AB'C = LABC'. Ozna¢imo sa B” presecnu tacku pravih CC’ i
AB. Ugao £AB'C je spoljasnji nesusedni u trouglu AAB” B’ uglu L AB" B’
paje LAB'C > LAB"B’. Na isti nacin je L AB" B’ > £ ABC kao spoljasnji
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A B"|
-

Slika 4.22.

nesusedni u trouglu AB” BC. Prema tome, dobija se L AB'C' > LABC, sto
predstavlja kontradikciju. Prema tome ne moze biti LACD < LCAB.
(ii) Analogno, pretpostavka £ ACD > £CAB dovodi do kontradikcije.
(iii) Dakle, preostaje da je LACD = LCAB. Tada je {ACB = LCAD
kao dopune jednakih uglova do jednakih. Sada su trouglovi AABC i AADC
podudarni prema drugom stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi AB =
CDiBC=AD. O

Teorema 4.7.8. Ako je kod prostog éetvorougla ABCD, £B = AD i ako
srediste dijagonale AC leZi na dijagonali BD, tada su naspramne stranice
tog cetvorougla podudarne medusobno.

Dokaz. Oznacimo sa D’ tacku prave BD takvu da je OB~ OD'i D,D' =
O. Tada vazi tacno jedna od relacija: (i) B(O,D’, D), (ii) B(O, D, D’) ili
(iii) D' = D.

Slika 4.23.

(i) Neka je B(O, D', D). Za truglove AOAB i AOCD’ (slika 4.23) je
AO = OC, OB =2 OD' i LAOB = £COD' pa su oni podudarni prema
prvom stavu o podudarnosti trouglova. Iz njihove podudarnosti sledi AB =
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CD'. Sada su i trouglovi AAOD' i ACOB podudarni prema prvom stavu
o podudarnosti jer je AO = CO, OD’' =2 OB i LAOD' = LCOB. Odavde
je AD' =2 CB. Za trouglove AABC i ACD'A je AC = CA, AB = CD’
i BC = D'A, tj. i oni su podudarni (treéi stav o podudarnosti), odakle je
£LABC = LAD'C. Kako je jos LABC = LADC sledi L{ADC = LAD'C,
Sto je u suprotnosti sa LADC < LAD'C. Prema tome nije B(O, D', D).

(ii) Analogno, i pretpostavka B(O, D, D’) dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti D = D', tj. AB =2 CD' = CD i BC &
AD' = AD. Il

Teorema 4.7.9. Ako je kod prostog éetvorougla ABCD, AB+BC = CD+
DA i ako je srediste O dijagonale AC na dijagonali BD, tada su naspramne
stranice tog ¢etvorougla podudarne.

Dokaz. Neka je D’ tacka prave BD takva da je OD' =~ OB i D,D’ = O.
Tada mogu nastupiti sledeéi slucajevi: (i) B(O,D’, D), (ii) B(O, D, D") ili
(iti) D' = D.

(i) Neka je B(O,D',D). Trouglovi AAOB i ACOD’ (slika 4.24) su
podudarni, odakle je AB = C'D’. Takodje iz podudarnosti trouglova ABOC
i AD'OA sledi BC = AD'. Iz poslednje dve jednakosti je AB + BC =
AD' + CD'. Po pretpostavci je AB + BC = AD + CD, pa je

AD+ DC =2 AD' +CD'.

Oznac¢imo sa E presecnu tacku pravih AD' i CD. Tada je B(C,E,D) i
AD' + CD' < AD' + D'E + EC < AD + DE + EC = AD + DC, tj.
AD'+CD’' < AD+ DC odakle sledi AD+ DC > AB+ BC, $§to predstavlja

kontradikciju.

Slika 4.24.

(ii) Analogno i pretpostavka B(O, D, D’) dovodi do kontradikcije.
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(iii) Prema tome mora biti D = D’. Iz podudarnosti trouglova AAOB
i ACOD sledi AB = CD, dok iz podudarnosti trouglova ABOC i AAOD
sledi BC =2 AD. O

4.8 Upravnost pravih i ravni
Pojam pravog ugla omogucéuje definisanje pojma upravnih pravih.

Definicija 4.8.1. Prava a je upravna na pravoj b (oznaka: a L b) ako prave
a i b sadrze krake nekog pravog ugla.

Iz definicije neposredno sledi da je relacija upravnosti pravih simetri¢na
ali da nije refleksivna i tranzitivna.

Teorema 4.8.1. Za svaku pravu p ¢ svaku tacku P neke ravni m postoji
jedna i samo jedna prava n ravni w takvae da jen L p.

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja:
(i) Tacka P ne pripada pravoj p, (ii) tacka P pripada pravoj p.

Slika 4.25.

(i) Neka je tacka P van prave p i neka su M i N (slika 4.25) dve
proizvoljne tacke prave p i P’ tacka ravni 7 sa one strane prave p sa koje nije
tacka P pri ¢cemu je MP = MP' i NP = NP'. Kako su P i P’ sa raznih
strana prave p, to duz PP’ ima sa pravom p zajednicku tacku O. Kako su
P, M, NiP', M, N dve trojke nekolinearnih tacaka ravni 7 takve daje
(P,M,N) = (P', M, N) to pos- toji jedinstvena izometrijska transformacija
Z ravni 7 koja tacke P, M, N prevodi redom u tacke P, M, N. U toj
izometrijskoj transformaciji ugiu £ POM odgovara ugao £ P'OM pa su oni
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podudarni a kako su jo$ i naporedni oni su pravi. Tada je prava n = PP’
upravna na pravu p. Jedinstvenost prave p dokazuje se indirektnim postup-
kom.

(ii) Neka je sada tacka P na pravoj p. Neka su M i N tacke prave p takve
da je B(M, P, N). Tada postoji jedinstvena bisektrisa PP; opruzenog ugla
LM PN koja taj ugao razlaze na dva podudarna naporedna ugla. Svaki od
ta dva ugla je prav pa prema definiciji sledi da je PP, upravna na pravoj p.
Jedinstvenost se dokaznje indirektnim postupkom. O

Definicija 4.8.2. Pravu s koja sadrzi srediste duzi AB i upravna je na
pravu AB nazivamo simetralom ili medijatrisom duzi AB.

Teorema 4.8.2. Neka je u ravni © zadata duZ AB. Tacka P ravni w pri-
pada medijatrisi duzi AB ako i samo ako je PA = PB.

Dokaz. Oznac¢imo sa S srediste duzi AB. Neka je P (slika 4.26) proizvoljna
tacka ravni 7 takva da je PA = PB. U tom slucaju je (A, S, P) = (B, S, P),
odakle sledi da su naporedni uglovi £ ASP i £ BSP podudarni. To zna¢i da
je SP 1 AB, tj. tacka P pripada medijatrisi duzi AB.

S

P

A s B

Slika 4.26.

Obratno, neka je P proizvoljna tacka medijatrise s duzi AB. Tada su
trouglovi AASP i ABSP podudarni na osnovu prvog stava o podudarnosti
trouglova, odakle sledi PA = PB. O

Teorema 4.8.3. Prava odredena sredistima Q i R stranica AC i AB trougla
AABC upravna je na medijatrisu s trece stranice tog trougla.

Dokaz. Oznac¢imo sa A’, B' i C' (slika 4.27) redom podnozja normala iz
tacaka A, B i C na pravu QR. Tada je AAA'R = ABB'R i AAA'Q =
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ACC'Q, odakle je AA" = BB’ i AA’ = C(C’. Prema tome, Cetvorougao
B'C'CB je Sakerijev sa osnovicom B’C’ i protivosnovicom BC'. Na osnovu
teoreme 4.7.1. srednja linija Sakerijevog cetvorougla je zajednicka normala
osnovice i protivosnovice, tj. medijatrisa stranice BC upravna je na pravu

QR =DB'C' O

a

Slika 4.27.

Definicija 4.8.3. Prava n je upravna (ortogonalna, normalna) na ravan m
(oznaka n L m) ako prava n prodire ravan 7 i upravna je na svakoj pravoj
ravni 7 koja sadrzi tacku prodora. Obratno, ravan 7 je upravna na pravu n
(oznaka m L n) ako ravan 7 seCe pravu n i ako je svaka prava ravni 7 koja
prolazi kroz preseé¢nu tacku upravna na pravu n.

Prema navedenoj definiciji relacija upravnosti prave i ravni je simetri¢na.
Ako je prava n upravna na ravan m, tada ¢emo reéi da je prava n upravna na
svaku pravu ravni 7. Na taj nacin je dopustena mogucénost da mimoilazne
prave budu medjusobno upravne.

Teorema 4.8.4. (Kogijev? stav - kriterijum upravnosti prave na ravan)

Prava n je upravna na ravan © ako i samo ako prodire tu ravan i u tack:
prodora je upravna na dvema raznim pravama te Tavni.

Dokaz. Neka prava n prodire ravan 7 i neka je u prodornoj tacki O (slika
4.28) upravna ma dvema pravama a i b ravni 7. Da bismo dokazali da je
n upravna na 7 trebamo dokazati da je n upravna na proizvoljnoj pravoj

2A L.Kosi (1789-1853) je izveo dokaz ove teorem 1813. g.
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Slika 4.28.

c ravni ™ koja prolazi kroz tacku prodora O. Oznac¢imo sa s proizvoljnu
pravu ravni m koja sete prave a, b i ¢ redom u tackama A, Bi C asa P
i @ dve tacke prave n takve da je OP = OQ i B(P,0,Q). Pri tome je
AOAP =2 AOAQ i AOBP =2 AOBQ pajei AP = AQ i BP = B(Q. Sada
je APAB = AQAB odakle je {PAB = LQAB tj. £PAC = LQAC. Sada
je APAC =2 AQAC pa je PC =2 QC. Prema tome vazi APOC = AQOC,
pa su uglovi L POC' i £QOC podudarni. Kako su oni jos i naporedni oni su
pravi pa je prava n = P() upravna na pravu ¢, pa prema tome i na ravan .
Obratno, dokaz je trivijalan. O

Izvedeni dokaz prethodne teoreme vazi i u geometriji Lobacevskog tj.
predstavlja stav apsolutne geometrije. Pre Kosija Lezandr je dokazao ovaj
stav u Euklidskoj geometriji koriste¢i metricka svojstva Euklidskog prostora.

Teorema 4.8.5. Za svaku ravan © i svaku tacku P prostora S® postoji
jedinstvena prava koja sadrzi tacku P i upravna je na ravan .

Dokaz. Mogu nastupiti dva slucaja: (i) P ¢ 7, (ii) P € 7.

(i) Neka tacka P ne pripada ravni 7. Ozna¢imo sa p proizvoljnu pravu
ravni 7. Tacka P i prava p (slika 4.29) odredjuju neku ravan «. U ravni «
postoji jedinstvena prava ¢ takva da sadrzi tacku P i upravna je na pravoj
p. Podnozje te normale oznac¢imo sa (). Tacka ) pripada pravoj p koja je
u ravni 7 te u ravni m postoji jedinstvena prava r koja sadrzi tacku @ i
upravha je na pravoj p.

Tacka P ne pripada pravoj r te postoji jedinstvena ravan S koja sadrzi
tacku P i pravu r. U ravni 8 postoji jedinstvena prava n koja sadrzi tacku
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”
r 7
/:

/IR

Slika 4.29.

P i upravna je na pravoj r. Dokazatemo da je prava n upravna na ravan 7.
Po konstrukciji je n L r te je prema KoSijevom stavu dovoljno dokazati da je
prava n upravna na bar jos jednoj pravoj koja sadrzi tacku O i pripada ravni
7. Neka je R tacka prave p takva da je QR = OP. Tada je AOPQ = AORQ,
pa je PQ =2 OR. Sada su podudarni trouglovi APOR i APQR pa je
APOR = LPQR. Kako je ugao £ PQR po konstrukciji prav to je i ugao
£POR prav, tj. n L OR.

(ii) Neka sada tacka P pripada ravni 7. U ravni 7 uo¢imo pravu p koja
ne sadrzi tacku P. Kroz tacku P ravni 7 (slika 4.30) postoji jedinstvena
prava r upravna na pravu p.

Slika 4.30.

U proizvoljnoj ravni koja sadrzi pravu p i razli¢ita je od ravni m uoc¢imo
pravu ¢ upravnu na pravoj P u tacki preseka () pravih pravih p i r. U
ravni odredjenoj pravama ¢ i r kroz tacku P postoji jedinstvena normala na
pravu 7. Da je prava n normalna na ravan 7 pokazuje se kao u slucaju (i).
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Jedinstvenost prave n dokazuje se indirektno. O

Teorema 4.8.6. (Teorema o tri normale) Neka je prava AB upravna na
ravni © u tacki B i prava BC upravna na pravoj p ravni m u tacki C. Tada
je prava AC upravna na pravoj p.

Slika 4.31.

Dokaz. Oznac¢imo sa D tacku prave p (slika 4.31) takvu da je AB = CD.
Tada su pravougli trouglovi AABC i ADCB podudarni, odakle sledi AC =
BD. Sada su podudarni i trouglovi AABD i ADC A na osnovu treceg stava
o podudarnosti. Odatle sledi L ABD = LACD, tj. prava AC je upravna na
pravoj p. O

Teorema 4.8.7. Neka je data prava n i tacka O na njoj. Sve prave koje
sadrze tacku O 1 upravne su na pravoj n pripadaju jednoj ravni koja je
upravna na pravoj n.

Dokaz. Oznacimo sa p, q i r prave koje sadrze tacku O prave n i upravne
su na toj pravoj. Ozna¢imo sa 7 ravan odredenu pravama p i ¢, a sa y ravan
odredjenu pravama r i n. Neka je r’ presecna prava ravni v i w. Tada je na
osnovu Kogijeve teoreme i prava r’ upravna na na pravu n.Ta da bi u tacki
O postojale dve prave ravni v koje su upravne na pravu n $to je nemoguce.
Dakle i prava r pripada ravni m, pa sve prave upravne na pravu n u tacki O
pripadaju jednoj ravni koja je upravna na pravu n. O

Teorema 4.8.8. Postoji tacno jedna ravan koja sadrzi datu tacku A i up-
ravna je na datoj pravoj n.

Dokaz. Oznac¢imo sa « (slika 4.32) ravan odredjenu tackom A i pravom
n. Neka je a prava ravni « koja sadrzi tacku A i upravna je na pravoj n
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i neka je 8 proizvoljna ravan koja sadrzi pravu n i razli¢ita je od ravni a.
Oznac¢imo sa b pravu ravni 8 koja sadrzi tatku O = a N'n i upravna je na
pravoj n. Neka je w ravan odredjena pravama a i b. Tacka A pripada pravoj
a, dakle i ravni w. Prava n je u tacki O upravna na dvema pravama a i b
ravni T, pajen L m tj. 7 L ni A€ w. Time je dokazana egzistencija
traZzene ravni.

Slika 4.32.

Dokazimo jo$ jedinstvenost. Neka je 7’ jos jedna ravan koja sadrzi tacku
A i upravna je na pravu n. Oznacimo jo$ sa a’ presecnu pravu ravni 7’ i a.
U tom sluc¢aju bi dve razne prave a i a’ sadrzale tacku A i bile upravne na
pravu n, $to je nemoguce. O

Teorema 4.8.9. Neka su a i b dve razne prave upravne na ravan w. Tada
su a © b komplanarne prave.

a p
a o

B e
- A /VB

Slika 4.33.

Dokaz. Oznacimo sa A i B (slika 4.33) prodorne tacke redom pravih a i
b kroz ravan m, sa P proizvoljnu tacku prave a razli¢itu od tactke A a sa
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¢ pravu ravni 7 koja sadrzi tacku B i upravna je na pravoj AB. Prema
teoremi o trima normalama PB upravna na c. Prema tome, prave PB, AB
i b su tri prave upravne na pravu c u tacki B, te sve tri prema teoremi 4.8.7.
pripadaju jednoj ravni o. Prava a sa ravni a ima dve zajednicke tacke P i
A pa i ona pripada ravni a. O

Definicija 4.8.4. Ravan koja sadrzi srediste duzi AB i upravna je na pravu
AB nazivamo medijalnom ili simetralnom ravni.

A‘éz“‘ S

Slika 4.34.

Kako duz ima jedinstveno srediste i kako prava kroz zadatu tacku ima
jedinstvenu normalnu ravan sledi da svaka duz ima jedinstvenu medijalnu ra-
van.

Teorema 4.8.10. Tacka P pripada medijalnoj ravni duzi AB ako i samo
ako vazi PA= PB.

Dokaz. Neka je P (slika 4.34) proizvoljna tacka za koju je PA = PB.
Oznac¢imo sa S srediste duzi AB. Tada je (A,S,P) = (B,S,P). Dakle
naporedni uglovi L ASP i £ BSP su podudarni, a samim tim i pravi. Prema
tome PS 1 AB, tj. tacka P pripada ravni koja prolazi kroz tacku S i
upravna je na pravoj AB, tj. tacka P pripada medijalnoj ravni duzi AB.
Obratno, neka tacka P pripada medijalnoj ravni duzi AB i neka je P #
S. Za trouglove AASP i ABSP je zadovoljeno SP = SP, SA =2 SB i
£ ASP = £BSP, pasu oni podudarni na osnovu prvog stava o podudarnosti
trouglova, odakle sledi PA = PB O

Teorema 4.8.11. Prava odredena sredistima @ i R stranica AC' 1 AB tro-
ugla AABC upravna je na medijalnu ravan p trece stranice tog trougla.
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Slika 4.35.

Dokaz. Prema teoremi 4.8.3. medijatrisa m (slika 4.35.) stranice BC
trougla AABC' je upravna na pravu QR odredenu srediStima Q@ i R re-
dom stranica AC' i AB. Oznac¢imo sa P i M preseéne tacke medijatrise m
redom sa pravama BC' i QR a sa n pravu upravnu na ravan trougla AABC
u tacki M. Neka je N proizvoljna tacka prave n razliv cita od tacke M.
Tada je prava p = M N, prema teoremi o trima normalama, upravna na
pravu QR. Dakle, prava QR je upravna na dvema pravama p i m medijalne
ravni p, odakle prema Kosijevom stavu sledi da je Q R upravna na medijalnu
ravan fi. O



Glava 5

Podudarnost geometrijskih
likova u S3

5.1 Podudarnost diedara

Teorema 5.1.1. U izometrijskoj transformaciji prostora S* diedru odgo-
vara diedar.

Dokaz. Neka je Z izometrijska transformacija prostora S i Q diedar sa
pljosnima « i 5. U izometrijskoj transformaciji Z poluravnima « i 8 sa za-
jednickim rubom s odgovaraju neke poluravni o/ i § sa zajednickim rubom
s’. Neka su P i Q) dve proizvoljne tacke iinutar diedra Q a P’ Q' tacke koje
u izometriji Z odgovaraju redom tackama P i Q).

Slika 5.1.

103
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Neka je I poligonalna linija koja spaja tacke P i @ (slika 5.1) i koja
nema zajednickih tacaka sa diedarskom povrsi af5. Takva poligonalna linija
postoji jer su tacke P i @ sa iste strane diedarske povrsi af8. Slika I’ = Z(1)
poligonalne linije [ u izometriji Z je neka poligonalna linija koja koja nema
zajednickih tacaka sa diedarskom povrsi o/3’ te su tacke P’ i Q' sa iste
strane diedarske povrsi o/ 3.

Neka je Q' diedar u kome su tacke P’ i Q' sa pljosnima o’ i f’. Tada
unutrasnjim tackama diedra € odgovaraju tacke koje su unutar diedra €.
Nije tesko ustanoviti da je svaka tacka diedra € slika neke tacke diedra €
u izometriji Z. Dakle u izometriji diedru odgovara diedar, tj. lik koji je
podudaran nekom diedru je takodje diedar. (|

Teorema 5.1.2. Ravni upravne na iwvicu nekog diedra seku taj diedar po
podudarnim uglovima.

Slika 5.2.

Dokaz. Oznac¢imo sa g i v ravni upravne na ivicu s diedra af redom u
tackama P i (). Neka su p i p’ presecne poluprave ravni p sa poluravnima o
i3, aqiq (slika 5.2) presecne poluprave ravni v sa « i 5. Treba pokazati
da je Lpp’ = Lqq'.

Oznacimo sa A, A’, B, B’ tacke polupravih p, p’, ¢ i ¢’ redom, takve da je
PA~ PB=~QA = QB'. Neka je T srediste duzi PQ a R i S redom sredista
duzi AA’ i BB'. Cetvorouglovi PQA’A i PQB'B su medjusobom podudarni
Sakerijevi ¢etvorouglovi. Kako srednja linija Sakerijevog Cetvorougla razlaze



5.1. Podudarnost diedara 105

taj ¢etvorougao na dva Lambertova ¢etvorougla, to su éetvorouglovi QT RA’,
PTRA, QTSB’ i PT'SB Lambertovi.

Uglovi L PTR i £PTS su pravi pa je prava s = PQ prema Kogijevom
stavu upravna na ravan RT'S. Ako je n prava ravni RT'S upravna na RT
u tacki T', onda je ona upravna i na pravu s. Na osnovu teoreme o trima
normalama sledi da je prava N R upravna na pravu AA’, gde je N proizvoljna
tacka prave n. Odavde sledi da je AA" I RTS. Analogno, BB' 1 RTS,
pa prave AA’ i BB’ pripadaju jednoj ravni. Iz podudarnosti Lambertovih
cetvorouglova PTTRA i PTSB sledi RA = SB, pa je ¢etvorougao RSBA
Sakerijev. Analogno, i cetvorougao RSB’A’ je Sakerijev. Iz podudarnosti
ova dva Sakerijeva Cetvorougla sledi AB = A’B’. Prema tome, trouglovi
APAB i AQA’'B’ su podudarni, odakle sledi {APB = L A'QB’, tj. £pp’ =
£qq’. O

Definicija 5.1.1. Ugao po kome neka ravan normalna na ivicu diedra sece
taj diedar nazivamo uglom tog diedra ili nagibnim uglom diedra.

Takode vazi:

Teorema 5.1.3. Dva diedra su podudarna ako it samo ako su uglovi tih
diedara medjusobom podudarni.

Dokaz. Neka su diedri a3 i o/’ podudarni. Tada postoji izometrija Z
takva da je Z(a8) = o/ 8’. Izometrija Z preslikava ravan 7, upravnu na ivicu
s diedra a3, na ravan 7’ upravnu na ivicu s’ diedra o/3’. Dakle, nagibni
ugao diedra af koji pripada ravni 7, preslikava se izometrijom Z na nagibni
ugao diedra o/’ koji pripada ravni 7/, odakle sledi da su nagibni uglovi ova
dva diedra medusobno podudarni.

Obratno, neka su nagibni uglovi £ab i £a’t’ redom didara af i o/’
medusobom podudarni. Tada postoji izometrija Z takva da je Z(£Lab) =
£a'b'. U tom slucaju se izometrijom Z prava s, upravna u temenu ugla £ab
na ravan tog ugla, preslikava u pravu s’ upravnu u temenu ugla £a’b’ na
ravan ugla £a’t’. Izometrijom Z se i poluravni a i 3 sa zajednickim rubom s
preslikavaju na pluravni o i 3’ sa zajednickim rubom s, pri ¢emu poluravni
o/ i B sadrze redom poluprave a’ i b'. To znaci da je Z(af) = o/, tj. diedri
af i o' B’ su medusobno podudarni. O

Definicija 5.1.2. Ako su af i uv dva diedra, i ako postoji poluravan p koja
pripada diedru pv, a rub poluravni p se poklapa sa ivicom tog diedra, tako
da je aff = up, onda je diedar a8 mangi od diedra uv. Takode, mozemo reci
i da je diedar pv veci od diedra af.
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Definicija 5.1.3. Diedar je ostar, prav ili tup u zavisnosti od toga da li je
manji, jednak ili veé¢i od svog naporednog diedra.

Na osnovu izlozenog sledi:

Teorema 5.1.4. Diedar je ostar, prav ili tup u zavisnosti od toga da li je
njegov nagibni igao ostar, prav ili tup.

Definicija 5.1.4. Diedar af je jednak zbiru diedara pv i pt, ako postoji
poluravan v koja razlaze diedar o5 na diedre ary i v3 tako da je ay = uv i

B = pt.

Prethodna definicija se induktivno moze prosiriti i na n > 2 diedara.

5.2 Ortogonalnost ravni

Definicija 5.2.1. Neka se ravni o i 8 seku po pravoj s. Te dve ravni
odreduju dva para unakrsnih diedara. Ako su pomenuti diedri pravi, onda
kazemo da je ravan « ortogonalna, mormalna ili upravna na ravan 8. To
simboli¢ki oznatavamo a L .

1z definicije neposredno sledi da je relacija ortogonalnosti ravni simetri¢na.
Navedimo sada jos nekoliko vaznih osobina ove relacije.

Teorema 5.2.1. Ako je prava n ortogonalna na ravan w, tada je svaka
ravan koja sadrZi pravu n upravne na raven .

Slika 5.3.

Dokaz. Kako je prava n upravna na ravan 7 (slika 5.3), to ona prodire
ravan 7 u nekoj tacki P. Ozn¢imo sa « ravan koja sadrzi pravu n. Tacka
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P je zajednicka tacka ravni « i w. Sledi, rvni « i 7 se seku po pravoj p koja
sadrzi tacku P. Ozna¢imo sa ¢ pravu ravni 7 upravnu u tacki P na pravu
p. Prave n i ¢ sadrzane su redom u ravnima « i 7 i u istoj tacki P upravne
na presecnu pravu p tih ravni te one odreduju uglove diedra koje zahvataju
ravni o im. Kakojen L m,genmiS € qtosledin L g, tj. uglovi diedara
koje zahvataju ravni o i 7 su pravi. Dakle, a L 7. O

Teorema 5.2.2. Ako prava m ne pripada ravni 7, tada postoji jedinstvena
ravan v koja sadrzi pravu m.

Slika 5.4.

Dokaz. Neka je M proizvoljna tacka prave m i n prava koja sadrzi tacku
M i upravna je na ravni 7 (slika 5.4). Prave m i n imaju zajednicku tacku
M te odreduju neku ravan p. Kako ravan p sadrzi pravu n ortogonalnu na
ravan 7, to je na osnovu prethodne teoreme p L 7. Ostaje jos da dokazemo
jedinstvenost, tj. da je ravan p jedina sa osobinom da sadrzi pravu m i
upravna je na ravan m. Pretpostavimo da je ravan ' jos jedna takva ravan.
Kako je p L wip' L 7 to ravni p i ¢’ seku ravan 7 respektivno po pravama
pip'. Ako je n’ prava ravni i’ koja sadrzi tacku M i upravna je na pravoj
P/, tada jen’ L min’ # n. Dakle, postoje dve prave n i n’ koje sadrze tacku
M i upravne su na ravan m, §to je nemoguce. O

Teorema 5.2.3. Ako su dve razne ravni u i v upravne na ravan 7, tada je
1 njthova preseéna prava n upravna na ravVan .

Dokaz. Pretpostavimo da prava n nije upravna na ravan w. Tada bi prema
prethodnoj teoremi postojala jedinstvena ravan koja sadrzi pravu n i up-
ravna je na ravni w. To znaéi da bi se ravni p i v, od kojih svaka sadrzi
pravu n i upravna je na ravan m, poklapale. Medutim, to je nemoguce jer
se po pretpostavci teoreme ravni p i v seku po pravoj n. Dakle n L 7 (slika
5.5). O



108 5. Podudarnost geometrijskih likova u S®

Slika 5.5.

5.3 Triedar. Podudarnost triedara

Lik podudaran rogljastoj povrsi je, kao $to smo mogli videti rogljasta
povrs, rogalj je podudaran roglju. U ovom odeljku zadrza¢emo se na tros-
trane rogljaste povrsi i trostrane rogljeve, tj. na triedarske povrsi i triedre.
Naravno i za triedarske povrsi i triedre vazi

Teorema 5.3.1. Triedarska povrs je podudarna triedarskoj povrsi, a triedar
je podudaran triedru.

Definicija 5.3.1. Polarnim triedrom datog konveksnog triedra Oabc nazi-
vamo triedar Oa’b'c’ koji sa triedrom Qabc ima zajednicko teme O i ¢ije su
ivice a’, V' i ¢ upravne redom na pljosnima bc, ca i ab i pripadaju polupros-
torima redom sa rubovima be, ca i ab, kojima ne pripada triedar Oabc.

Za triedre vaze sledec¢a tvrdenja:

Teorema 5.3.2. Svaki konveksan triedar je polarni triedar svog polarnog
triedra.

Teorema 5.3.3. Polarn: triedar datog konveksnog triedra je konveksan.

Teorema 5.3.4. Dva konveksna triedra su podudarna ako i samo ako su
podudarni njthovi odgovarajuci polarni triedri.

Teorema 5.3.5. Zbir ugla bilo kog diedra konveksnog triedra Oabc i odgo-
varajuéeg wicnog ugla polarnog triedra Od’'t'c’ jednak je zbiru dvaju pravih
uglova.
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Sve §to smo dosad naveli za triedre moze se uopstiti i za rogljeve ¢iji je
broj pljosni veéi od tri. Sada ¢emo dokazati jos nekoliko stavova o triedrima.

Teorema 5.3.6. Konveksni triedri Oabe i O'd’b'c’ su podudarni ako i samo
ako postoje tacke A, B, C i A', B', C' redom na wicama a, b, cia’, V', ¢
takve da vazi (0,A,B,C) = (0", A", B",C").

Dokaz. Ako su triedri Oabe i O'a’t/d’ podudarni, tada postoji izometrija
7, takva da je Z(Oabc) = O'a’b'¢’. Tada se proizvoljne tacke A € a, B € b,
C' € c preslikavaju izometrijom Z na tacke A’ € ¢/, B’ € b’ i C' € ¢ i pritom
vazi (O, A,B,C) = (0, A, B',C").

Obratno, ako na ivicama a, b, ¢, a’, b’ i ¢ triedara Oabc i O'a’b/'¢ postoje
redom tacke A, B, C, A’, B, C' takve da je (O, A, B,C) = (0', A", B',C"),
tada postoji jedinstvena izometrija prostora (Teorema 4.2.7.) koja tacke O,
A, B i C prevodi redom u tacke O’, A’, B’ i C’. To upravo i zna¢i da su
triedri Oabe i O'a’b'¢ podudarni. O

Teorema 5.3.7. Zbir dva wicna ugla konveksnog triedra veéi je od treceg
wicnog ugla tog triedra.

Dokaz. Neka je Oabc konveksan triedar. Treba pokazati da je £(b,c) +
L(c,a) > £(a,b). Ako je £(b,c) > £(a,b) ili L(c,a) > £(a,b) dokaz je
trivijalan. Neka je £(b,c) < £L(a,b) i £(c,a) < £(a,b). Tada u uglu £(a,b)
postoji poluprava d sa pocetkom u tacki O koja razlaze taj ugao na uglove
£(d,a) i £(d,b) tako da je £(d,a) = L(c,a).

(0]

Slika 5.6.
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Neka su A i B (slika 5.6) proizvoljne tacke polupravih a i b. Tada
poluprava [ set¢e duz AB u tacki D. Oznacimo sa C' tacku poluprave c
takvu da je OC = OD. Tada su trouglovi AAOD i AAOC podudarni
prema prvom stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi AD = AC. Sada
iz DB = AB — AD sledi DB = AB — AC, a kako jos vazi AB — AC < BC,
to sledi DB < BC'. Sada je, na osnovu teoreme 4.6.3. £(d,b) < £(b, c), pa
je L(a,b) = L(d,a) + £(d,b) < £(b,c) + £L(c,a). O

Postoji Sest stavova o podudarnosti triedara u apsolutnoj geometriji.
Teorema 5.3.8. (Prvi stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su podu-

darna ako i samo ako su dva wicna ugla i diedar zahvacéen njima prvog
triedra podudarni odgovarajuéim uglovima i diedru drugog triedra.

Slika 5.7.

Dokaz. Neka za triedre Oabe 1 O'd't/c (slika 5.7) vazi £(a,b) = £L(a’, V),
L(bye) = LV, ) 1 dij(b) = dij(t'). Neka su A, B, C, A, B, C' tacke
redom polupravih a, b, ¢, a’, v/, ¢ takve da je OA = OB = OC = O'A’ =
O'B" = O'C’'. Tada je AOAB = AO'A'B’" i AOBC = AO'B'C’. Nije
tesko zakljuciti da postoje tacke K, L i M redom duzi AB, BC i OB takve
da je ravan K LM upravna na pravu b. Oznacimo sa K', L', i M’ tacke
polupravih B’A’, B'C’' B'O’ redom, takve da je BK = B'K', BL = B'L’ i
BM = B'M’. Tada je AKBM =~ AK'B'M'i ALMB = AL'M’'B’. Dakle,
trouglovi AK'B'M’ i AL’ M’ B’ su pravougli sa pravim uglovima god temena
M', odakle sledi da je ravan K’'L’' M’ upravna na pravu b'. Trouglovi AK ML
i AK'M'L’ su podudarni prema prvom stavu o podudarnosti trouglova, pa je
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KL = K'L'. Sada je AKBL = AK'B'L’, odakle sledi {KBL = {K'B'L/,
tj. LABC = LA'B'C’ pa su i trouglovi AABC i AA’B'C’ medusobom
podudarni. Sada je AC = A'C’ pa je (0, A,B,C) = (0", A, B',C") odakle
prema teoremi 5.3.6. sledi Oabc = O'ad’b'c’. O

Teorema 5.3.9. (Drugi stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su po-
dudarna ako i samo ako su jedan wiéni ugao i na njemu nalegli diedri prvog
triedra podudarni odgovarajucem uglu i diedrima drugog triedra.

Dokaz. Sledi iz teorema 5.3.4. i 5.3.5. i prvog stava o podudarnosti tri-
edara. 0

Teorema 5.3.10. (Treéi stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su po-
dudarna ako i samo ako su odgovarajuci wicni uglovi tih triedara medusobom
podudarni.

Dokaz. Neposredno sledi iz teoreme 5.3.6. O

Teorema 5.3.11. (Cetvrti stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su
podudarna ako i samo ako su odgovarajuéi diedri tih triedara medusobom
podudarni.

Dokaz. Sledi iz treceg stava i teorema 5.3.4. 1 5.3.5.. g

Teorema 5.3.12. (Peti stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su po-
dudarna ako i samo ako su dva wicna ugla, koja nisu oba prava, i diedar
naspram jednog od ngjih prvog triedra podudarni odgovarajucim uglovima 1
diedru drugog triedra, a diedri naspram drugog para odgovarajuéih ivicnih
uglova oba ostra, oba prava ili oba tupa.

Dokaz. Neka su ivi¢éni uglovi ab i bc i diedar sa ivicom a triedra Oabc
podudarni redom iviénim uglovima a’'t’ i ¥'¢’ i diedru sa ivicom a’ triedra
O'd'bt' ¢, a diedri sa ivicama c i ¢ oba ostra, oba prava ili oba tupa.

Ako bi ivica b bila upravna na pljosan ac, onda bi iviéni uglovi ab i ac bili
pravi. Pretpostavimo da b nije upravna na pljosan bc i da pljosni ac i a’c
nisu podudarne. Neka je npr. ac > da’¢’. U tom slucéaju postoji poluprava
d (slika 5.8) pljosni ac takva da je ad = o/c’. Triedri Oabd i O'd’b/¢’ imaju
podudarne dva ivi¢na ugla i njima zahvacene diedre, pa su podudarni prema
prvom stavu o podudarnosti triedara. Odavde sledi bd = b'c’. Kako je jos
b'c = besledi be = bd. Oznacimo sa B”, C", D" tacke redom polupravih b, ¢ i
d takve da je OB"” = OC” = OD". Tada su ¢etvorke tacaka (O, B”,C",D") i
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OI

Slika 5.8.

(O, B",D",C") medusobno podudarne, odakle sledi da su diedri sa ivicama
c i d triedra Obed podudarni. Dakle, diedri sa ivicom d redom triedara
Obad i Obced su oba ostra, oba prava ili oba tupa. Neka su diedri sa ivicom
d oba prava i neka je B proizvoljna tacka poluprave b a C' i D podnozja
normala iz tacke B redom na prave c i d. Tada su prave BC' i BD upravne
na pravama ravni ac, odakle sledi da trougao ABCD ima dva prava ugla
£BCD i £BDC, $to je nemogucée. Dakle, ac = a'c, pa su triedri Oabe i
O'd’'b' ¢ podudarni na osnovu ¢etvrtog stava o podudarnosti triedara. O

Teorema 5.3.13. (Sesti stav o podudarnosti triedara) Dva triedra su po-
dudarna ako i samo ako su dva dva diedra, koja misu oba prava, i ivicni
ugao naspram jednog od njih prvog triedra podudarni odgovarajuéim diedrima
1 wicnom uglu drugog triedra, a ivicni uglovi naspram drugog para odgo-
varajuéih diedara oba ostra, oba prava ili oba tupa.

Dokaz. Sledi iz petog stava i teorema 5.3.4. i 5.3.5.. g



Glava 6

Izometrijske transformacije
ravni S?

6.1 Specifiécna svojstva izometrijskih
transformacija

Do sada su razmatrane izometrijske transformacije u najopstijem obliku.
Sada ¢emo se ograniciti na izometrijske transformacije ravni S2.

Definicija 6.1.1. Izometrijska transformacija Z ravni S? je direktna ako ne
menja orjentaciju ravni S2. U suprotnom ona je indirektna.

Teorema 6.1.1. Skup svih direktnih izometrijskih transformacija ravni S?,
G(I") predstavlja podgrupu grupe svih izometrija G(I) prostora S*.

Dokaz. Neka su Z; i T direktne izometrije prostora S%. Tada je Iy L a
samim tim i Z; o Z, 1 direktna izometrija ravni S2. U

Napomena. Indirektne izometrijske transformacije ne mogu ¢initi grupu
jer je proizvod dve indirektne izometrije direktna izometrija. Navedena klasi-
fikacija predstavlja prvu, tj. najgrublju klasifikaciju izometrijskih transfor-
macija ravni S?. Dalja klasifikacija izometrijskih transformacija izvodi se
prema broju invarijantnih tacaka koje razmatrana izometrija poseduje.

113
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6.2 Osna refleksija ravni S2

Definicija 6.2.1. Osnom refleksijom ravni S? u odnosu na pravu p nazi-
vamo izometrijsku transformaciju S, koja nije koincidencija i u kojoj je svaka
tacka prave p invarijantna. Prava p je osa refleksije Sp.

Napomena. Iz definicije sledi da pored prave p u ravni S? osna refleksija
nema invarijantnih tacaka. Rec¢ refleksija koriS¢ena je umesto reci simetrija
u pojmu osna refleksija jer pojam simetrije u geometrijskoj teoriji izometri-
jskih transformacija ima Sire znacenje i oznacava svaku izometrijsku trans-
formaciju koja lik ® datog prostora prevodi u lik ®" a prostor u samog sebe.

Sada ¢emo navesti neke osobine osne refleksije.

Teorema 6.2.1. Ako su P i P’ korespodentne tacke osne refleksije S, ravni
S? tada je prava p medijatrisa duzi PP'.

Definicija 6.2.2. Medijatrisa (simetrala) duzi je prava upravna na toj duzi
u njenom sredistu. Medijalna (simetrijska) ravan duzi je ravan upravna na
toj duzi u njenom sredistu.

Teorema 6.2.2. Osna refleksija S, ravni S? je jednoznacno odredena ako
je data njena osa p ili jedan par odgovarajuéih neistovetnih tacaka P i P’.

Teorema 6.2.3. Osna refleksija S, ravni S? je indirektna izometrijska trans-
formacija.

Teorema 6.2.4. Osna refleksija Sy ravni S? je involuciona izometrijska
transformacija (Ss o0 Ss = ¢€).

Teorema 6.2.5. Ako je izometrijska trmisformacija T ravni S? indirektna
i involuciona tada je T osna refleksija ravni S2.

Teorema 6.2.6. Ako indirektna izometriska transformacija T ravni S? pose-
duje invarijantnu tacku O tada je T osna refleksija ¢ija osa sadrzi tacku O.

Dokaz. Kako je Z indirektna izometrijska transformacija a koincidencija e
direktna izometrijska transformacija to je Z # ¢. Prema tome u ravni S2
postoji tacka P takva da je Z(P) = P'1 P # P’. Tada tacke P i P’ odreduju
neku duz PP’ u ravni S2. Neka je p medijatrisa te duzi. Kako u izometriji Z
tacki O odgovara sama tacka O, a tacki P odgovara tacka P’ bice OP = OP’.
Dakle tacka O pripada medijatrisi p duzi PP’. Dokaza¢emo da izometrija 7
predstavlja osnu refleksiju sa osom p, tj. da je Z = S,. Kompozicija S, 07
je direktna izometrijska transformacija sa dve fiksne tacke pa predstavlja
koincidenciju, tj. S, 0Z = €. Odavde je S, 08,07 = S, tj. T =Sp. O
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6.3 Osnosimetri¢ni likovi u ravni S2

Definicija 6.3.1. Lik w u ravni S? je osnosimetrican ako postoji osna re-
fleksija S, koja preslikava S? u S? tako da je S,(w) = w. Prava p predstavlja
u tom slucaju osu simetrije lika w.

Naveséemo neke osobine osnosimetri¢nih likova ravni S2

Teorema 6.3.1. Svaka duz AB u ravni S? ima dve i samo dve ose simetrije:
pravu koja sadrzi duz AB i medijatrisu duzi AB.

Teorema 6.3.2. Ugao u ravni S* ima jedinstvenu osu simetrije - pravu
koja sadrzi bisektrisu tog ugla.

Teorema 6.3.3. Ako su u ravni S? zadate dve prave a i b koje se seku
u tacki O onda postoje dve i samo dve ose simetrije s1 i sy takve da je
Ss,(a) =b i Ss,(a) =b pri cemu je s; L so.

Teorema 6.3.4. Ako su a i b dve disjunktne prave ravni S? tada postoji
jedinstvena prava s u toj ravni takva da je Ss(a) = b.

6.4 Predstavljanje izometrijskih transformacija
ravni S? pomoéu osnih refleksija

Teorema 6.4.1. Svaka izometrijska transformacija ravni S* moze se pred-
staviti u obliku kompozicije najvise tri osne refleksije.

Dokaz. S obzirom na broj invarijantnih tacaka razlikujemo cetiri slucaja
koji se mogu javiti u pogledu bilo koje izometrije Z ravni S2.

(i) Izometrijska transformacija Z ravni S? poseduje bar tri nekolinearne
invarijantne tacke, ozna¢imo ih sa A, B i C. Tada je Z(A) = A, Z(B) = B
i Z(C) = C. Neka je p proizvoljna prava ravni S2. Osna simetrija S, je
involucija, tj. S, oS, = €. Izometrijska transfrmacija Z poseduje tri nekoli-
nearne invarijantne tacke pa predstavlja koincidenciju, tj. Z = ¢. Prema
tome imamo Z = §,08,, tj. uovom slucaju izometrija Z se moze predstaviti
kao kompozicija dveju osnih refleksija.

(ii) Izometrijska transformacija Z ravni S? posoduje dve razne invari-
jantne tacke A i B, tj. Z(A) = Ai1Z(B) = B. S obzirom da izometrijska
transformacija Z ima dve invarijantne tacke A i B to je svaka tacka prave
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AB u transformaciji Z invarijantna. Van prave AB izometrijska transforma-
cija Z nema invarijantnih tacaka jer bi se u protivnom ovaj sluc¢aj sveo na
prethodni. Prema tome izometrijska transformacija Z nije koincidencija te
postoji tacka P ravni S? takva da je Z(P) = P'i P # P'. Neka je p medi-
jatrisa duzi PP’. Kako u izometriji Z tackama A, B i P odgovaraju redom
tacke A, Bi P, to tacke A i B pripadaju medijatrisi duzi PP’. Izometrijska
transformacija S, o Z ravni S? poseduje tri invarijantne nekolinearne tacke
A, B i P pa predstavlja koincidenciju, tj. S, 0Z = €. Mnozenjem poslednje
jednakosti sa S}, sa leve strane i uzimajuci u obzir involutivnost preslikavanja
S, dobijamo da je Z = S, ¢ime je dokaz zavrSen i u slucaju (ii).

(iii) Izometrijska transformacija Z poseduje jednu invarijantnu tacku,
oznacimo je sa A. Prema tome izometrijska transformacija Z nije koinci-
dencija pa postoji tacka P takva da je Z(P) = P’ i P # P’. Oznacimo
sa p medijatrisu duzi PP’. Kako u izometriji Z tackama A i P odgovaraju
redom tacke A i P’ to tacka A pripada medijatrisi p duzi PP’. Tzometrijska
transformacija SpoZ poseduje dve invarijantne tacke A i P pa prema slucaju
(ii) predstavlja osnu refleksiju, tj. S,0Z = S, odakle je Z = S, 0 Sy, pa je i
ovaj sluc¢aj dokazan.

(iv) Izometrijska transformacija Z nema invarijantnih tacaka. Tada je
T # ¢ pa postoji tacka P ravni S? takva da je Z(P) = P' i P # P'. Kako
su P i P’ dve razne tacke one odreduju duz PP’ u ravni S2. Neka je prava
p medijatrisa te duzi. Izometrijska transformacija S, o Z poseduje jednu
invarijantnu tacku P pa se prema dokazanom sluc¢aju (iii) moze predstaviti
kao proizvod dve osne refleksije. Nekaje S,0Z = §,08,. Odavde mnozenjem
sa Sp sa leve strane dobijamo Z = S, 08,0 S,, ¢ime je teorema dokazana. [

Primedba. Svaka izometrijska transformacija se moze predstaviti kao kom-
pozicija bilo kog broja osnih refleksija ali je od interesa da taj broj bude
minimalan.

Definicija 6.4.1. Svaku kompoziciju kona¢nog broja osnih refleksija ravni
S? kojom je predstavljena neka izometrijska tranformacija Z te ravni nazi-
vamo osno-refleksivnom ili simetrijskom reprezentacijom te izometrije. Si-
metrijsku reprezentaciju izometrije Z ravni S? sastavljenu iz najmanjeg mo-
guéeg broja osnih simetrija naziamo minimalnom ili optimalnom simetri-
jskom reprezentacijom te izometrije.



6.5. Transmutacija izometrijskih transformacija i automorfizmi grupe G(Z)117

6.5 Transmutacija izometrijskih transformacija i
automorfizmi grupe G(Z)

Definicija 6.5.1. Neka su data preslikavanja f i g takva da: f: X — X',
g: X —Yig:X — Y Transmutacijom ili preobraZenjem funkcije f
funkcijom g nazivamo kompoziciju gfg~t = f9 pri ¢emu je g~ (V) = X,
f(X)=X' g(X')=Y"1g je”1-1” preslikavanje.

Teorema 6.5.1. (O transmutaciji osnih refleksija) Neka je S, bilo koja osna
refleksija ravni S i I bilo koja izometrijska transformacija te ravni. Tada
je ISpI_l = SI(p); tj. Sg = SI(p)

Dokaz. Prema definiciji osne refleksije za svaku tacku X prave Z(p) je
Sp(Z7HX)) =Z7YX) jer je IT7XX) € p, tj. S,Z1(X) =1 X). Mnoze-
njem obeju strana sa Z dobijamo ISPI*I(X ) = X, te indirektna izometri-
jska transformacija ISpI_l ima invarijantnu tacku pa predstavlja osnu re-
fleksiju. U toj osnoj refleksiji svaka tacka X prave Z(p) je invarijantna te je
ISpI_l = SI(p)- g

Teorema 6.5.2. Neka je data proizvoljna kompozicija osnih refleksija
SpiSpy - - Sp,- Tada je za proizvoljnu izometriju L:

I(SpiSps - Sp )T = S1p)S1(00) - - St(pn):

Dokaz. U kompoziciji Sp,Sp, - .. Sy, izmedu svake dve susedne osne reflek-
sije mozemo ubaciti koincidenciju u obliku ¢ = Z~'Z. Na taj na¢in dobijamo

Z(Sp,Sps - - -Spn)zil =
18,17'1S,,17'7...77'15,, 77" =.
SI SI . e szn == SI(pl)SI(pz) . e SI(pn)

p1p2

¢ime je dokaz zavrsen. O

Navedene teoreme predstavljaju deo opstije teoreme o automorfizmima
grupe izometrija G(Z). Naime prva teorema je primenljiva na proizvoljne
izometrije i u tom slu¢aju njena formulacija bi bila sledeéa:

Teorema 6.5.3. Neka je I, izometrijska transformacija prostora S™ sa
skupom invarijantnih tacaka A. Tada je za proizvoljnu izometriju T prostora
S™ transformacija T1I~* = TF takode izometrija prostora S™ istog tipa kao
transformacija Iy sa skupom invarijantnih tacaka Z(A).
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Takode primenjena na niz izometrijskih transformacija 7y, Zs,. . .,Z, trans-
mutacija daje novu izometrijsku transformacijn koja je proizvod izometri-
jskih transformacija istog tipa dobijenih pojedina¢nim transmutacijama svake
od izometrijskih transformacija u nizu Zy, Zo,. . .,Z,, tj.

I(T\Ty...T,)T = TF1% .. . 1L

Pri tome ako skupovi Ai, Ao, ..., A, predstavljaju respektivno skupove
invarijantnih tacaka transformacija 7;,Zs,...Z,, tada ¢ée skupovi Z(A;),
Z(Asg),..., Z(A,) predstavljati respektivno skupove invarijantnih tac¢aka trans-
formacija dobijenih transmutacijom.

Nije tesko dokazati da vazi i sledeca

Teorema 6.5.4. Neka su S, © Sy, osne refleksije sa osama a i b. Relacija
SuSy = S, vazi ako i samo ako je a L b.

6.6 Pramenovi pravih u ravni S?

Definicija 6.6.1. Skup £ svih pravih neke ravni S? nazivamo pramenom
pravih ako za svake tri prave a, b, ¢ skupa £ kompozicija S.5,S, predstavlja
neku osnu refleksiju Sy.

Iz definicije neposredno zaklju¢ujemo sledece:

(i) Ako su a, b, ¢ tri prave jednog pramena i ako S.S,S, predstavlja osnu
refleksiju Sy tada i d pripada tom pramenu pravih.

(ii) Ako prave a, b, ¢ pripadaju jednom pramenu £ tada i ose refieksija
SaSpSe, SpScSa, SeSaSh, SaSeSh, SpSaSe, SeSpS, pripadaju pramenu L.

(iii) Za svaku tacku X u ravni S? postoji u pramenu pravih £, taéno
jedna prava p koja je sadrzi.

(iv) Ako su a, b, ¢ tri prave pramena L tada je ScSpSy = SaSpSe.

Zaista, neka je §.5,S, = Sy. Tada je Sg = ¢, pa je S:5,5,5:5,S, = €
Mnozenjem sa leve strane redom sa S, Sp, Se dobijamo S:5pS; = SaSpSe.-

Teorema 6.6.1. Skup svih konkurentnih pravih jedne ravni predstavlja jedan
pramen pravh.

Dokaz. Oznacimo sa L, skup svih konkurentnih pravih posmatrane ravni
i sa a, b, ¢ ma koje tri prave tog skupa, a sa O njihovu zajednicku tacku.
Tada je $:5,S.(0) = O. S obzirom da je S:5,S, indirektna transformacija
sa invarijantnom tackom O, ona predstavlja osnu refleksiju Sy, ¢ija osa d
sadrzi tacku O, te prava d pripada skupu £. Prema definiciji pramena, skup
L tada predstavlja pramen pravih u posmatranoj ravni. O
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Definicija 6.6.2. Pramen konkurentnih pravih u ravni nazivamo eliptickim
pramenom pravih.

Teorema 6.6.2. Skup svih pravih neke ravni S upravnih na neku pravu s
te ravni predstavlja pramen pravih.

Definicija 6.6.3. Pramen pravih ravni S? upravnih na jednoj pravoj p
nazivamo hiperbolickim pramenom pravih, a pravu p bazisnom pravom hiper-
bolickog pramena pravih.

Razmotrimo sada neke teoreme u vezi sa trouglovima.

Teorema 6.6.3. Medijatrise stranica trougla pripadaju jednom pramenu
pravih.

Slika 6.1.

Dokaz. Obelezimo sa p, ¢ i r (slika 6.1) medijatrise redom stranica BC', C' A
i AB trougla AABC. U kompoziciji Z = §,5,S, tacka B je invarijantna,
tj. Z(B) = B. S obzirom da je izometrijska transformacija Z indirektna i
ima invarijantnu tacku B to je Z neka osna refleksija. Oznacimo je sa Ss .
Dakle, §,8,S, = S;. Tada B € s i prave p, ¢, r po definiciji pripadaju istom
pramenu pravih. O

Dokaz koji smo izveli vazi u Apsolutnoj geometriji. U Euklidskoj ge-
ometriji medijatrise stranica trougla se seku u jednoj tacki, centru opisanog
kruga oko trougla tj. pramen pravih odreden medijatrisama je elipticki. U
geometriji Lobacevskog medijatrise stranica trougla se ne moraju seéi te ne
mozemo oko svakog trougla opisati krug.
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Slika 6.2.

Teorema 6.6.4. Ako su sa, sp © s¢ simetrale unutrasnjih uglova trougla
AABC tada one pripadaju jednom pramenu konkurentnih pravih.

Dokaz. Neka je AABC (slika 6.2) proizvoljan trougao u ravni S2. Obelezimo
sa a, b, ¢ redom orjentisane prave BC, CA, AB a sa a/, b/, ¢ te iste prave
ali sa suprotnom orjentacijom. Neka je Z = S,.Ss,Ss,. U ovoj kompoziciji
pravoj b odgovara prava b’ tj. Z(b) = b’ $to znaci da u izometriji Z pravoj b
odgovara ista prava b ali sa suprotnom orjentacijom. Tacki A prave b odgo-
vara u izometriji Z neka tacka A’ koja mora biti na pravoj b te srediste duzi
AA’, oznac¢imo ga sa @, predstavlja invarijantnu tacku u izometriji Z.
Kako je Z indirektna izometrijska transformacija, kao kompozicija tri
osne refleksije ona predstavlja osnu refleksiju Z = S;, gde je prava s normalna
na b u tacki Q. Na taj nacin je S5 Ss;S8s, = Ss pa prave su, sp i s¢
pripadaju jednom pramenu pravih. Simetrale sp i s¢, s obzirom na to
da obe pripadaju unutrasnjosti trougla, seku se u tacki .S, te se i sve prave
pramena kome pripadaju prave sp i s¢ seku u jednoj tacki te se kao rezultat
dobija elipticki pramen pravih. SrediSte pramena bi¢e centar kruga upisanog
u trougao AABC koji dodiruje AC' u tacki Q. O

Analogno se dokazuje i sledeca teorema

Teorema 6.6.5. Simetrale jednog unutrasnjeq i spoljasnjih uglova kod drugih
dvaju temena nekog trougla pripadaju jednom pramenu pravih.

Teorema 6.6.6. Prave odredene visinama trougla v ravni S? pripadaju jed-
nom prameny pravih.
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Slika 6.3.

Dokaz. Neka je u ravni S? dat trougao AABC ineka su AP, BQ, CR (slika
6.3) visine tog trougla. Dokazimo da prave AP, BQ, CR pripadaju jednom
pramenu pravih. Ako je AABC pravougli onda se u temenu pravog ugla
seku sve tri visine, te se taj sluc¢aj neposredno dokazuje. Neka AABC nije
pravougli. Obelezimo sa a, b, ¢ prave odredene stranicama BC, CA, AB a
sa a/, b/, ¢ prave odredene visinama AP, BQ, CR i sa p pravu odredenu
tackama @ i R, a sa ¢ i r prave takve da je Sy (p) = r, Sy(p) = ¢ pri tome
svaka od kompozicija SpS,, SirSe, SpSe prevodi pravu g u pravu r.
Buduéidaje A=bxc, B=1Vxc,C =bxc tosu A, B, C invarijantne u
tim kompozicijama, svaka od tacaka A, B, C' nalazi se na osi simetrije pravih
g i r no s obzirom da su tacke A, B, C nekolinearne a nalaze se na osama
simetrije ¢ i v bi¢e prave ¢ i r konkurentne i seéi ée se u jednoj tacki P’. Pri
tome je tacka A na jednoj a tacke B i C na drugoj osi simetrije pravih ¢ i r
te su tacke P i P’ istovetne. Na taj nacin prave a, a’, b, V', ¢, ¢ predstavljaju
simetrale unutrasnjih ili spoljasnjih uglova trougla APQR. S obzirom da
se trojke pravih da’,b,c; a,b’, c; a,b, c seku redom u tackama A, B, C' prema
stavu o simetralama unutrasnjih (i spoljagnjih) uglova u trouglu u ravni S?
sledi da prave o/, V', ¢’ pripadaju jednom pramenu pravih. O

Definicija 6.6.4. Pramen pravih kome pripadaju prave odredene visinama
trougla u ravni S? nazivamo ortocentricénim pramenom pravih.

U ravni S? trougao moze da raspolaze ortocentriénim pramenom nekonku-
rentnih pravih. Ako je taj pramen, pramen konkurentnih pravih, tada za-
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jednicku tacku svih pravih tog eliptickog pramena nazivamo ortocentrom tog
trougla. U Euklidskoj geometriji ortocentriéni pramen je obavezno elipticki,
dok u geometriji Lobacevskog on moze biti i hiperbolicki.

6.7 Centralna rotacija ravni S?

Definicija 6.7.1. Kompoziciju dveju osnih refleksija ravni S? ¢ije se ose
seku u nekoj tacki O nazivamo centralnom rotacijom ravni S? oko tacke O.

Ako pomenute osne refleksije oznacimo S, i S tada je SpS, = Rap
centralna rotacija ravni S2. Ako je O prese¢na tacka pravih a i b tada tacku
O nazivamo srediStem centralne rotacije Rgp.

Iz definicije centralne rotacije u ravni S? neposredno sledi da centralna,
rotacija ravni S? ima jedinstvenu invarijantnu tacku: centar te rotacije.

Centralna rotacija ravni S? je po definiciji kompozicija dveju osnih re-
fleksija, koje su indirektne izometrijske transformacije, te ona predstavlja
direktnu izometrijsku transformaciju ravni S2.

Svakoj tacki X € S? razlicitoj od sredista O centralne rotacije Rqp 1
ravni S? odgovara neka druga tacka X', tj. X’ = Ru,(X) pri éemu je orjen-
tisani ugao <X OX’ jednak dvostrukom orjentisanom uglu izmedu pravih a
i b. Oznacimo taj dvostruki orjentisani ugao sa w. Tada mozemo oznaciti
Rab = Row- Ugao w nazivamo uglom centralne rotacije.

b

e 1/2 o

200
a b

Slika 6.4.

Nije tesko ustanoviti da se centralna rotacija Ro, ravni S 2 moze predsta-
viti kao kompozicija bilo kojih dveju osnih refleksija S, i Sp, pri ¢emu se prave
a i b seku u tacki O i orjentisani ugao w jednak je dvostrukom orjentisanom
uglu izmedu pravih ¢ i b. Na taj nacin izbor generisuéih refleksija S, i Sp
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dozvoljava slobodan izbor jedne od osa refleksija koja sadrzi centar rotacije
O. Ako su d/, b prave u ravni S? koje sadrze tacku O takve da je orjentisani
ugao izmedu pravih o’ i b’ (slika 6.4) jednak polovini orijentisanog ugla w
tada je Rab = Ra’b’-

Teorema 6.7.1. (O transmutaciji centralnih rotacija) Ako je Ro . bilo koja
centralna rotacija ravni S? i I bilo koja izometrijska transformacija te ravni
tada je

Rb. = R1(0) 1(w)-

Dokaz. Po definiciji je centralna rotacija Ro . proizvod osnih refleksija S
i §,. Transmutacijom transformacije Ro,, vrsimo u stvari transmutaciju
svake od generisucih osnih refleksija:

Rbw =IRoWI ' =IST 'IS,T7" = Sz()St(a)

tj. dobijamo R , = Sz(4)Sz(a)-

Kako se prave a i b seku u tacki O njihove slike u izometriji Z se seku
u tacki Z(O) sto znaci da transformacija Sz(;)Sz(e) ima invarijantnu tacku
Z(0O) pa predstavlja centralnu rotaciju Rz(0) z(.)- Naime transformacija 7
prevodi prave a i b u prave Z(a) i Z(b), prevodi orjentisani ugao w (w/2) u
ojentisani ugao Z(w) (Z(w/2)) koji je po veli¢ini jednak uglu w ali u pogledu
orjentacije moze imati istu orjentaciju ako je Z direktna izometrija, odnosno
suprotnu orjentaciju ako je Z indirektna izometrija. O

Stav o transmutaciji centralne rotacije omoguéuje da se ustanove stavovi
o komutativnosti centralnih rotacija sa drugim izometrijskim transformaci-
jama.

Teorema 6.7.2. Skup svih centralnih rotacija ravni S* koje imaju zajednicko
srediste O ukljucujudi koincidenciju predstavlja Abelovu grupu.

Definicija 6.7.2. Grupu sacinjenu od centralnih rotacija ravni S? koje imaju
zajednicko srediste O nazivamo grupom rotacija ravni S® sa centrom O i
simbolicki je obelezavamo G(Ro).

Primetimo da skup svih centralnih rotacija jedne ravni u odnosu na
razli¢ito sredisSte ne predstavlja grupu.

Grupa rotacija ravni S? sa sredistem O omoguéuje da specifiéno izvedemo
definiciju pojma kruga.
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Definicija 6.7.3. Neka je G grupa simetrija. Skup svih tacaka dobijenih
kao slike tacke X pomocu simetrija iz grupe G nazivamo trajektorijom tacke
X u odnosu na grupu G, ili skupom tacaka ekvivalentnih sa tackom X u
odnosu na grupu G.

Definicija 6.7.4. Neka je G(Ro) grupa centralnih rotacija ravni S? oko
tacke O, a P tacka ravni S? razlicita od tacke O. Trajektorija tacke P u
odnosu na grupu G(Rp) naziva se krug. Tacka O se naziva srediStem tog
kruga a podudarne duzi koje spajaju tacku O sa tackama kruga nazivaju se
poluprecnici tog kruga.

S obzirom da se svaka centralna rotacija moze predstaviti kao kompozi-
cija dveju osnih refleksija u odnosu na ose refleksije koje sadrze invarijantnu
tacku O, u slu¢aju grupe G(Ro) radimo sa elementima pramena pravih sa
zajednickim sredistem O te mozemo reé¢i da krug predstavlja ortogonalnu
trajektoriju ili samo trajektoriju elemenata pramena pravih.

Pomoéu relacija ”veée”, "manje” neposredno se moze razviti teorija o
krugu.

Definicija 6.7.5. Za tacku X kazemo da je u krugu sa centrom O i polupre-
¢nikom r ako je OX < r, a da je izvan kruga ako je OX > r.

Definicija 6.7.6. Skup svih tacaka u krugu k(O,r) nazivamo otvorenom
kruznom povrsi a uniju ovog skupa i skupa svih tacaka kruga k zatvorenom
kruznom pouvrsi.

U ovako aksiomatski zasnovanoj geometriji moze se uvesti i pojam tan-
gente.

Definicija 6.7.7. Prava t je tangenta kruga ako pripada ravni tog kruga i
ima s njim samo jednu zajednicku tacku.

Definicija 6.7.8. Prava s je sedica kruga ako pripada ravni tog kruga i ima
s njim dve zajednicke tacke.
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6.8 Centralna simetrija reda n u ravni S2

Definicija 6.8.1. Kaze se da je u ravni S? lik A obrtno ili rotaciono podu-
daran sa likom X u odnosu na tacku O ako postoji centralna rotacija Ro .,
ravni S? tako da je Row(\) = N.

Iz definicije zaklju¢ujemo da relacija obrtne podudarnosti predstavlja
relaciju ekvivalencije. Poseban znacaj ima slucaj kada je A = \.

Definicija 6.8.2. Kaze se da u ravni S? lik A raspolaze centralnom simetri-
jom reda n ako postoji centralna rotacija R, ar u ravni S? tako da je

Ro ar(A) = X gde je O tacka ravni 52, R - orjentisan prav ugao, a n ceo
pozitivan broj ili racionalan broj oblika % pri ¢emu su p i ¢ uzajamno prosti.
Tacka O se naziva sredistem centralne simetrije R, ar .

Navodimo sada neke osnovne osobine centralne simetrije reda n u S2.

Teorema 6.8.1. Ako lik A u ravni S? raspolaze centralnom simetrijom reda
n gde je n ceo pozitivan broj deljiv sa celim pozitivnim brojem m > 1, tada
lik X\ raspolaZe centralnom simetrijom reda m.

Teorema 6.8.2. Centralna simetrija reda n lika X\ u ravni S? je periodicna
transformacija. Ako sa k oznac¢imo taj period tada je k = n ako je n ceo
broj veéi od jedan, tj. k = p ako je n racionalan broj oblika p/q pri cemu su
P i q uzajamno prosti.

Centralna simetrija reda n lika A u ravni S? omoguéuje da pomoéu
izometrijskih transformacija definiSemo pojam pravilnog poligona.

Definicija 6.8.3. Za poligon A;As... A, uravni S? kazemo da je pravilan
ili reqularan ako raspolaze centralnom simetrijom reda p.

Centralna simetrija reda 2 je kao involuciona transformacija od posebnog

znacaja u skupu centralnih rotacija. Primetimo da centralna simetrija reda
2 zapravo predstavlja poluobrt ravni oko tacke O tj. rotaciju za opruzeni
ugao. Ovakva involutivna transformacija moze se predstaviti kao kompozi-
cija dveju osnih refleksija ¢ije su ose upravne medusobom. S obzirom na to
dajew/2 = R, tj. a L b dobijamo komutativnu kompoziciju osnih refleksija,
tj. ROQR = 85,8, = §S,.
Napomena. Centralna simetrija reda 2 se u literaturi najcesée naziva samo
centralna simetrija ili centralna refleksija. Ovaj drugi naziv se moze smatrati
opravdanim posto je centralna simetrija reda 2 jedina u skupu centralnih
simetrija reda n koja je involuciona.
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Teorema 6.8.3. Centralna simetrija reda 2 je involuciona transformacija,
1 predstavlja proizvod komutativnih osnih refleksija S, i Sp.

Dokaz. Centralna simetrija reda 2 se moze predstaviti kao kompozicija
dveju osnih refleksija ¢ije su ose a i b uzajamno upravne, tj. So = SpS,-
Iz ortogonalnosti osa a i b sledi komutativnost osnih refleksija S, i Sp, tj.
vazi 8,8y, = S$pS,. Sada je S% = (5pS0)? = SpSuSaSp = e jer je S2 = ¢ i
St=c. O

Teorema 6.8.4. (O kompoziciji centralnih refleksija u ravni S?) Kompozi-
cija neparnog broja centralnih simetrija w ravni S? ¢ija sredista pripadaju
jednoj pravoj | ravni S? predstavlja takode centralnu simetriju ¢ije je srediste
na pravoj l.

01 0] 0, O3
l
01 0 02 03
Slika 6.5.

Dokaz. Neka je n broj centralnih refleksija koje ucestvuju u kompozi-
ciji. Neka je najpre n = 3, tj. T = S0,80,50,. Oznacimo sa o1, 03 i
o3 (slika 6.5.) prave upravne na pravu [ redom u tackama O, Oz i Os.
Tada je 503 = 80351 = 818037 802 = 80281 = 8[302 1 Sol = 80181 = 81801
pa imamo Z = 5,;81851S0,S1S0; = S0580,50,S1- Medutim ose o1, 02 i 03 pri-
padaju istom pramenu pravih sa bazisnom pravom [ pa je Sp;S50,S0, = So,
tj. kao rezultat se dobija osna refleksija S, ¢ija osa o pripada istom pramenu
pravih pa je i o L [. Prema tome 7 = §,5; = Sp gde je O presecna tacka
pravih o il. Ako je n > 3 dokaz se izvodi indukcijom. a

Teorema 6.8.5. (Sala—Hjelmsleva) Sredista duzi koje spajaju odgovarajuce
tacke indirektne izometrijske transformacije I ravni S* pripadaju jednoj
Pravoj.
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XV
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)

P

X" X

Slika 6.6.

Dokaz. Neka je P proizvoljna tacka ravni S? i P’ slika tacke P u izometriji
Z, tj. P' =Z(P) i neka je O srediste duzi PP’ (slika 6.6). Neka je X bilo
koja druga tacka ravni S? i X’ = Z(X) a X" tacka simetriéna sa tackom
X’ u odnosu na tacku O. U tom slucaju kompozicija SpZ sastavljena je
iz direktne izometrije Sp i indirektne transformacije Z pa je ona indirektna
izometrija ravni S2. U toj indirektnoj izometriji tacka P je invarijantna te
ova kompozicija predstavlja neku osnu refleksiju S, ¢ija osa p sadrzi tacku P.

Kako u toj kompoziciji tacki X odgovara tacka X", prava p je medijatrisa
duzi XX”. Ako je Y srediste duzi X X’ bice i prava odredena sredistima O
i Y stranica X’X” i XX’ trougla AXX'X" upravna na medijatrisi p duzi
X X". S obzirom da postoji tac¢no jedna prava koja sadrzi fiksiranu tacku O i
upravna je na datoj pravoj p, sredista svih duzi koje spajaju korespodentne
tacke indirektne izometrije Z ravni S? pripadaju jednoj pravoj, u nasem
slucéaju to je prava OY. O

Definicija 6.8.4. Pravu odredenu sredistima duzi koje spajaju odgovarajuce
tacke indirektne izometrijske transformacije Z ravni S? nazivamo osom te
izometrijske transformacije.
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6.9 Translacija ravni S2

Definicija 6.9.1. Neka su S, i S, osne refleksije ravni S? ¢ije su ose p i g
upravne na nekoj pravoj s u tackama P i @) redom i neka je P’ = Sy(P).
Translacijom ravni S? po pravoj s za duz PP’ nazivamo kompoziciju S¢Sp.
Oznacavamo je 7——;

PP
X | x X
P Q P’
I I °_
© g
Slika 6.7.

Translacija ¢uva invarijantnost prave s. Pored ove osobine, iz navedene
definicije sledi da je translacija direktna izometrijska transformacija ravni
S? i da nema invarijantnih tacaka.

Teorema 6.9.1. (O transmutaciji translacije ravni S?) Ako je TN transla-

cija a T bilo koja izometrija ravni S?, tada je

1 _
Iran ™ = Tzanzon)

Dokaz. Translacija 753 se moze prikazati kao kompozicija osnih refleksija
Sm 1 Sy, pri ¢emu su prave m i n upravne na pravu M N respektivno u
tackama M i .S, a S je srediSte duzi M N. Prema tome vazi

IrimI ' =18,8nT ' =18,17'18, 77"
_ oIl _ _
- SnSm - ‘SI(n)SI(m) = TZ(—MSI(N)
a to je i trebalo pokazati. O

Ovaj stav omogucuje da se ustanove stavovi o komutativnosti translacije
sa ostalim izometrijama.

Teorema 6.9.2. Kompozicija parnog broja osnih refleksija ravni S? ¢ije su
ose upravne na nekoj pravoj s predstavlja koincidenciju ili translaciju sa
0som S.
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Teorema 6.9.3. Kompozicija parnog broja centralnih simetrija ravni S>
kojima sredista pripadaju nekoj pravoj s predstavija koincidenciju ili translaciju
sa osom s.

6.10 Translatorna (klizajuéa) refleksija ravni S?

Definicija 6.10.1. Translatorna (klizajucéa) refleksijaravni S? u oznaci G~

MN
je komporzicija translacije o i osne refleksije Syrn sa osom M N, tj.

93N = SMNTRR:
Kompozicija iz definicije je komutativna. Zaista, uzimajuéi u obzir da
je TN = SnSms SmSp = SpSmy SnSp = SpSy, gde je p = M N imamo

T Sp = SuSuSp = SuSpSm = §pSuSm = SpTiry-

Pored ove osobine iz definicije neposredno sledi da je gm indirektna
izometrijska transformacija.

Teorema 6.10.1. (Osnovna teorema o klizajucoj refleksiji) Kompozicija
triju osnih refleksija ravni S? u odnosu na prave koje ne pripadaju jed-
nom pramenu pravih predstavlja klizajuéu refleksiju ravni S®. Naime ako
je I = 8,8,S, gde prave p, q i r ne pripadaju jednom pramenu pravih tada
je I klizajuca refleksija.

Dokaz. Izometrijska transformacija Z ne moze imati invarijantnih tacaka,
jer ako bi imala invarijantnu tacku ona bi predstavljala osnu refleksiju u
odnosu na neku pravu koja bi sa pravama p, ¢, r ¢inila pramen Sto je
nemoguée jer po pretpostavci prave p, ¢, r ne pripadaju istom pramenu.
Neka je S proizvoljna tacka ravni S? i S’ tacka ravni S? takva da je Z(S) = S’
i S # S5’ Neka je O srediste duzi SS’. U kompoziciji SpZ tacka S je invar-
jjantna, tj. SpZ(S) = S. Indirektna izometrijska transformacija SpZ ima
invarijantnu tacku pa mora predstavljati neku osnu refleksiju S,y pri cemu
Sep. Iz SoT = Sy sledi T = SpS,y jer je S% = ¢. Pri tome tacka O ne
pripada pravoj p’ jer bi u suprotnom Z predstavljala neku osnu refleksiju
S,/ ¢ija je osa r’ upravna na pravoj p’ u tacki O §to je po pretpostavci teo-
reme iskljuceno jer bi u tom slucaju prave p, ¢ i r pripadale istom pramenu.
Obelezimo sa P podnozje upravne iz tacke O na pravu p’ a sa ¢’ pravu koja
sadrzi tacku O i upravna je na pravoj p. Tada je

I =588, =808y =SopSySy = SOPT];—P—) = glg—ﬁ
a to je i trebalo pokazati. O
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Na osnovu svega rec¢enog nije tesko zakljuciti da vazi

Teorema 6.10.2. Postoje dve i samo dve vrste indirektnih izometrijskih
transformacija ravni S?: klizajuéa refleksija i osna refleksija.



Glava 7

Izometrijske transformacije
prostora S3

7.1 Specificne vrste izometrijskih
transformacija prostora S3

Definicija 7.1.1. Refleksijom u odnosu na ravan m nazivamo neidenti¢nu
transformaciju S, prostora S3 kojoj je svaka tacka ravni 7 invarijantna.
Ravan 7 nazivamo osnovom te ravanske refleksije.

Iz definicije neposredno zaklju¢ujemo da ravanska refleksija S; nema in-
varijantnih tacaka van ravni w. Neposredno se moze uociti da je ravanska
refleksija prostora S jednozna¢no odredena osnovom 7 ili parom neistovet-
nih korespodentnih tacaka. Takode se lako moze ustanoviti da je ravanska
refleksija indirektna involuciona izometrija prostora S3.

Teorema 7.1.1. (O transmutaciji ravanske refleksije) Ako je Sy ravanska
refleksija prostora S° tada je St = S1(m)-

Dokaz se vrsi analogno dokazu odgovarajuce teoreme o transmutaciji
osne refleksije. Ova teorema u stvari predstavlja posledicu opstijeg stava o
transmutacijama odnosno automorfizmima grupe G(Z).

Teorema 7.1.2. U prostoru S3 dve ravanske refleksije Sq i Sp sa raznim
osnovama o 1 3 komutiraju ako i samo ako su im osnove medusobom up-
ravne.

Teorema 7.1.3. Svaka izometrijska transformacija I prostora S*moZe se
predstaviti kao kompozicija najvise Cetiri ravanske refleksije tog prostora.

131
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Dokaz. S obzirom na maksimalan broj linearno nezvisnih tacaka invari-
jantnih u izometriji Z prostora S® mogu nastupiti pet razlicita slucaja.

(i) Izometrija Z ima bar ¢etiri nekomplanarne invarijantne tacke. Ozna-
¢imoihsa A, B,CiD. TadajeZ(A)=A,7(B) = B,Z(C) = C,Z(D) = D.
Prema osnovnom stavu o izometrijskim transformacijama prostora S3 takva
izometrijska transformacija predstavlja koincidenciju prostora S3, tj. Z = e.
Kako je S; involuciona izometrijska transformacija, sledi Z = S;Sx, tj. u
ovom slucaju Z je predstavljena kao kompozicija dve ravanske refleksije.

(ii) Izometrija Z raspolaze sa tri nekolinearne invarijantne tacke, oznaci-
mo ih sa A, BiC. Van ravni odredenoj tackama A, B i C izometrija Z nema
invarijantnih tacaka, pa je Z # . Prema tome postoji tacka X prostora S3
takva da je Z(X) = X' i X # X'. Oznac¢imo sa 7 medijalnu ravan duzi
XX'. Kako je AX = AX', BX = BX'i CX = CX’ sledi da tacke A, BiC
pripadaju ravni 7. Kompozicija S;Z ima ¢etiri invarijantne nekomplanarne
tacke A, B,C' 1 X pa predstavlja koincidenciju. Dakle S;7 = ¢, odakle je
I=S,.

(iii) Izometrija Z raspolaze sa dve razne inarijantne tacke, oznac¢imo ih sa
A i B. Van prave odredene tatkama A i B izometrija Z nema invarijantnih
tacaka, pa je Z # €. Prema tome postoji tacka X van prave AB prostora
S3 takva da je Z(X) = X' i X # X'. Ozna¢imo sa 7 medijalnu ravan duzi
XX'. Kako je AX = AX' i BX = BX’ sledi da tacke A i B pripadaju
ravni 7. Kompozicija S;Z ima tri invarijantne nekolinearne tacke A, B i
X pa prema prethodnom slucaju predstavlja neku ravansku refleksiju S,.
Dakle S;Z = S, odakle je T = S§;S,.

(iv) Izometrija Z raspolaze sa jednom invarijantnom tackom A. Postoji
tacka X prostora S° razlicita od tacke A takva da je Z(X) = X' i X # X'.
Oznac¢imo sa m medijalnu ravan duzi X X’. Kako je AX = AX' sledi da
tacka A pripada ravni 7. Kompozicija S;Z ima dve razne invarijantne tacke
A i X pa prema prethodnom slucaju predstavlja kompoziciju dve ravanske
refleksije Sy 1 Sp. Dakle §;Z = S/ Sy, odakle je T = 5,8/ Sy

(v) Ostaje nam da razmotrimo slucaj kada izometrija Z nema invar-
ijantnih tacaka. Postoji tacka X prostora S° takva da je Z(X) = X' i
X # X'. Oznacimo sa m medijalnu ravan duzi X X’. Kompozicija S;Z ima
invarijantnu tacku X pa prema prethodnom slu¢aju predstavlja kompoziciju
tri ravanske refleksije Sy, Sy i Sy, Dakle §;7 = 8 S,#Sym, odakle je
L =858 Spm.

Time je dokaz teoreme u potpunosti zavrsen. O

Napomena. Vazice i generalizacija ovakve teorema za n-dimenzioni pros-
tor pri ¢emu c¢e se svaka izometrija Z prosrora S™ moéi da prikaze kao
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kompozicija najvise n 4+ 1 hiperravanske refleksije, pri ¢emu pod pojmom
hiperravanske refleksije podrazumevamo neidenti¢nu izometriju koja Cuva
invarijantnim n — 1 dimenzioni podprostor prostora S™, tacku po tacku.

Definicija 7.1.2. Reprezentaciju izometrijske transformacije prostora S3
sa minimalnim brojem ravanskih refleksija nazivamo minimalnom ili opti-
malnom reprezentacijom.

Teorema 7.1.4. Ako indirektna izometrijska transformacija T prostora S*
poseduje dve invarijantne tacke A i B tada ona predstavlja neku ravansku
refleksiju Sy, pri cemu tacke A i B pripadaju ravni w.

Dokaz. Kako je transformacija Z indirektna a koincidencija ¢ direktna to
je T # e. Prema tome postoji tacka X prostora S® takva da je Z(X) = X’
i X # X’'. Oznac¢imo sa 7™ medijalnu ravan duzi X X’. Kompozicija S;Z je
direktna izometrijska transformacija sa tri nekolinerne invarijantne tacke A,
B i X pa predstavlja koincidenciju, tj. SzZ = ¢, odakle je Z = S;. U

Napomena. Ova teorema ima veliki znac¢aj pri dokazivanju mnogih stavova
koji se odnose na izometrije prostora S3.

7.2 Pramen ravni. Snop ravni. Snop pravih
prostora S3

Definicija 7.2.1. Skup X ravni prostora S® predstavlja pramen ravni ako
za tri proizvoljne ravni «, i v skupa X, kompozicija S,S3S, predstavlja
ravansku refleksiju Sg.

Svojstva pramena ravni u prostoru S* potpuno su analogna svojstvima
pramena pravih prostora S2.

Definicija 7.2.2. Pramen ravni u S® nazivamo koaksijalnim ili eliptickim
ako se sve ravni tog pramena seku po jednoj pravoj. Pramen ravni u S nazi-
vamo ortogonalnim ili hiperbolickim ako su sve ravni tog pramena upravne
na jednoj pravoj.

Definicija 7.2.3. Skup ) pravih prostora S3 predstavijla snop pravih ako
su svake dve prave iz tog snopa komplanarne. Ravni odredene parovima
pravih nekog snopa nazivamo ravnima tog snopa pravih. Skup svih ravni
nekog snopa pravih nazivamo snopom ravni.
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U apsolutnoj geometriji razlikujemo dve vrste snopova pravih i dve vrste
snopova ravni.

Definicija 7.2.4. Skup svih pravih koje se seku u istoj tacki prostora S3
predstavlja snop koji nazivamo konkurentnim ili eliptickim snopom pravih
prostora S3. Skup svih pravih upravnih na istu ravan nekog prostora S3
predstavlja snop koji nazivamo ortogonalnim ili hiperbolickim snopom pravih
prostora S3

Pomenutim snopovima pravih odgovaraju snopovi ravni. Stoga u pros-
toru S imamo dve vrste snopova ravni.

7.3 Osna rotacija prostora S3

Definicija 7.3.1. Neka su S, i Sg ravanske refleksije prostora S3 Gije se
osnove « i B seku po nekoj pravoj s i neka je w dvostruki orjentisani ugao
izmedu ravni o i 8. Osnom rotacijom prostora S® oko prave s za ugao w
nazivamo transformaciju R, = SgS,. Prava s je osa rotacije, a orjentisani
ugao w ugao rotacije.

Kako je ravanska refleksija indirektna izometrijska transformacija, osna
rotacija je kao kompozicija dveju ravanskih refleksija direktna izometrija.
Nije tesko ustanoviti da je osnoj rotaciji R, invarijantna svaka tacka prave
s 1 da van prave s ta transformacija nema invarijantnih tacaka. Ako u
osnoj rotaciji Rs ugao w nije opruzen, s je jedina invarijantna prava ove
transformacije dok su invarivarijantne jedino ravni upravne na osi s. Ako
je u osnoj rotaciji ugao w opruzen, tada sem prave s postoji neograni¢eno
mnogo pravih koje su invarijantne i to su prave koje seku pravu s pod
pravim uglom. U tom slu¢aju sem ravni koje su upravne na pravu s postoji
jos neograni¢eno mnogo invarijantnih ravni, to su ravni koje sadrze pravu s.

S obzirom da su u osnoj rotaciji prostora S? invarijantne jedino tacke ose
s, dve osne rotacije prostora S3 mogu biti jednake samo u slu¢aju ako imaju
zajednicku osu. Nije tesko dokazati da je osna rotacija R, jednoznacno
odredena pravom s i uglom rotacije w.

Teorema 7.3.1. Skup Rs koji se sastoji od identicne transformacije i svih
osnih rotacija prostora S3 koje imaju zajednicku osu s predstavlja grupu.

Tu grupu nazivamo grupom osnih rotacija prostora S oko prave s i
obelezavamo je sa G(R). Lako se dokazuje da je grupa G(Rs) Abelova.
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Teorema 7.3.2. (Dalamberova teorema) Svaka direktna izometrijska trans-
formacija I prostora S koja ima jednu invarijantnu tacku O predsravlja
koincidenciju € ili neku osnu rotaciju R, ¢ija osa s sadrzi tacku O.

Dokaz. U slucaju kada je 7T = S§;S; = ¢ dokaz sledi neposredno. Pret-
postavimo da je T # . Tada u S® postoji tacka P takva da je Z(P) = P’ i
P # P'. Neka je m; medijalna ravan duzi PP’. Kompozicija Sy, Z je direk-
tna izometrijska transformacija i ima dve invarijantne tacke O i P, O # P
pa predstavlja neku ravansku refleksiju Sr,. 1z Sy, = Sr,Z sledi Z = Sy, Sr,,
pri ¢emu se ravni my i wo seku po pravoj OP Ako tu pravu obelezimo sa s a
dvostruki orjentisani ugao izmedu ravni m i m2 sa w, bite T = R .. ]

Teorema 7.3.3. (Ojlerova teorema) Kompozicija dveju osnih rotacija pros-
tora S3 kojima se ose seku u nekoj tacki O predstavlja takode osnu rotaciju
kojoj osa sadrzi tacku O.

Primedba. Ojlerova teorema predstavlja specijalan slu¢aj Dalamberove,
medutim Ojleru nije bila poznata Dalamberova teorema.

Teorema 7.3.4. (O transmutaciji osnih rotacija) Ako je R, osna rotacija
prostora S® i T proizvoljna izometrija istog prostora, tada je

z
Rs,w = RI(S),Z(UJ) .

Dokaz se vrsi analogno dokazu odgovarajuce teoreme za centralnu rotaciju
u ravni S2.

Teorema 7.3.5. Dve osne rotacije Rq o @ Ry g prostora S3 su komutativne
ako 1 samo ako se ose tih rotacija poklapaju.

Dokaz sledi neposredno iz prethodne teoreme.

Teorema 7.3.6. Osna rotacija Rs ., = SaSs je ravanska refleksija Sy pros-
tora S3 sa komutativnom kompozicijom SaSs ako i samo ako je prava s
UPravna na ravan .

Osna rotacija prostora S3 omoguéuje da se definisu specifiéne vrste simet-
rija prostora S°.
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7.4 Osna simetrija reda n prostora S3

Definicija 7.4.1. U prostoru S® lik ® raspolaZe osnom simetrijom reda n
ako postoji osna rotacija R ar takva da je R ar (®) = ® pricemujen € Z+
ili je m racionalan broj oblika g gde su p Z'TZ_Z uzajamno prosti. Prava s
predstavlja osu navedene simetrije reda n.

Osobine osne simetrije reda n analogne su osobinama centralne simetrije
ravni S? reda n.

Teorema 7.4.1. Ako prostorni lik ® raspolaZe osnom simetrijom reda n,
n € N in je deljiv celim pozitivnim brojem m, m > 1, tada lik ® raspolaze
1 osmom simetrijom reda m.

Teorema 7.4.2. Osna simetrija reda n lika ® je periodicéna transformacija.
Period k te transformacije odreden je relacijom k = n ili k = p u zavisnosti
od toga da li je n ceo broj ili je oblika p/q, gde su p i q uzajamno prosti
brojevi.

Specijalno za n = 2 osnu simetriju reda dva nazivamo jednostavno osnom
simetrijom prostora S3. Svojstva osne simetrije prostora S? u potpunosti
su analogna svojstvima centralne simetrije ravni S2.

7.5 Translacija prostora S3

Definicija 7.5.1. Neka su S, i §, ravanske refleksije prostora 53 sa os-
novama /4 i ¥ upravnim na pravoj s u tackama M i N i neka je M’ tacka
simetri¢na tacki M u odnosu na ravan v. Translacijom prostora S® po pravoj
s za orjentisanu duz M M’ nazivamo transformaviju Uvivi 85,8, Pravu s
nazivamo osom te translacije.

Navodimo neke od osobina translacije prostora S3. Iz definicije nepos-
redno zaklju¢ujemo da je translacija T Prostora 53 jednoznaéno odredena
tackama M i M’ (slika 7.1). S obzirom na to da je ravanska refleksija indirek-
tna izometrija, translacija je kao kompozicija dveju ravanskih refleksija di-
rektna izometrijska transformacija. Nije tesko ustanoviti da translacija nema
invarijantnih tacaka i da poseduje jednu invarijantnu pravu - osu translacije
s odredenu tackama M i M’. Takode, nije teSko ustanoviti da skup 7
koji se sastoji od identicke transformacije ¢ i svih translacija prostora S sa
zajednickom osom s predstavlja Abelovu grupu.
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Slika 7.1.

Definicija 7.5.2. Grupu koja se sastoji od identicke transformacije i svih
translacija prostora S® sa zajednickom osom s nazivamo grupom translacija
sa osom s i obelezavamo je G(7s).

Teorema 7.5.1. (O transmutacijama translacija) Ako je TS0 translacija
i T bilo koja izometrijska transformacija prostora S® tada je
z _
e = Tzonzornsy
Dokaz se vrsi analogno odgovarajuc¢em dokazu o transmutacijam transla-
cija ravni S2. Nije tesko utvrditi da vaze sledeée teoreme:

Teorema 7.5.2. Translacija vk ravanska refleksija Sy prostora S® su

komutativne ako i samo ako M 1 M' pripadaju ravni .

Teorema 7.5.3. Translacija T 1 osna rotacija R, prostora S3 su ko-
mutativne ako i samo ako tacke M i M’ pripadaju pravoj s.

7.6 Rotaciona refleksija prostora S3

Definicija 7.6.1. Kompoziciju jedne osne rotacije R, i jedne ravanske
refleksije S, prostora S® pri éemu je prava s upravna na ravan m nazivamo
rotacionom refleksijom prostora S® i obelezavamo je sa Rrsw- Ravan m
zovemo osnovom a orijentisani ugao w uglom rotacione refleksije Rr.s ., dok
prese¢nu tacku S prave s sa ravni 7 nazivamo srediStem rotacione refleksije
prostora S3.

Navedimo sada neke osobine rotacione refleksije prostora S3.

Iz definicije neposredno zakljucujemo da su osna rotacija R, i ravan-
ska refleksija Sy koje sacinjavaju rotacionu refleksiju Rr.s . komutativne
transformacije jer je s upravna na .
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Teorema 7.6.1. Rotaciona refleksija prostora S® poseduje jedinstvenu inva-
rijantnu tacku - srediSte rotacione refieksije S.

Teorema 7.6.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija T koja ima
jedinstvenu invarijantnu tacku O u prostoru S predstavlja rotacionu reflek-
siju sa sredistem O.

Dokaz. Kako je Z indirektna izometrijska transformacija prostora S3, a e
direktna izometrijska transformacija tog prostora, bite Z # e. Zbog toga
postoji tacka X prostora S® takva da je Z(X) = X' i X # X’'. Neka je m
medijalna ravan duzi X X’. Kompozicija Sy, Z ima dve invarijantne tacke O
i X. Komporzicija S, Z je direktna izometrijska transformacija prostora S°
te prema Dalamberovoj teoremi predstavlja koincidenciju ili osnu rotaciju
¢ija osa sadrzi tacke O i X.

Kompozicija Sy, Z nije koincidencija jer ako bi bilo Sy, Z = ¢ onda bi bilo
1 = Sy, te bi izometrijska transformacija Z predstavljala ravansku refleksiju
i posedovala sem tacke O jos§ invarijantnih tacaka, Sto je kontradikcija sa
pretpostavkom teoreme.

Prema tome, Sp,Z = R, tj. ako je prava s upravna na m; neposredno
zaklju¢ujemo da je Z rotaciona refleksija. Ako prava s nije upravna na m
tada obelezimo sa w9 ravan koja sadrzi pravu s i upravna je na ravan i,
a sa m3 obelezimo ravan takvu da je Rs, = SpySry. U tom slucaju je
7 = 85,57, ry Pri €emu je ravan mp upravna na m i see je po pravoj si.
Obelezimo sa o1 ravan koja sadrzi pravu s; i upravna je na 73, a sa o9
ravan takvu da je Sy, Sr, = S5, S5, S obzirom da je Sy, Sr, = Ry, 2r bice i
85,85, = R, 2r odakle sledi da prava sq pripada ravni o jer je mNme = 51 i
da je ravan o9 upravna na o jer uglovi rotacije kod jednakih rotacija moraju
biti podjednaki. Prema tome je Z = Sx, Sy, Sny = S S5, Sny. Ravni 09 1 73
su upravne na ravan oi i seku se po nekoj pravoj o koja sadrzi tacku O i
koja je upravna na oy te kompozicija S,,Sr,; predstavlja osnu rotaciju R, g
oko prave o pri ¢emu je 6 dvostruki orjentisani ugao izmedu ravni oo i 3.
Prema tome imamo da je

1= SalRo,G = Ral;oﬁ

¢ime smo dokazali da izometrija Z predstavlja rotacionu refleksiju sa
sredistem O. g

Teorema 7.6.3. (Teorema Sala) Svaka direktna izometrijska transforma-
cija T prostora S® moZe se predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija
tog prostora.
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Dokaz. Ako je Z = ¢, tada zbog involutivnosti osne refleksije za proizvoljnu
pravu p prostora S3 je 7 = SpSp.

Ako je T # ¢ tada postoji tacka X prostora S° takva da je Z(X) =
X', X # X'. Neka je m medijalna ravan duzi XX’. S obzirom na to
da je Z direktna a ravanska refleksija Sr, indirektna izometrija prostora
S3 komporzicija Sy, T je indirektna izometrija prostora S pa predstavlja ili
ravansku refleksiju ili rotacionu refleksiju sa sredistem X.

Neka je kompozicija Sy, Z ravanska refleksija. Oznacimo je sa Sy,. tada
je Spy = SiZ, odakle je T = Sy Sr,. Oznac¢imo sa 7 ravan upravinu na
ravni 71 i M2 a sa m i n prave po kojima ona sece ravni 7 i mo. Tada je

T = 85 Sny = Sp1SxSrSry = SmSh.

Ako komporzicija S;,Z sem tacke X nema drugih invarijantnih tacaka
tada ona predstavlja osno rotacionu refleksiju R, 5w, tj. SmZ = Rrysw
kojoj je srediste tacka X . Obelezimo sa 7y ravan koja sdrzi pravu s i upravna
je na m, a sa w3 ravan takvu da je R, = Sx,Sr,. U tom slucaju bice

1= S7r1 RT(4;S,UJ = S7r1 S7r237r387r4-

Kako je prava s u ravni 73 i upravna je na 74 sledi da je ravan w3 upravna
na ravan m4. Sem toga je ms Ny = n, mp N7y = m i m L w5 odakle sledi
da je

T= (57.-187.-2)(571-35”4) = SmSn,

§to je i trbalo pokazati. O

7.7 Centralna refleksija prostora S*

Osno rotaciona refleksija prostora S® u opstem slu¢aju nije involuciona
transformacija. Ona je involuciona samo u sluc¢aju kada je ugao rotacije
opruzen.

Definicija 7.7.1. Osno rotacionu refleksiju za opruZen ugao zvacemo cen-
tralnom refleksijom prostora S3.

Teorema 7.7.1. Centralna refleksija prostora S® moZe se predstaviti kao
kompozicija tri ravanske refleksije kojima su osnove upravne medusobom u
sredistu te refleksije.
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Dokaz. Zaista. VaZzi Rrsor = SiRsor 1 Rsor = SuS, pri cemu je s

presecna prava ravni pivipu L v. Kako je s L m, to su ravni w, pu i v tri

medusobom upravne ravni. Oznac¢imo sa O presecnu tacku tih triju ravni.

Tada je Rr.s2r = SxSuSy. O
Centralnu refleksiju R .5 2r oznacavacemo Sp.

Teorema 7.7.2. Kompozicija neparnog broja centralnih refleksija prostora
S3 Gija sredista pripadaju nekoj pravoj p predstavlja takode neku centralnu
refleksiju prostora S® &iji je centar na pravoj p.

Dokaz. Neka su O;, i@ = 1,2,...,n sredisSta centralnih refleksija Sp, pri
¢emu tacke O;, 1 = 1,2,...,n pripadaju pravoj p. Neka je najpre n = 3, tj
posmatrajmo izometriju Z = Sp,S50,S0,. Neka su 7y, 7, m3 ravni upravne
na pravoj p redom u tackama O1, Oz i O3. Tada je Sp, = SpSr;, So, =
SpSry 1 So, = SpSy, pri cemu je svaka od tri kompozicije komutativna.
Prema tome imamo

T = 8,8, SpSrsSpSy = SpSnySySa,-

Osnove w1, 79 1 3 upravne su na istoj pravoj p te pripadaju istom pramenu
ravni. Prema tome kompozicija Sy, Sr,Sr, predstavlja neku ravansku reflek-
siju S, €ija osnova 7 pripada istom pramenu ravni, tj. 7 L p. Dakle dobili
smo da je T = §,Sx i p L m. Dakle T predstavlja neku centralnu refleksiju
So gde je O prese¢na tacka prave p i ravni .

Za n > 3 dokaz se izvodi matematickom indukcijom. O

Teorema 7.7.3. Kompozicija parnog broja centralnih refleksija prostora S3
¢ija sredista pripadaju nekoj pravoj p predstavlja translaciju prostora S* duz
prave p.

Teorema 7.7.4. (generalizacija teoreme Hjelmsleva) Sredista duzi koja spa-
jaju odgovarajuce tacke indirekine izometrijske transformacije I prostora S3,
ili se poklapaju ili pripadaju jednoj ravni.

Dokaz. Ako transformacija T prostora S% predstavlja centralnu refleksiju
tog prostora tvrdenje sledi neposredno. Razmotréemo sluc¢aj kada transfor-
macija Z prostora S® ne prdstavlja centralnu refleksiju tog prostora.

Neka je u tom slucaju P proizviljna tacka prostora S% i Z(P) = P'.
Neka je O srediste duzi PP’ (slika 7.2) i X proizvoljna tacka prostora S°
razlicita od tacke P. Neka je jos Z(X) = X' 1 Sp(X') = X”. U tom slucaju
tacka P je invarijanta direktne izometrijske transformacije SpZ. Tada prema
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Slika 7.2.

Dalamberovoj teoremi ona predstavlja neku osnu rotaciju R, pri cemu
osa p sadrzi tacku P. Kako je Rp(X) = X", medijalna ravan o duzi
X X" sadrzi osu p osne rotacije R,,. Oznac¢imo sa Y srediste duzi XX’
Prava OY odredena sredistima stranica X’X” i XX’ trougla AXX'X" je
upravna na medijalnoj ravni ¢. Kako je OY L ¢ i ravan ¢ sadrzi pravu p
to je prava OY upravna na pravu p. Kako su tacka Y i prava p fiksirane
to tatka Y pripada ravni m koja sadrzi tacku O i upravna je na pravoj p.
Ravan 7 sadrzi sredista duzi koja spajaju korespodentne tacke izometrijske
transformacije Z. O

Definicija 7.7.2. Ravan w odredenu sredistima duzi korespodentnih tacaka
indirektne izometrijske transformacije T prostora S® nazivamo osnovom te
izometrijske transformacije.

7.8 Klizajuéa refleksija prostora S3

Definicija 7.8.1. Klizajucom ili translatornom refleksijom QWW nazi-
vamo kompoziciju sastavljenu od translacije vV i ravanske refleksije S;,
pri ¢emu prava M M’ pripada ravni w. Pravu s odredenu tackama M i M’

nazivamo osom a ravan 7 osnovom klizajuce refleksije.

Kompozicija iz definicije je komutativna jer ravan m sadrzi pravu M M’.
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Naveséemo sada neke osobine klizajuée refleksije propstora S3.

Klizajuéa refleksija prostora S3 je u potpunosti odredena osnovom 7 i
osom M M’. Klizajuéa refleksija nema invarijantnih tacaka. Ima samo jednu
invarijantnu pravu osu M M’ i dve invarijantne ravni: osnovu 7 i ravan koja
sadrzi osu M M’ i upravna je na osnovu 7. Klizajuca refleksija je indirektna
izometrijska transformacija.

7.9 Zavojno kretanje prostora S3

Definicija 7.9.1. Zavojnim ili helikoidnim kretanjem ZW , brostora S3

nazivamo kompoziciju sastavljenu od jedne translacije GV i jedne osne

—
rotacije R . Orjentisanu pravu M M’ nazivamo osom a orjentisani ugao

—
MM’ w
w uglom tog zavojnog kretanja. U slucaju da je ugao w opruzen, takvo
zavojno kretanje zovemo zavojnim poluobrtajem.

Neposredno iz definicije sledi da je zavojno kretanje jednozna¢no odre-
deno ako su zadati translaciona duz MM’ i ugao obrtanja w.

Zavojno kretanje je direktna izometrijska transformacija kao kompozicija
dve direktne izometreije. Prema poznatom stavu translacija GV i osna
rotacija R su komutativne transformacije jer se ose osne rotacije i
translacije poklapaju. Zavojno kretanje nema invarijantnih tacaka i ima
samo jednu invarijantnu pravu - osu MM'.

Nije tesko dokazati slede¢u teoremu primenom generalisane teoreme Hjel-
msleva.

Teorema 7.9.1. Ako su data ma kakva dva podudarna i suprotno orjenti-
sana skupa tacaka prostora S°, tada sredine duzi koje spajaju odgovarajuce
tacke u izometrigi koju odreduju ti skupovi tacaka pripadaju jednoj ravni.



Glava 8

Neprekidnost u geometriji

8.1 Dedekindova aksioma neprekidnosti

Grupa aksioma neprekidnosti sastoji se od samo jedne aksiome.

IV.1. (Dedekindova aksioma neprekidnosti) Ako su M i N dva nep-
razna skupa tacaka orjentisane prave p tako da za proizvoljnu tacku P skupa
M i prizvoljnu tacku Q skupa N vaZi da je tacka P ispred tacke Q (P < Q),
tada na pravoj p postoji tacka X takva da za svaku tacku P € M\{X} i
Q € N\{X} vaZi relacija P < X < Q.

Navedena aksioma je dovoljna da se izvede kompletna teorija neprekid-
nosti u apsolutnoj geometriji. Kao posledice Dedekindove aksiome neprekid-
nosti naves¢emo Arhimedov stav za duzi i Kantorovu aksiomu.

Teorema 8.1.1. (Arhimedov stav za duzi) Ako su AB i CD dve duzi
takve da je AB > CD tada postoji prirodan broj n takav da je

nCD < AB < (n+1)CD.
Arhimedov stav za duzi moze se formulisati i na sledeéi naécin:
Neka su AB i CD dve duzi i neka su Ay, Az, As, --- tacke prave AB takve

da je
B(A, A1, As), B(Ai, Az, Az), B(Az, A3, Ay),---

AAL 2 A1Ay 2 AsAs3 > - =2 (CD.
Tada postoji prirodan broj n takav da je ili B = A,, ili B(An, B, Apt1).

143
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji beskonacan
niz duzi AA1 = A1A2 =... y B(A, Al, Ag), B(A17A27A3), B(AQ, Ag, A4),~ T,
koje su sve sadrzane u AB. Na pravoj AB izaberimo takav raspored tacaka
da je A < B. Sve tacke prave AB podelimo na dve klase. Neka prvoj klasi
M pripadaju sve tacke prave AB koje su ispred tacke A,. Neka su u drugoj
N sve ostale tacke prave AB. Tada je svaka tacka prave AB sadrzana u
jednoj i samo jednoj klasi. Klase M i A/ su neprazni skupovi. Zaista, klasi
M pripada tacka A, a klasi N tacka B. Pored toga svaka tacka prve klase
je ispred svake tacke druge klase. Na osnovu Dedekindove aksiome postoji
jedinstvena tacka X prave AB koja vrsi presek prave AB. Tacka X nije
tacka klase M. Takode tacka X je tacka koja je ispred svih tacaka klase N.
Na osnovu aksiome III5 postoji tacka C takva da je

C <X, XC=AA,.

Kako je C < X to tacka C ne moze biti tacka klase N'. Prema tome tacka
C pripada klasi M. Prema definiciji klase M sledi C < A, i C' < A,41.
Prema tome, svaka od tacaka A, i A,y1 je izmedu tacaka X i C, odakle
sledi A, An+1 < CX, §to je u suprotnosti sa XC = A, A, 41 O

Teorema 8.1.2. Ako su a i b proizvoljne duzi takve da je a < b, tada za
proizvoljnu duz ¢ postoje prirodni brojevi m i n takvi da je
m

2nc < b.

a <
Dokaz. Iz Arhimedove teoreme, s obzirom na to da je a < b sledi da postoji
prirodan broj n takav da je ¢ < 2"(b — a), odakle sledi

1

on € <b-—a.
Za duzi 2% i a moze nastupiti jedan od slucajeva:
(i) ore > aili (ii) she < a.
(i) Ako je 2inc>aondajea< 2%c<b—a<b, tj.

1
a < 270 < b,
¢ime je teorema dokazana. U ovom sluc¢aju je m = 1.
(ii) Ako je 2%0 < a, tada na osnovu Arhimedovog stava postoji prirodan
broj m takav da je

1 1
(m — 1)270 <a< Mo €
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Tada je
1 1 1
a<m2—nc:2—n+(m—1)2—nc<b—a+a:b,
tj.
m
a<2—nc<b.
[l

Teorema 8.1.3. (Kantorov stav) Ako beskonacan niz zatvorenih duZi
[AgBo|, [A1B1], [A2, Ba|, ... neke prave p zadovoljava uslove:

(i) svaka duz tog niza sadrzi sledeéu duz,

(ii) ne postoji duz koja je sadriana u svim duzima tog niza;
tada postoji jedinstvena tacka X koja je sadrZana u svim duZima tog niza.

Dokaz. Neka je [AgBy], [A1Bi1], [A2, Ba], ... beskonacan niz duzi prave p,
tako da je [A,+1Bn+1] C [An, By za svaki prirodan broj n i ne postoji duz
koja pripada svim duzima tog niza.

Na pravoj p izaberimo orjentaciju tako da je A, < B,, za svakon € N.
Ukoliko za neko n to nije zadovoljeno oznac¢imo A, sa B, i obrnuto. Tacke
prave p podelimo na dve klase M i N, tako da tacka pripada prvoj klasi M
ako je ispred neke tacke A,, (samim tim ona je i ispred tacaka A, 1, A,io,
--+). Drugoj klasi A/ neka pripadaju sve ostale tacke prave p. Ocigledno je
da je svaka tacka prave p u jednoj i samo jednoj od klasa M i N. Takode
obe klase su neprazne jer je npr., Ay € M a By € N. Tacke klase M su
ispred tacaka klase A/. Dakle svi uslovi Dedekindove aksiome su zadovoljeni.
Prema tome postoji tacka X koja vrsi presek prave p na klase M i N. Znagci
tacka X je iza svih tacaka A1, Ao, -, Ay, - klase M a ispred svih tacaka
By,Bs,-- , By, -+ klase N, tj. tacka X pripada duzi [A,, B,| za svako
n € N.

Dokazimo jo§ jedinstvenost. Neka je Y joS jedna tacka koja pripada
svakoj tacki datog niza. Tada bi i svaka tacka Z duzi XY pripadala svakoj
duzi pomenutog niza, tj. cela duz XY bi pripadala svakoj duzi niza [Ao By,
[A1Bi], [A2, Ba], ..., §to je nemoguce. O

Definicija 8.1.1. Niz duzi [AgBy], [A1B1], [A2, B2, ... neke prave p je
Kantorov niz ako:

(i) svaka duz tog niza sadrzi slede¢u duz,

(ii) ne postoji duz koja je sadrzana u svim duzima datog niza duzi.

Teorema 8.1.4. Ne postoji duZ manja od svake duzi Kantorovog niza.
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Dokaz. Oznacimo sa X jedinstvenu tacku koja je sadrzana u svim duzima
Kantorovog niza duzi [A; B1], [A2, Ba),. .. ,[An, Byl . .. neke prave p. Tada je
B(Ag, X, By), za svako k € N. Mozemo pretpostaviti da su sve tacke Ay sa
jedne a sve tatke By sa druge strane tacke X. kako je AxBr = Ax X UX By i
ApBy D Ag41Bg41 to tacka A4 q pripada duzi Ax1 X a tacka By pripada
duzi X Bgy1. Oznac¢imo sa x proizvoljnu duz prave p. Tada na pravoj p

postoje tatke A i B takve da je tacka X srediste duzi, AB >z, Ay, A = X

i By, B~ X. Kada na duzi AX ne bi bilo ni jedne od tacaka Ay, tada bi
bilo B(Ag, A, X) za svako k € N, odakle sledi da bi duz AX pripadala svim
duzima Kantorovog niza, $to je nemoguée, pa su za dovoljno veliko n sve
tacke Ay, k > n, izmedu tacaka A i X. Analogno, za dovoljno veliko n su
sve tacke By, k > n, izmedu tacaka X i B. To znaci da za dovoljno veliko
n duz AB sadrzi svaku od duzi ApBg, k > n, odakle je A, B, < x. O

Cesto se umesto Dedekindove aksiome uzimaju Arhimedov i Kantorov
stav kao aksiome neprekidnosti. Neka uz prve tri grupe aksioma vaze Arhime-
dov i Kantorov stav.

Dokaz Dedekindove aksiome. S obzirom na ¢injenicu da su M i N
neprazni skupovi, to postoje tacke M7 i Ny koje pripadaju redom skupovima
M i N. Oznacimo sa S; srediste duzi M1N;. Kako je S; tacka prave p
to ona pripada tacno jednom od skupova M i N. Ukoliko tacka S; pri-
pada skupu M, oznacimo je sa Mo, a tacku N; sa No, a ako S pripada
skupu N oznacimo je sa Ny a tacku M; sa Ms. Neka je sada S srediste
duzi MsNy. Primenom pomenutog postupka dobijamo niz zatvorenih duzi
[M1N1], [MaNs),...,[M,Ny],...od kojih svaka sadrzi sledeéu i

1
M1 Ng1 = §Mka'

Dokazimo da ne postoji duz koja je sadrzana u svim duzima konstru-
isanog niza duzi. Ako bi x bila takva duz, onda bi za svako k vazilo
r < MpN,. Medutim po konstrukciji je MpN, = %%MlNl, odakle je
T < 2k#,lMlNl, tj. 2F"lo < MNy, za svako k € N, §to je u suprotnosti
sa Arhimedovim stavom. Dakle, niz [M1N1], [MaNs],.. . ,[M,Ny],...je Kan-
torov, pa postoji jedinstvena tacka X koja pripada svim duzima pomenutog
niza. Iz konstrukcije niza duzi [MpN], k € N, sledi da su sve tacke niza
{ M}, }ren sa jedne strane tacke X, a sve tacke niza { Ni }ren sa druge strane
tacke X. Tacka X pripada samo jednom od skupova M i N.

Ako je M # X proizvoljna tacka skupa M tada ne moze biti B(My, X, M)
jer bi postojala tacka skupa A izmedu dveju tacaka skupa M. Analogno,
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ako je N # X tacka skupa N tada ne moze biti B(N, X, N) jer bi postojala
tacka skupa M koja je izmedu N i X. Dakle, postoji jedinstvena tacka X
koja razdvaja tacke skupova M i N, tj. za svaku tacku P € M\{X} i
Qe NM{X}vazi P< X <Q. O

Stavovi analogni Arhimedovom i Kantorovom stavu mogu se pokazati i
za uglove.

8.2 Posledice aksioma neprekidnosti

Mnoge teoreme koje su naizgled ocigledne ne mogu se dokazati bez
primene aksioma neprekidnosti. Sada ¢emo navesti nekoliko primera takvih
teorema.

Teorema 8.2.1. Ako je dat krug k(O,r) i tacka P unutar kruga k tada
proizvoljna prava I u ravni kruga k koja sadrzi tacku P ima sa krugom k
dve zajednicke tacke.

Dokaz. Mogu nastupiti dva slucaja:

(i) Prava [ sadrzi srediste O kruga k,

(ii) Prava [ ne sadrzi srediste O kruga k.

(i) Neka tcka O pripada pravoj [. Tada postoje tactke X i Y na pravoj I
sa raznih strana tacke O takve da je OX = r i OY = r, pa prava [ ima sa
krugom k(O, ) dve zajednicke tacke X 1 Y.

Slika 8.1.

(ii) Neka sada tacka O ne pripada pravoj [ (slika 8.1). Oznacimo sa Ay
podnozje normale iz tacke O na pravoj [. Tada ¢e biti OAg < OP. Kako je
tacka P unutar kruga k biée OP < r, te jei OAg < r. Odredimo na pravoj [
sa bilo koje strane tacke Ay tacku By takvu da je AgBy = r. U pravouglom
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trouglu AOAgBy hipotenuza OBj je veéa od katete AgBg pa je OBy > r,
tj. tacka Bg je van kruga k. Neka je Cy srediste duzi AgBy. U tom slucaju
za tacku Cy mogu nastupiti tri mogucénosti: OCy Zr, OCy <1 i OCy > 7.

Ako je OCy = r tvrdenje sledi neposredno. Ako je tacka Cjy unutar
kruga k oznacimo sa A; tacku Cy a sa By tacku By. Ako je Cy izvan kruga
k ozna¢imo A; tacku Ag a sa By tacku Cy. U oba slucaja je je OA; < r
i OB1 > r, duz A1 B, je jednaka polovini duzi AygBy i sadrzana je u njoj.
Oznac¢imo sa C srediste duzi A; B1. Za tacku C7 imamo sledeé¢e moguénosti:
OCy = r, 0Cy <rili OCy > r. Ako je OCy = r, onda je C presecna tacka
prave [ i kruga k. Ako je OC] > r obelezimo sa As tacku A; a sa By tacku
C1, a ako je OC1 < r onda ozna¢imo sa As tacku Cy a sa By tacku By. U
oba slucaja je OAs < r, OBy > r, duz AsBs jednaka je polovini duzi A1 B4
i sadrzana je u njoj.

Nastavljajuci taj postupak posle n koraka dobijamo da je

1
OAn <, OBn >, Aan = 27A0B0, [Aan} C [Anlenfl].

Prema tome, dobili smo niz zatvorenih duzi [A4, By] za koji vazi:

(i) svaka duz tog niza sadrzi sledecu,

(ii) ne postoji duz sadrzana u svim duzima tog niza.

Zaista, jer ako bi postojala takva duz d koja bi pripadala svim duzima
tog niza duzi, tada broj n mozemo izabrati tako da duz [A, B,] bude manja
od bilo koje unapred zadate duzi, pa i od duzi d, pa bi veéa duz d bila
sadrzana u manjoj duzi A, B,, $to je nemoguce.

Dakle, zadovoljeni su svi uslovi Kantorovog stava za duzi pa postoji
jedinstvena tacka X koja pripada svim duzima tog niza duzi. Dokazimo da
tacka X pripada krugu k, tj. da je jedna od prese¢nih tacaka prave [ i kruga
k. Dovoljno je da dokazemo da je OX = r. Za duzi OX ir vazi ta¢no jedna
od sledec¢e tri moguénosti:

(i) OX <, (i) OX > ri (i) OX = r.

(i) Neka je OX < r. Tada postoji neka duz € takva da je OX =r—e. Iz
trougla AOX B,, imamo OB,, < OX 4+ X B,,. Tacka X pripada duzi [A,,By],
pa je X B, < A, B,. Broj n mozemo izabrati dovoljno veliki da duz [A4,,B;,]
bude manja od bilo koje unapred zadate duzi €. Tada je XB, < ¢ pa je
OB, <r —¢e+¢e=r. Dakle, dobili smo da tacka B, pripada unutrasnjosti
kruga $to predstavlja kontradikciju. Prema tome nije OX < r.

(ii) Analogno se dokazuje da nije OX > 7.

(iii) Znagi, mora biti OX = r, tj. tacka X pripada krugu k.

Za tacku Y prave [ simetri¢nu tacki X u odnosu na tacku Ag neposredno
se dobija da pripada krugu k. Dakle, prava [ i krug k£ imaju dve zajednicke
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tacke X 1Y. Nije tesko zakljuciti da osim ovih dveju tacaka krug & i prava
[ nemaju drugih zajednickih tacaka. O

Dokaz ove teoreme se ne moze izvesti bez upotrebe aksioma neprekid-
nosti.

Teorema 8.2.2. Ako dva kruga k i k' pripadaju jednoj ravni i ako jedan od
ta dva kruga, npr. k' sadrZi neku tacku A koja se nalazi unutar kruga k i
neku tacku B van kruga k, tada krugovi k i k' imaju dve zajednicke tacke.

Slika 8.2.

Dokaz. Neka su O i O’ (slika 8.2) sredista a 7 i ' polupreénici redom kru-
gova k 1 k’. Oznac¢imo sa s medijatrisu jednog od uglova £ AO’B. Poluprava
s ima sa krugom &’ jednu zajednicku tacku, oznacimo je sa C. Pri tome je
ili OC 2 rili OC < rili OC > r. Ako je OC = r tada je tacka C jedna
zajednicka tacka krugova k i k’. Ako je OC < r obelezimo sa A; tacku C' a
sa Bi tacku B. Ako je pak OC > r obelezimo sa A; tacku A a sa By tatku
C. U oba slucaja je OA; <r,OB; >r i £A10'B; = %AAO’B.

Konstruisimo medijatrisu ugla £ A10’B; i oznacimo sa C; zajednicku
tacku medijatrise s1 i kruga k’. Za tacku Cy postoje tri moguénosti: OC7 =
r, OC1 < rili OCy > r. Ako je OCy = r tada je tacka C; zajednicka tacka
krugova k i k'. Ako je OCy < r oznacimo sa As tacku C; a sa By tacku
By, a ako je pak OCy > r onda ozna¢imo sa As tacku A; a sa By tacku Cf.
Tada je u oba slucaja OAs < r, OBy > 11 £A30'By = 2%KAO’B.

Nastavljajudi taj postupak dobijamo tacke A,, i B, takve da je OA,, < r,
OB, >ri£A,0'B, = Z%AAO’B. Na taj nacin je dobijen neogranic¢en niz
zatvorenih uglova [{ AO'B], [{A10'B1], [£A20'Bs], ... koji zadovoljavaju
sledece uslove:

(i) svaki ugao iz tog niza sadrzi sledeéi,
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(ii) ne postoji ugao sadrzan u svim uglovima tog niza.

Tada, prema Kantorovom stavu za uglove sledi da postoji jedinstvena
poluprava s’ sadrzana u svim uglovima tog niza. Oznac¢imo sa X tacku te
poluprave takvu da je O’X = ¢/, odnosno tacku u kojoj poluprava s’ sece
krug k’. Dokazimo da tacka X pripada i krugu k. U tom slucaju za tacku
X mogu nastupiti tri moguénosti: (i) OX = r, (ii) OX < rili (iii)) OX > r.

(i) Neka je OX < r. U tom slu¢aju postoji neka duz e takva da je
OX =r —e. Utrouglu AOXB, je OB, < OX + XB,,. Broj n mozemo
izabrati tako da tetiva A,B, bude manja od bilo koje unapred zadate duzi
e. Kako je tactka X unutrasnja tacka duzi A,, B,] to je XB,, < A,B, pa
je XB, < e. Prema tome imamo da je OB, < r—c+¢e =1, pa je B,
unutrasnja tacka kruga k sto je u kontradikciji sa konstrukcijom niza tacaka
By, By, Bs, ... Dakle nije OX < r.

(ii) Na potpuno isti nac¢in i pretpostavka OX > r dovodi do kontradik-
cije.

(iii) Prema tome mora biti OX 2 r, tj. tacka X pripada krugu k.

Razmatranjem drugog ugla £ AO’ B analognim postupkom dobijamo dru-
gu presecnu tacku Y krugova ki k' O

Teorema 8.2.3. Ako je u ravni dat krug k(O,r) i tacka P van tog kruga,
tada kroz tacku P postoje dve i samo dve prave koje dodiruju krug k(O,r).

Slika 8.3.

Dokaz. Tacka P je van kruga k(O,r) pa je OP > r. Stoga na polupravoj
OP postoji tacka @ (slika 8.3) takva da je OQ = r. Tacka @ pripada krugu
k. Neka je q prava upravna na pravu OP u tacki Q. Neka je k' krug sa
sredistem u tacki O i polupreénikom OP. Kako je OQ < OP tatka @ ¢e
biti unutar kruga k’. Prava ¢ sadrzi unutrasnju tacku @) kruga k' te prava
q i krug k¥’ imaju dve zajednicke tacke M i N. Poluprave OM i ON seku
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krug k(O,r) u dvema tackama A i B. Kako su A i P dve razne tacke one
odreduju ta¢no jednu pravu a. Sli¢no tacke B i P odreduju ta¢no jednu
pravu b. Dokazatemo da prave a i b imaju sa krugom k£ samo po jednu
zajednicku tacku. Dovoljno je da ustanovimo da je L{OAP = {OBP = R.
Kako je AOAP = AOQM i LOQM prav bice LOAP prav. Odatle sledi da
je prava a tangenta kruga k. Analogno se pokazuje da je i prava b tangenta
kruga k u tacki B. Prema tome postoje dve prave koje sadrze tacku P i
dodiruju krug k(O, r). Da osim ovih dveju pravih nema drugih tangenti kroz
tacku P na krug k dokazuje se indirektnim putem. O

Mozemo primetiti da ovaj stav ima uopstenje u prostoru S® u kome
krugu k(O, r) odgovara sfera S(O,r), tacki P prava p a pravama a i b ravni

aip.

8.3 Merenje duzi

U apsolutnoj geometriji moguce je razviti proces merenja duzi i uglova.
Medutim merenje povr§i i zapremina nije moguée s obzirom na odsustvo
pojma paralelnosti, odnosno odgovarajuée aksiome.

Definicija 8.3.1. Sistemom merenja duzi nazivamo funkciju £ koja svakoj
duzi a korespondira realan broj £(a) tako da vazi:

(1) Za svaku duz a je L(a) > 0, (Uslov nenegativnosti)

(2) Postoji duz ag takva da je L(ap) = 1 (Uslov normiranosti)

(3) Ako je a = b tada je L(a) = L(b) (Uslov invarijantnosti)

(4) Ako je a + b = c tada je L(a) + L(b) = L(c). (Uslov aditivnosti).

Broj £L(a) koji je u sistemu £ merenja duzi korespondiran duzi a nazivamo
merom ili duzinom duzi a u sistemu merenja £. Duz ag za koju je L(ag) = 1
nazivamo jedini¢nom duzi u sistemu merenja L.

Navedena definicija predstavlja aksiomatsku definiciju merenja duzi.

Teorema 8.3.1. Neka je L sistem merenja duZi. Tada je funkcija L' sistem
merenja duZi ako i samo ako postoji broj k € RT, takav da vazi L' = kL.

Teorema 8.3.2. U sistemu L merenja duZi za svake dve duzi a i b vazi:
(a) L(a) < L(b) < a < b,

(b) L(a) = L(b) = a =1,

(c) L(a—b) = L(a) — L(b) za a>b.

Dokaz. (a) Neka je a < bineka je O pocetna tacka poluprave p. Oznaimo
sa Ai B tacke poluprave p takve daje OA = ai OB = b. Tada je B(O, A, B),
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tj. OB =2 OA + AB. Odavde prema uslovu (4) iz definicije sledi £L(OB) =
L(OA) + L(AB). To znadi da je LIOA) < L(OB), tj. L(a) = L(D).

Obratno, ako je L(a) = L(b), tada na polupravoj p sa poc¢etkom u tacki
O postoje tacke A i B takve da je OA = a, OB 2 b i B(O, A, B), odakle
sledi da je OA < OB, tj. a <b.

(b) Neka je L£(a) = L(b) i a # b. Tada je prema dokazanom delu pod (a)
L(a) # L(b), sto je nemoguce.

(c) Na polupravoj p sa pocetkom u tacki O uo¢imo tacke A i B takve da
je OA = ai OB = b. S obzirom na to da je a > b vazi B(O, B, A), tj.
OA = OB + BA. Odavde sledi na osnovu uslova aditivnosti £L(OA) =
L(OB)+ L(BA), tj. L(a) = L(b) + L(a —b), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Teorema 8.3.3. Ako je ag bilo koja duz, tada postoji jedan i samo jedan
sistem Lo merenja duZi takav da je Lo(ap) = 1.

Dokaz. Neka su na izvesnoj pravoj [ zadate dve duzi ag = AgBg i a = AB,
pri ¢emu je duz AB < AyBy. Duz AgBy podelimo na 2* podudarnih duzi.
Neka je ApBy bilo koja od njih. Na pravoj | konstruisimo sistem tacaka
takvih da svake dve uzastopne tacke tog sistema odredujuduz podudarnu
sa duzi ApBj i da same tacke Ay, Bj pripadaju tom sistemu. Jasno je
da tacke Ag i By kao i sve deobene tacke duzi AgBy pripadaju tom sis-
temu. Saglasimo se da dobijeni sistem tacaka nazovemo k-tom gradijacijom
ili gradijacijom ranga ku odnosu na duz AgBp i tu gradijaciju obelezimo
sa Nj. Gradijacijom N razloZena je prava [ na neograni¢eno mnogo duzi
podudarnih sa Ay By. Obelezimo sa ny ukupan broj duzi gradijacije Ng koje
pripadaju duzi AB a sa nj, ukupan broj duzi gradijacije Nj koje sa duzi AB
imaju zajednickih unutrasnjih tacaka. Ako broju k& dajemo redom vrednosti
0,1,2,... dobijamo dva niza brojeva

ny N2 N3

M0, 5 920 930 (*)
/ / /

;M Ny Mg

no, ?, ?7 ?’ (**)

Pri tome je ng1 > 2ny i nj, < 2nj pa je

< <5535

SIS

np>-L>2> 3>
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Prema tome niz (*) je neopadajuéi a niz (**) ne rastuéi. Osim toga iz
ni < ny, sledi
/ /
oF Sk =0 1ok T ok
pa je niz (*) ograni¢en sa gornje a niz (**) sa donje strane, te oba niza
konvergiraju kad k — +o0.
Neka je

< no,

lim oE=n i lim Sp=n-
k——+o0o 2 k——+oo 2

S obzirom na to da je nj — ny < 2 bice
n, —n 2 n, —n
k k . . k k
£ > < — paje lim X——=0
ok = ok PRI T ok
i prema tome n = n’. Saglasimo se da zajednicku grani¢nu vrednost nizova
(*) 1 (**) obelezimo sa L(a). U tom slucaju je
/
. ng . ny
Lo(a) = lim — = lim — =n.
0( ) k—4o0 2k k—4o0 2k
Na taj nac¢in svakoj duzi a koja pripada pravoj [ korespondiran je izvestan
broj Lo(a) odreden u odnosu na duz ag. Moze se lako pokazati da funkcija
Ly predstavlja sistem merenja duzi, tj. da funkcija £y konstruisana na ovaj
nacin zadovoljava uslove aksiomatske definicije merenja duzi. O
Na osnovu izlozenog mozemo ustanoviti da je prostor S% metricki. Meru
duzi AB zovemo rastojanjem izmedu tacaka A1 B. Ako jos pretpostavimo da
je mera nula duzi jednaka nuli, onda u apsolutnom prostoru imamo metriku.
Oznac¢imo sa

dr(A, B)

rastojanje izmedu tacaka A i B. Tada vazi
(i) de(A, B) = 0 ako i samo ako se tacke A i B poklapaju,
(ii) de(A, B) = dg(B, A),
(i) de(A, B) + de(B,C) > de(A,C).
Neposredno se utvrduje da sve tri osobine metrike vaze.
Takode nije tesko pokazati da vaze sledec¢a tvrdenja

Teorema 8.3.4. Za tri date tacke A, B i C je B(A, B,C) ako i samo ako
su A, B i C tri razne tacke takve da je dp(A, B) + dg(B,C) = dg(A, C).

Teorema 8.3.5. Za cetiri tacke A, B, C i D je (A, B) = (C, D) ako i samo
ako je dg(A,B) = de(C, D).
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8.4 Merenje uglova

U apsolutnoj geometriji potpuno analogno pojmu mere duzi uvodi se
pojam mere uglova.

Definicija 8.4.1. Sistemom merenja uglova nazivamo funkciju £ koja svakom
uglu a korespondira realan broj £(«) tako da vazi:

(1) Za svaki ugao « je L(«) > 0, (Uslov nenegativnosti)

(2) Postoji ugao ag takav da je L(cp) = 1 (Uslov normiranosti)

(3) Ako je a = (5 tada je L(a) = L() (Uslov invarijantnosti)

(4) Ako je a + 8 =~ tada je L(a) + L(5) = L(7y). (Uslov aditivnosti).

Broj L(«) koji je u sistemu £ merenja duzi korespondiran uglu « nazi-
vamo merom ili veli¢inom ugla « u sistemu merenja £. Ugao «qg za koji je
L(ap) = 1 nazivamo jedini¢nim uglom u sistemu merenja L.

Navedena definicija predstavlja aksiomatsku definiciju merenja uglova.

Teorema 8.4.1. Neka je L sistem merenja uglova. Tada je funkcija L'
sistem merenja uglova ako i samo ako postoji broj k € RT, takav da vazi

L =kL.

Teorema 8.4.2. U sistemu L merenja uglova za svake dva ugla o i B vazi:
(a) L(a) < L(B) & a < B,

(b) £(a) = £(8) = a = B,

() L(a - B) = L(a) — L(B) za a > B.

Od svih sistema merenja uglova uglova za nas je najinteresantniji onaj
koji pravom uglu dodeljuje broj 7/2. Takav sistem merenja uglova nazivamo
it prirodnim sistemom merenja uglova.

Do sada izlozZene cetiri grupe aksioma u celini ¢ine sistem aksioma ap-
solutne geometrije. Dalje razgranavanje geometrije na Euklidsku i hiper-
bolicku koju nazivamo geometrijom Lobacevskog vr§imo uvodenjem aksiome
paralelnosti. U pogledu specifiécnosti apsolutna geometrija je okarakterisana
vezano$éu translacije za bazisnu pravu, odnosno odsustvom moguénosti me-
renja povrsine i zapremine koja iz toga proistice, dok ¢e ovi pojmovi biti
dalje razvijani pojedina¢no nakon uvodenja aksiome paralelnosti. Pri tome
sve teoreme izvedene u apsolutnoj geometriji kao posledica samo ¢etiri grupe
aksioma bivaju ocuvane i u Euklidskoj geometriji i u geometriji Lobacevskog,
odnosno dopunjene jac¢im tvrdenjima koja proisticu kao posledica uvodenja
aksiome paralelnosti.



Glava 9

Ekvivalenti petog Euklidovog
postulata

9.1 Plejferova aksioma paralelnosti

Aksioma paralelnosti je bila poznata kao stav jos u Antickim vremenima
kod Grka. Medutim Euklidova originalna formulacija unekoliko se razlikuje
od Plejferove aksiome paralelnosti koja u stvari predstavlja ekvivalent petog
Euklidovog postulata.

Peti Euklidov postulat. Ako dve prave a i b u preseku sa trecom pravom
c grade suprotne uglove ¢iji je zbir razli¢it od zbira dva prava ugla, onda se
prave a 1 b seku i to sa one strane secice sa koje je taj zbir mangi od zbira
dva prava ugla.

Pokusaji dokazivanja petog Euklidovog postulata doveli su do niza tvr-
denja ekvivalentnih petom Euklidovom postulatu. Jedno od takvih tvr-
denja je
Plejferova aksioma paralelnosti. Ako je p proizvoljna pravae i A tacka
van nje tada u ravni w(p, A) postoji jedinstvena prava a koja sadrzi tacku A
1 nema zajednickih tacaka sa pravom p.

155
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9.2 Lezandrove teoreme

Teoreme u ovom poglavlju odnose se na zbirove unutrasnjih uglova
trougla i n-tougla u Apsolutnoj geometriji (bez aksiome paralelnosti).

Teorema 9.2.1. Za svaki trougao A postoji trougao A1 takav da su zbirovi
unutrasnjih uglova trouglova A i A1 jednaki medusobom a jedan unutrasnji
ugao trougla Ay je bar dva puta manji od jednog unutrasnjeg ugla trougla A.

Dokaz. Oznac¢imo sa A, B, C temena trugla A ali tako da LACB < {BAC.
Oznac¢imo dalje sa D sredinu stranice AC' a sa E tacku simetri¢nu tacki B
u odnosu na tacku D (slika 9.1). Tada je AEBC trazeni trougao A;.

Slika 9.1.

Oznacimo sa o(ABC) zbir unutrasnjih uglova trougla AABC. Iz po-
dudarnosti trouglova AABD i ACED sledi 6(ABD) = o(CED). Me-
dutim, LCED jednak je uglu {ABD), pa je bar jedan od uglova {ABD i
£DBC bar dva puta manji od LABC. Tada je {DBC 4+ £ADEC = LABC
i {BCE = {BCA+ £CAB pa je

o(A) = LABC + {BCA + LCAB
— ADBC + {DEC + {BCA+ {ECA
= o(EBC) = (Aq)

Iz LACB < LBAC sledi CE = AB < BC a odavde LCBE < ABEC.
Neposredno dobijamo 24 EBC < {EBC + £BEC = {ABC, pa je A1 =
AEBC trazeni trougao. a

Teorema 9.2.2. (Prva Lezandrova teorema) U apsolutnoj geometriji zbir
unutrasnjih uglova proizvolynog trougla nije veci od zbira dva prava ugla.
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Pretpostavimo da postoji trougao A takav da mu je zbir unutrsnjih uglova
veéi od zbira dva prava ugla. Oznac¢imo sa R prav ugao. To znaCi da
o(A) > 2R, tj. 0(A) = 2R + ¢ pri ¢emu je € > 0. Prema prethodnoj
teoremi sledi da postoji trougao A; takav da je o(A) = o(A1) a jedan
unutrasnji ugao trougla Ay bar dva puta manji od jednog unutragnjeg ugla
trougla A. Oznac¢imo te uglove redom sa <1 i . Tada je

Q.

N |

ap <

Na isti na¢in postoji Ay takav da je o(A1) = o(Asg), a jedan unutrasnji
ugao, oznacimo ga sa aso trougla Ay bar dva puta manji od ugla a; trugla
Aq. Tada je

g < §a1 < ?a.

Nastavljajuéi ovaj postupak dobijamo niz trouglova A, Ay, Ay ... A, ... 1

niz uglova o, a1, a2 ... @, ... pri ¢emu je
o(A)=0(A1)=0(A2)=...=0(A,)...
i
1
o, < Q—Ha
Znaci, dobili smo o(A) = o(A,) i ap < 3-a za Vn € N. Pri tome broj

n mozemo izabrati tako veliki da ugao «;, bude manji od bilo kog unapred
zadatog ugla pa i od . Ako je ay, < € zbir ostala dva ugla trougla A, je

veéi od 2R, a to je nemoguce. Prema tome ne postoji trougao ¢iji je zbir
unutrasnjih uglova veéi od zbira dva prava ugla. O

Definicija 9.2.1. Neka je 0(ABC) zbir unutrasnjih uglova trougla AABC
i R prav ugao. Razliku

d(ABC) =2R — o(ABC)
nazivamo defektom trougla AABC.

Ocigledno je 6(ABC) > 0.

Lema 1. Ako je zbir unutrasnjih uglova nekog trougla jednak zbiru dva
prava ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova svakog trougla, koji je od prvog
odsecen nekom pravom takode jednak zbiru dva prava ugla.
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A
P
B D\ C
Slika 9.2.

Dokaz. Za preseénu pravu p mogu nastupiti dva slucaja:

(i) da sadrzi jedno teme trougla i (ii) ne sadrzi ni jedno teme trougla.

(i) Neka prava p sadrzi teme A trougla AABC (slika 9.2). Oznac¢imo sa D
prese¢nu tacku prave p sa stranicom BC. Tada je 0(AABC) = 0(AABD)+
0(AACD) — 2R i 0(ABC) = 2R pa je 6(AABD) + c(AACD) = 4R. S
druge strane zbir unutrasnjih uglova u trouglu ne moze biti veéi od zbira
dva prava ugla pa je 0o(AABD) =2R i c(AACD) = 2R

(ii) Neka prava p ne sadrzi ni jedno teme trougla AABC (slika 9.3).
Oznacimo sa E i F prese¢ne tacke prave p redom sa stranicama AB i BC
trougla AABC. Zbir unutradnjih uglova trougla AABC jednak je zbiru dva
prava ugla pa je prema dokazanom delu (i) zbir unutrasnjih uglova trougla

AABF, a samim tim i trougla ABEF jednak zbiru dva prava ugla. a
A
p
E
B “EN C
Slika 9.3.

Lema 2. Ako je zbir unutrasnjih uglova nekog pravouglog trougla jednak
zbiru dva pravae ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova pravouglog trougla koji
se od prvog dobija udvostrucavanjem jedne katete, takode jednak zbiru dva
prava ugla.
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A B1 Q

C B D

Slika 9.4.

Dokaz. Neka je zbir unutrsnjih uglova trougla AABC, sa pravim uglom kod
temena C, jednak zbiru dva prava ugla (slika 9.4.). U tacki A konstruisimo
polupravu A@) upravnu na pravoj AC' sa one strane prave AC sa koje je
tacka B. Na polupravoj AQ) uoc¢imo tacku By takvu da je AB; = CB. Neka
je jos D tacka poluprave C'B takva da je BD = BC i B(C, B, D). Kako
je 0(AABC) =2R 1 £C = R sledi LCAB + LCBA = R. S druge strane
je KCAB + £BAB1 = R pa je £CBA = £BAB;. Za trouglove AABC
i AABBy imamo AB = AB, BC = ABy i ACBA = £BAB; pa su oni
podudarni. Iz njihove podudarnosti sledi £ AB1B = £C = R, {CAB =
£B1BA. Sada je AB1BC = {B1BA+ {ABC = LCAB + £ABC = R,
tj. B1B 1L CD. Sada su trouglovi AABB; i AB1DB podudarni jer je
KABlB = KDBBl = R, BB1 = BB1 i AB1 = DBl Iz njihove podu—
darnosti sledi AB = B1D i £BAB; = £B1DB. Sada trouglovi AABD i
A D Bj A imaju sve odgovarajucée stranice podudarne pa su podudarni prema
treéem stavu o podudarnosti trouglova, odakle sledi { BDA = £ B1AD. Zbir
unutrasnjih uglova trougla AACD je

o(AACD) = LACD + LCDA + LDAC
= R+ £B1AD + {DAC = R+ £BAC = 2R

tj. o(AACD) = 2R. g
Lema 3. Ako je zbir unutrasnjih uglova jednog pravouglog trougla jed-
nak zbiru dva prava ugla, tada je zbir unutrasnjih uglova svakog pravouglog
trougla jednak zbiru dva prava ugla.

Dokaz. Neka je AABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C
¢iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla i neka je AA’B'C’
proizvoljan pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C’.

(i) Ako su obe katete trougla AABC' vece ili jednake od odgovarajuéih

kateta trougla AA’'B’C’ tada na duzima CB i C'A postoje tacke By i A;
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A
A
C [
C B B C B’

Slika 9.5.

takve da je CB; = C'A" i CA; = C'A’ (slika 9.5). Pravougli trougao
AA;B;C nastao je odsecanjem od pravouglog trougla AABC ¢iji je zbir
unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla pa je prema Lemi 1. zbir
unutrasnjih uglova trougla AA;BC jednak zbiru dva prava ugla. 1z podu-
darnosti trouglova AA;B1C i AA'B'C’ sledi da je zbir unutrasnjih uglova
trougla A’ B’C’ jednak zbiru dva prava ugla.

(ii) Ako je kateta C'A manja od katete C'A’ onda na polupravoj C' A
odredimo niz tacaka Ay, As, ..., A,, ... takav da je B(Ay, Ag, ..., Ap,...) 1
CAX AA;, AAL = Ay Asg,. .. (slika 9.6). Tada postoji prirodan broj k takav
da je CA < C'A" < CAgyq. Pri tome je prema Lemi 2. zbir unitrasnjih
uglova u svakom od trouglova AA,, BC' jednak 2R.

Ak+1 x
Al
A
B B B+1 C B
Slika 9.6.

Ako je kateta C'B manja od katete C’B’ na polupravoj C'B uo¢imo niz
tacaka Bi,Ba, ..., By,... takav da je B(B1,Ba,...,By,...) 1 CB = BB,
BBy = B1Bs,... Tada postoji prirodan broj [ takav da je CB; < C'A’ <
CBjy1. Pri tome je prema Lemi 2. zbir unitrasnjih uglova u svakom od
trouglova AB,, BC,, jednak 2R. Dakle, zbir unutrasnjih uglova u trouglu
AAgi1Bi1C jednak je 2R, pri ¢cemu je CAp 1 > C'A' 1 CB;1 > C'B’ pa



9.2. Lezandrove teoreme 161

je prema dokazanom delu pod (i) zbir unutrasnjih uglova trougla AA’B’C’
jednak zbiru dva prava ugla.

Teorema 9.2.3. (Druga Lezandrova teorema) Ako je u jednom trouglu
AABC zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla tada je u svakom
drugom trouglu AA'B'C’" zbir unutrasnjih uglova takode jednak zbiru dva
prava ugla.

Dokaz. Kod trouglova AABC i AA’B’C’ bar po jedna visina ima podnozje
na naspramnoj stranici (slika 9.7). Neka su to podnozja D i D' redom iz
tacaka A1 A’. Kako je kod AABC zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva
prava ugla, to visina AD razlaze taj trougao na trouglove AABD i AACD
takve da su im zbirovi unutrasnjih uglova jednaki po 2R (Lema 1).

A

B D C B ' D’ C
Slika 9.7.

Trougao AABD je pravougli i zbir unutrasnjih uglova mu je jednak 2R
odakle sledi prema Lemi 2. da su zbirovi unutrasnjih uglova pravouglih
trouglova AA'B'D’ i AA'C'D’ jednaki po 2R pa je i zbir unutrasnjih uglova
trougla A’B’C’ jednak zbiru dva prava ugla. O

Teorema 9.2.4. Postoji trougao kome je zbir unutrasnjih uglova jednak
zbiru dva prava ugla, ako i samo ako svaka prava upravna na jedan krak
bilo kojeg ostrog ugla sece drugi krak tog ugla.

Dokaz. Neka je £pOgq proizvoljan ostar ugao i neka je P € p proizvoljna
tacka. Oznacimo sa () podnozje upravne iz tacke P na polupravu ¢ (slika
9.8). Neka je R proizvoljna tacka poluprave ¢ i n upravna na g u tacki R.
Ako vazi B(O, R, Q) onda na osnovu Pasove aksiome direktno sledi da
prava n seCe i polupravu p. Neka je B(O,Q,R) i Py, Qn, n = 1,2,---
takve da je B(O, P, Py, Ps,--- ,P,), B(O,Q,Q1,Q2,--- ,Qy), OP, =2"OP
i 0Q, =2"0Q. Ako postoji trougao kod koga je suma unutrasnjih uglova
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Pn_ P

Slika 9.8.

jednaka zbiru dva prava ugla, onda je zbir unutrasnjih uglova svakog trougla
jednak zbiru dva prava ugla (druga Lezandrova teorema). Dakle, zbir unut-
rasnjih uglova trougla AOP,Q,, jednak je zbiru dva prava ugla. Oznac¢imo
sa S tacku prave s upravne na PQ u tacki P takvu da je PS = OQ.
Tada je
AOPQ 2 APPS 2 APQ1S =2 APQ1Q,

pa je LPQ1Q = APOQ i APQ1P = LOPQ a kako je jos LPOQ +
£LOPQ = R, to je £L0Q1 P, prav. Rasudujuéi na isti na¢in zaklju¢ujemo da
je AOP,Q,, pravougli trougao sa pravim uglom kod temena @,,. Na osnovu
Arhimedove aksiome tacku @, mozemo izabrati tako da je B(O,R, Q).
Sada prava n na osnovu PaSovog stava mora seéi jos jednu stranicu trougla
AOP,Q, u unutrasnjoj tacki. Ukoliko bi n sekla stranicu P,Q, u un-
utrasnjoj tacki, dobili bi smo trougao sa dva prava ugla, Sto je nemoguce.
Prema tome n mora se¢i duz OF,, tj. polupravu p, ¢ime je dokaz zavrSen.

Q,,

Slika 9.9.
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Obratno, neka svaka prava ¢, upravna u tacki @, na krak ¢ sece krak p
ostrog ugla £pOq u tacki P, (slika 9.9). Tada za defekt trougla AOP,Q,
vazi

5(OPnQn) = 5(0Pn71Qn71) + 5(Pnlen71Qn + 5(Pn71PnQn)7

tj.
6<OPnQn) Z 25(Opn—lQn—1)-

Nastavljajuci taj postupak posle n koraka dobijamo
5(OP,Qn) > 25(0PQ).

Ako bi bilo 6(OPQ) > 0, broj n mozemo izabrati dovoljno veliki da 2"6(OPQ)
bude veée od bilo kog unapred zadatog ugla, pa i od 2R. Tada bi bilo

S(OP,Qn) > 2R
a to je nemoguce. Dakle, mora biti 6(OPQ) = 0, tj. c(OPQ) = 2R. O

Teorema 9.2.5. (Treca Lezandrova teorema) Postoji trougao A kome je
zbir o(A) unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla ako i samo ako u
ravni ™ odredenoj pravom p i tackom A van nje postoji samo jedna prava a
koja sadrzi tacku A i me sece pravu p.

Dokaz. Oznac¢imo sa B podnozje normale iz tacke A na pravu p, a sa a
pravu koja je upravna na AB u tacki A (slika 9.10.). Pretpostavimo da
postoji trougao ¢iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru dva prava ugla i
dokazimo da je prava a jedina koja prolazi kroz tacku A i nema zajednickih
tacaka sa pravom p. Neka je b jos jedna prava u ravni m koja sadrzi tacku
A 1 nema zajednickih tacaka sa pravom sa pravom p. Neka je b’ ona od
polupravih prave b sa pocetkom u tacki A koja sa polupravom BA gradi
oStar ugao. Prava p je upravna na krak BA oStrog ugla, pa na osnovu
teoreme 9.2.4. ona sece drugi krak v/, dakle i pravu b.

Obratno, neka je u ravni 7w data prava p, tacka A van nje i prava a koja
sadrzi tacku A i nema zajednickih tacaka sa pravom p. Neka je prava a
jedinstvena sa tom osobinom. Pokazad¢emo da postoji trougao ¢iji je zbir
unutranjih uglova jednak zbiru dva prava ugla. Obelezimo sa B podnozje
upravne iz tacke A na pravu p (slika 9.10.). Neka je C proizvoljna tacka prave
p razlicita od tacke B i A’ tacka prave a sa iste strane prave AB sa koje je
i tacka C. Tada je zbir s(ABC) unutrasnjih uglova trougla AABC jednak
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A A Al
a b 9
& B L B C D
Slika 9.10.

2R. Dokazimo to. Na osnovu prve Lezandrove teoreme vazi s(ABC) < 2R,
paje LACB < LCAA’. Ako bi bilo {ACB < £C AA’ onda bi unutar ugla
£LCAA’ postojala poluprava b’ koja sa AC gradi ugao 8 podudaran uglu
£LACB. Ugao £LACB je ostar odakle sledi da je i § ostar, tj. poluprava
b na osnovu teoreme 9.2.4. seCe pravu p u tacki D. Tada bi u trouglu
AACD spoljasnji ugao kod temena C bio jednak unutrasnem nesusednom
uglu £LC'AD, sto je nemoguée. Prema tome mora biti zbir unutrasnjih uglova

u AABC jednak 2R. O

9.3 Ekvivalenti Plejferove aksiome paralelnosti

Teorema 9.3.1. Twvrdenje: ”Zbir unutrasnjih uglova proizvojnog trougla
jednak je zbiru dva prava ugla”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi par-
alelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz druge i tre¢e Lezandrove teoreme. O

Teorema 9.3.2. Twrdenje: ”Zbir o unutrasnjih uglova prostog ravnog n-
tougla jednak je o = 2(n — 2)R, pri cemu je R prav ugao”, ekvivalentno je
Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Direktno sledi iz prethodne teoreme. O

Posledica. Twvrdenje ”Zbir spoljasnjih uglova kod svih temena konveksnog
prostog ravnog n- tougla jednak je 4R” ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi
paralelnosti.

Definicija 9.3.1. Cetvorougao ABCD je Sakerijevako vazi {A = B =R
i AD = BC. Stranica AB je osnovica, C'D protivosnovica a AD i BC su
visine Sakerijevog Cetvorougla.
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U Euklidskoj geometriji Sakerijev ¢etvorougao je pravougaonik.

Teorema 9.3.3. U apsolutnoj geometriji uglovi nalegli na protivosnovici
Sakerijevog cetvorougla su jednaksi.

Definicija 9.3.2. Srednja linija Sakerijevog Cetvorougla je duz koja spaja
srediSta osnovice i protivosnovice.

Teorema 9.3.4. U apsolutnoj geometriji srednja linija Sakerijevog éetvoro-
ugla je zajednicka mormala osnovice i protivosnovice.

Teorema 9.3.5. Twrdenje: ”Uglovi na protivosnovici Sakerijevog éetvoro-
ugla su pravi” ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Definicija 9.3.3. Cetvorougao sa tri prava ugla u apsolutnoj geometriji
naziva se Lambertov.

Teorema 9.3.6. Twrdenje: ”Svi uglovi Lambertovog ¢etvorougla su pravi”,
ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Teorema 9.3.7. Twvrdenje: ”Svaka prava u ravni ostrog ugla koja je up-
ravna na jedan krak ostrog ugla sece drugi krak”, ekvivalentno je Plejferovoj
aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Sledi direktno iz teoreme 9.2.4. i treé¢e Lezandrove teoreme. O

Teorema 9.3.8. Twrdenje: ”“Kroz makoje tri nekolinearne tacke prolazi
krug”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka su A, B i C' tri
nekolinearne tacke. Medijatrise stranica trougla AABC pripadaju istom
pramenu pravih. Nije tesko zakljuciti da se radi o pramenu konkurentnih
pravih, tj. da prese¢na tacka O medijatrisa stranica trougla AABC' pred-
stavlja srediste kruga opisanog oko trougla AABC.

Obratno, neka vaze aksiome apsolutne geometrije i neka kroz ma koje
tri nekolinearne tacke prolazi krug. Neka proizvoljne prave a i b seku neku
pravu p tako da je a upravna na p i b nije upravna na p.

Oznac¢imo sa A i B presecne tacke prave p redom sa pravama a i b
(slika 9.11). Neka je C tacka prave p takva da je B(A,C, B). Neka je D
tacka simetriéna tacki C' u odnosu na tacku A, g prava koja je normalna
na pravu b i sadrzi tacku C' i ) tacka prave ¢ simetri¢na tacki C' u odnosu
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Slika 9.11.

na pravu b. Dakle, prave a i b su medijatrise redom duzi CD i CQ. Tacke
C, D i (@ su tri nekolinearne tacke jer bi u suprotnom bilo b L p. Prema
uvedenoj pretpostavci kroz tacke C', D i ) prolazi krug, sa centrom u tacki
O. Tagka O je podjednako udaljena od temena C, D i @ trougla ADCQ,
tj. OC = OD = 0Q. Tacka O pripada pravoj a, jer je a medijatrisa duzi
CD. Takode tacka O pripada i pravoj b, jer je b medijatrisa duzi C'QQ. Dakle,
prave a i b seku se u tacki O, §to na osnovu teoreme 9.2.4. i tre¢e Lezandrove
teoreme znaci da vazi Plejferova aksioma paralelnosti. O

Teorema 9.3.9. Twvrdenje: ”U ravni postoje tri kolinearne tacke podjed-
nako udaljene od date prave”, ekvivalentno je Plejferovoj aksiomi paralel-
nosti.

Dokaz. Neka su A, B, C tri kolinearne tacke podjednako udaljene od
prave a. Dokazaéemo da tada vazi Plejferova aksioma paralelnosti. Oznacimo
sa A’, B’, C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i C' na pravu A.

A N B Q C b

— T T

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

} I 1

1 1 1

1 1 1

1 I 1

1 1 1

1 1 1

—_—

A M B' P C a

Slika 9.12.
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Tada je AA’ = BB’ = C(C’. Dakle cetvorougao AA’B’'B je Sakerijev.
Srednja linija M N tog Cetvorougla (teorema 9.3.4.) je zajednicka normala
osnovice i protivosnovice, tj. MN L ai MN L b (slika 9.12).

A B c
A B c a
Slika 9.13.

Cetvorougao BB'C'C je Sakerijev pa je srednja linija PQ zajednicka
normala na prave a i b (teorema 9.3.4.). Kako tacke N i @ pripadaju pravo]
b i ne pripadaju pravoj a, to tacke M, N, P i () obrazuju ¢etvorougao sa
Cetiri prava ugla, odakle na osnovu teoreme 9.3.2. vazi Plejferova aksioma
paralelnosti.

Obratno, neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka su u ravni date
prava a i tacke A, B i C sa iste strane prave a, tako da je AA’ = BB’ = CC’
gde su A’, B’ i C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i C na pravu a.
Pokazacemo da su tacke A, B i C kolinearne (slika 9.13).

Cetvorougao AA'B'B je pravougaonik pa je AB || a. Takode, etvoro-
ugao AA'C'C je pravougaonik pa je AC || a. Kako vazi Plejferova aksioma
paralelnosti prave AB i AC se poklapaju, tj. tacke A, B i C su kolinearne. []

Peti Euklidov postulat. Zbog svog istorijskog znacaja, od posebnog je
interesa Peti Euklidov postulat kao jedan od mnogih ekvivalenata Plejferove
aksiome paralelnosti:

Ako dve prave a i b u preseku sa trecom pravom ¢ grade suprotne uglove ¢iji

je zbir razli¢it od zbira dva pravae ugla, onda se prave a i b seku ¢ to sa one
strane secice sa koje je taj zbir mangi od zbira dva prava ugla.

Teorema 9.3.10. Peti Euklidov postulat © Plejferova aksioma paralelnosti
su ekvivalentna tvrdenja.

Dokaz. Neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti i neka prava c seCe prave
a i b redom u tackama A i B. Oznac¢imo sa A’ i B’ tacke redom pravih a i
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Slika 9.14.

b takve da je
LA'AB+ £B'BA < 2R

gde je R prav ugao (slika 9.14). Tada je bar jedan od uglova {A’AB i
AB'BA ostar. Ne umanjujué¢i opstost dokaza pretpostavimo da je ugao
£ B'BA ostar.

Ozna¢imo sa C podnozje upravne iz tacke A na pravu b. Tacke C i
B’ su sa iste strane tacke B jer bi smo u suprotnom dobili trougao ¢iji je
zbir unutrasnjih uglova veéi od zbira dva prava ugla, Sto je u suprotnosti
sa prvom Lezandrovom teoremom. Tada je i ugao LCAA’ ostar. Zaista,
kako vazi Plejferova aksioma paralelnosti to je £ BAC + L ABC = R, odakle

zakljucujemo

LCAA" = {BAA" — {BAC = {BAA’ — (R — £LABC)
= ABAA' -~ R+ £ABC <2R—R=R

Prava b je normala u tacki C' na jedan krak ostrog ugla £ CAA’, odakle na
osnovu teoreme 9.3.7. sece drugi krak tog ugla. Dakle prave a i b se seku,
tj. vazi peti Euklidov postulat.

Obratno, neka vazi peti Euklidov postulat i neka su dati prava a i tacka
B van prve a. Neka su A i A’ proizvoljne tacke prave a i neka je B’ tacka
ravni (a, B) odredenoj pravom a i tackom B tako da je (slika 9.15)

A B = ABi £A'AB+ £ABB' = 2R.

Prava b = BB’ je jedina prava ravni (a, B) koja sadrzi tacku B i nema
zajednickih tacaka sa pravom a. Zaista, svaka druga prava c ravni (a, B)
koja sadrzi tacku B gradi sa pravom AB suprotne uglove ¢&iji je zbir razlicit
od zbira dva prava ugla. Kako vazi peti Euklidov postulat prava ¢ mora seci

pravu a, a to znaci da vazi Plejferova aksioma paralelnosti. (|
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Slika 9.15.

Razmotri¢emo jos jedan interesantan ekvivalent aksiome paralelnosti:

Teorema 9.3.11. Twrdenje: ”Postoje dva trougla kojima su odgovarajuci
uglovi jednaki a odgovarajuce stranice nejednake” ekvivalentno je Plejferovoj
aksiomi paralelnosti.

Dokaz. Neka za trouglove AABC i AA'B'C’ vazi LA = LA, KB = 4B/,
£C = £C" a odgovarajuce stranice su im nejednake (slika 9.16). To znaci
da postoji tacka By # B na polupravoj AB takva da je AB; = A’B’ i tacka
C1 # C na polupravoj AC takva da je ACy; = A'C’.

A

B1 C]

B' C

Slika 9.16.

Trouglovi AAB1Cy i AA’B'C’ su podudarni jer imaju jednake dve stra-
nice i njima zahvacéen ugao, odakle sledi

LAB1C) =2 LA'B'C" i LAC1By = LA'C'B'.
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Posmatrajmo ¢etvorougao BC'C1Bi. Tada za zbir unutrasnjih uglova tog
¢etvorougla vazi

O'(BC'ClBl) =AB+ LC + £CC1B; + £C1B1B
=AB +£C" + (2R — KC/) + (2R — KB/) =4R.

Na osnovu teoreme 9.3.2. vazi Plejferova aksioma paralelnosti.

A
<y

Slika 9.17.

Obratno, neka vazi Plejferova aksioma paralelnosti. Neka je dat trougao
AABC i duz B'C' tako da je B'C" # BC' (slika 9.17).
Neka su B’B; i C'Cy poluprave takve da je

L(B'B1,B'C') = LB, £(B'C',C'Ch) = £C.

Uglovi £B i £C' su uglovi trougla AABC' | pa vazi £ B+ £C < 2R, odakle
sledi 4B’ + £C" < 2R. Kako smo pretpostavili da vazi Plejferova aksioma
paralelnosti vaziée i Peti Euklidov postulat, tj. poluprave B’B; i C'C; ¢ée
se seéi u tacki A’. Trouglovi AABC i AA’B’C’ imaju sva tri odgovarajuéa
ugla jednaka, dok im odgovarajuée stranice nisu jednake. O



Glava 10

Aksioma paralelnosti.
Euklidska geometrija

10.1 Euklidska geometrija. Plejferova aksioma
paralelnosti. Pojam Euklidskog prostora.

Aksioma paralelnosti je bila poznata kao stav jos u antickim vremenima
kod Grka. Medutim, Euklidova originalna formulacija unekoliko se razlikuje
od Plejferove aksiome paralelnosti, koja u stvari predstavlja ekvivalent petog
Euklidovog postulata. Posto ovako iskazan poseduje jednostavnu formu-
laciju Plejfer 1797 godine uzima taj stav za aksiomu, a peti postulat za
teoremu.

Plejferova aksioma paralelnosti. Ako je p proizvoljna prava i A tacka
van nje, tada u ravni m(p, A) postoji najvise jedna prava a, koja sadrzi tacku
A i nema zajednic¢kih tacaka sa pravom p.

Definicija 10.1.1. Teoriju zasnovanu na sistemu aksioma apsolutne geo-
metrije i Plejferovoj aksiomi paralelnosti nazivamo FEuklidskom ili paraboli-
ckom geometrijom. Ravan i prostor u kojima vaze aksiome Euklidske ge-
ometrije nazivamo respektivno Euklidskom ravni i Euklidskim prostorom i
oznaéavamo ih redom E? i E3.

171
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10.2 Paralelnost u E*, (n = 2,3)

U Euklidskoj geometriji se radi lakSeg izlaganja uvode binarne relacije
definisane na skupu svih pravih i skupu svih ravni - relacija paralelnosti
pravih i relacija paralelnosti ravni a takode i relacija paralelnosti prave i
ravni.

Definicija 10.2.1. U prostoru E? prava p je paralelna sa pravom ¢ (oznaka
p || ¢) ako je prava p komplanarna sa pravom ¢ pri ¢emu je p = ¢ ili pNg = 0.

Iz prethodne definicije i Plejferove aksiome paralelnosti neposredno sledi
sledeca

Teorema 10.2.1. Za svaku pravu p i svaku tacku P prostora E® postoji
jedinstvena prava q prostora E® takva da sadrZi tacku P i paralelna je

pravoj p.

Teorema 10.2.2. Relacija paralelnosti definisana na skupu pravih prostora
E", n=2,3 je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost relacije paralelnosti pravih slede di-
rektno iz definicije. Dokazatemo tranzitivnost. Neka su p, ¢ i 7 tri prave
prostora E™ takve da je p || ¢ i q | 7. Dokaza¢emo da je tada q || r. Iz
¢injenice da je p || ¢ sledi da su prave p i ¢ komplanarne. Na isti nacin
komplanarne su i prave ¢ i 7. Ozna¢imo sa « ravan odredenu pravama p i g
a sa [ ravan odredenu pravama ¢ i r. Za ravni « i 8 mogu nastupiti sledeci
sluéajevi: o« = 1« # 5.

(i) Neka je a = . Ako je p = ¢ ili ¢ = r dokaz je trivijalan. Neka je
p # qiq+# r. Tada prave p i 7 ne mogu imati zajednickih tacaka, jer bi
u suprotnom u ravni « postojale dve razne prave p i r koje se seku i koje
sa pravom ¢ nemaju zajednickih tacaka, Sto je u suprotnosti sa Plejferovom
aksiomom paralelnosti.

(ii) Neka je sada o # . U tom sluc¢aju mora biti p # g i ¢ # r jer bi se
u suprotnom ravni « i 8 poklapale. Dakle vazi pNg=@ignNr =a. Da
bi dokazali da su prave p i r paralelne dovoljno je dokazati da su disjunktne
i komplanarne. Ako bi se prave p i r sekle u tacki S, tada bi prava ¢ i
tacka S odredivale jedinstvenu ravan pa bi bilo @ = 3 §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom. Znaci vazi pNr = &, tj. prave pir su disjunktne. Dokazimo
jos da su prave p i » komplanarne. Neka je P € p proizvoljna tacka. Tada
tacka P i prava odreduju neku ravan 7. ravni « i v imaju zajednicku tacku
pa je njihov presek prava. Ukoliko je to prava p dokaz je zavrSen, jer u tom
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sluc¢aju prave p i r pripadaju ravni . Neka je p’ presecna prava ravni a i 7,
pri ¢emu je p # p'. Sada prave p, p’ i ¢ pripadaju istoj ravni « pri ¢emu se
prave p i p’ seku u istoj tacki P i prema Plejferovoj aksiomi paralelnosti ne
mogu biti istovremeno disjunktne sa pravom ¢. Dakle, prave p’ i ¢ se seku
u nekoj tacki (). Tacka ) pripada svim trima ravnima «, i ~. Kako je g
preseCna prava ravni « i 3, a r presecna prava ravni 8 i v, to vazi

Qeanpny=(anB)n(Bny)=qNr,

tj. @ je presecna tacka pravih g i r, $to je nemoguce, jer smo pretpostavili
da je ¢ Nr = @. Dakle, prave p i r su komplanarne. ]

Relacija paralelnosti pravih kao relacija ekvivalencije razbija skup svih
pravih prostora E™ na klase ekvivalencije. Te klase ekvivalencije zvatemo
pravcima. Na taj nacin pravac prave p predstavlja skup svih pravih koje su
sa njom paralelne.

Definicija 10.2.2. U prostoru E® prava p je paralelna ravni 7 (oznaka
p || 7) akojep C wilipNnm = 0. Obratno, u prostoru E3 ravan 7 je
paralelna sa pravom p (oznaka 7 || p) ako je # D piliTNp = 0.

1z definicije neposredno sledi da ako je p || m tada je i 7 || p i obratno.
Prema tome u moguénosti smo da za takvu pravu p i ravan 7 kazemo da su
paralelne bez obzira na njihov poredak.

Teorema 10.2.3. Prava p je paralelna ravni w ako i samo ako u ravni m
postoji prava q paralelna sa pravom p.

Dokaz. Ako prava p pripada ravni m dokaz je trivijalan. Razmotrimo slucaj
kada prava p ne pripada ravni 7.

Neka je p || m. Dokazimo da u ravni m postoji prava ¢ takva da je p || g.
Neka je A proizvoljna tacka u ravni w. Tacka A ne pripada pravoj p, odakle
sledi da tacka A i prava p odreduju ravan . Ravni « i 7 imaju zajednicku
tacku A pa je njihov presek prava ¢. Ravni o i 7 su razlic¢ite jer prava p
pripada ravni « a ne pripada ravni w. Prave p i ¢ su komplanarne i nemaju
zajednickih tacaka, jer bi njihova zajednicka tacka pripadala ravni 7, Sto je
nemoguce. Dakle, prave p i ¢ moraju biti paralelne.

Neka sada u ravni 7 postoji prava g paralelna pravoj p. Dokazimo da je

prava p paralelna ravni 7. Kako prava p ne pripada ravni 7 niti sa njom ima
zajednickih tacaka, to prave p i ¢ nemaju zajednickih tacaka pa odreduju
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neku ravan a. Ravan 7 i prava p su disjunktne, jer ako bi se sekle, njihova
presecna tacaka bi pripadala preseku ravni «v i 7, tj pravoj q, Sto je nemoguce
jer su prave p i ¢ disjunktne. Prema tome parava p i ravan m su paralelne.[]

Definicija 10.2.3. U prostoru E® ravan « je paralelna ravni (3, (oznaka:
al p)akojea=pgiliang=g.

Teorema 10.2.4. Relacija paralelnosti ravni prostora E? je relacija ekvi-
valencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost slede direktno iz definicije. Dokazimo
tranzitivnost. Neka su «, 8 1 tri ravni takve da je o || i 3 || 7y, dokazimo
da je tada « || 7. za ravni o, i 7 mogu nastupiti sledeéi slucajevi: (i)
a=Qgili =4, (ii) a # 51 # ~. Prvi slucaj je trivijalan. Razmotrimo
slucaj o = i1 8 #v Tadaanpf =@ 18Ny = @. Pretpostavimo da
ravni « i 7y nisu paralelne, tj. neka je p presetna prava ravni « i . Neka
je P proizvoljna tacaka prave p i A tacka ravni « koja ne pripada pravoj p.
Neka je jos B proizvoljna tacka ravni 5. Tada postoji ravan 7 koja sadrzi
nekolinearne tacke A, B i P. Ravan m ima zajednickih tacaka sa svakom
od ravni «, B 1+, odakle sledi da sa svakom od njih ima zajedni¢ku pravu.
Oznac¢imo te zajednicke prave redom sa a, b i c. Prave a i ¢ su razlicite jer bi
u suprotnom tacka A pripadala i pravoj ¢ pa bi se ravni « i v poklapale, §to
u ovom slucaju nije moguce. Ragzli¢ite prave a i ¢ imaju zajednicku tacku
P, i disjunktne su sa pravom b u ravni 7, §to je u suprotnosti sa Plejferovom
aksiomom paralelnosti. Prema tome ravni « i v moraju biti paralelne. [

Teorema 10.2.5. Neka su dati ravan « i tacka B. Tada postoji jedinstvena
ravan 3 koja sadrzi tacku B i paralelna je ravni o.

Dokaz. Za tacku B i ravan « imamo slede¢e moguénosti:

(i) B € a, (ii) B ¢ «.

(i) U prvom slucaju « je trazena ravan.

(ii) Neka B ¢ «. Oznac¢imo sa A proizvoljnu tacku ravni . Neka su p
i ¢ proizvoljne razli¢ite prave ravni « koje sadrze tacku A. Prema teoremi
10.2.1. postoje jedinstvene prave p’ i ¢’ koje sadrze tacku B, takve da je
P |lpid || q. Ako bise prave p’ i ¢’ poklapale, onda bi zbog tranzitivnosti
relacije paralelnosti pravih, prave p i ¢ bile paralelne, sto je u suprotnosti sa
njihovim izborom. Prema tome, prave p’ i ¢’ se seku u tacki B pa odreduju
ta¢no jednu ravan 5. Ravan [ je trazena ravan. Dokazimo to. Ravan [
sadrzi tacku B. Pretpostavimo da ravni « i 5 nisu paralelne. U tom slucaju
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ravni « i 8 se seku po nekoj pravoj r. Prema Plejferovoj aksiomi paralelnosti
bar jedna od pravih p’ i ¢’ u ravni 3 mora seé¢i pravu r. Neka prava p’ sece
pravu 7 u tacki R. Prave p i p’ su dve razne paralelne prave pa odreduju
neku ravan 7. Tada tacka R pripada ravnima 7 i o, pa samim tim i njihovom
preseku, tj. pravoj p. To znaci da se prave p i p’ seku u tacki R $§to je u
suprotnosti sa njihovim izborom. Prema tome ravan § paralelna je ravni a.
Time je dokazana egzistencija takve ravni.

Treba pokazati jos jedinstvenost. Neka je ([; proizvoljna ravan, koja
sadrzi tacku B i paralelna je ravni a. Zbog tranzitivnosti relacije paralelnosti
ravni sledi da su ravni 8 i 81 paralelne, a kako imaju zajednicku tacku B
one se poklapaju. O

10.3 Paralelno projektovanje i Talesova teorema u
prostoru E"

Relacija paralelnosti pravih prostora E™ omoguéuje da ustanovimo po-
jam paralelnog projektovanja prave na pravu.

Definicija 10.3.1. Neka su p i ¢ dve prave ravni E? i s prava koja pripada
toj ravni (slika 10.1) i nije paralelna ni sa jednom od njih. Paralelnim pro-
jektovanjem prave p na pravu q definisanim u odnosu na pravu s nazivamo
funkciju f : p — ¢ koja svakoj tacki P prave p dodeljuje tacku @ prave ¢,
pri ¢emu je @ = x N q a x prava koja prolazi kroz tacku P i paralelna je
pravoj s. Pravu ¢ nazivamo projekcijskom pravom, x projekcijskim zrakom
koji odgovara tacki P, a tacku () paralelnom projekcijom tacke P definisane
u odnosu na pravu s.

Q

Slika 10.1.

Naveséemo sada neke osobine paralelnog projektovanja prave u pros-
toru E™.
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Teorema 10.3.1. Paralelno projektovanje f prave p na pravu q definisano
u odnosu na pravu s je bijektivno preslikavanje.

Teorema 10.3.2. Paralelno projektovanje f prave p na pravu q definisano
u odnosu na pravu s je uredeno preslikavanje.

Drugim re¢ima ako su A, B , C tacke prave p takve da je B(A, B,C)
tada je i B(f(A), £(B), /(C)).

Definicija 10.3.2. Pod razmerom dveju duzi podrazumevamo koli¢nik nji-
hovih duzina u nekom sistemu £ merenja duzi. Jednakost dveju razmera
duzi nazivamo srazmerom tih duzi.

Pojam paralelnog projektovanja nam omogucéuje da dokazemo jednu od
najstarijih teorema geometrije - Talesovu teoremu.

Teorema 10.3.3. (Tales) Neka sul il dve prave ravni E? i s prava te ravni
koja nije paralelna ni sa jednom od pravih | i1'. Tada paralelno projektovanje
f koje pravu | preslikava u pravu ' definisano u odnosu na pravu s ne menja
razmeru dveju duzi. Drugim recima, ako pri projektovanju f u odnosu na
pravu s raznim tackama P, Q, R i S prave | odgovaraju redom tacke P, Q’,
R' i S prave l', tada je

PQ B PIQI

RS RS

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja:

@)L ViG) Ly,

(i) Ako je I || I za svake dve razne tacke P,@ € [l i njima odgovarajuce
tacke P = f(P) 1 Q' = f(Q) je PQ = P'Q’, pa je f izometrijsko preslika-
vanje prave [ na pravu .

(ii) Ako I Jf I’ tada se prave [ i I’ seku u tacki O. Svakoj duzi XY prave
[ pridruzimo broj L(XY') tako da je L(XY) = ds(f(X)f(Y)). Dokazatemo
da funkcija £ definisana na taj na¢in zadovoljava slede¢a dva uslova

(1) Ako tacke P, @, R, S zadovoljavaju relaciju PQ = RS, tada je
L(PQ) = L(RS),

(2) Ako su P, @, R tacke prave [ takve da je B(P,Q, R), tada je

L(PQ) + L(QR) = L(PR).

U cilju dokaza uslova (1) za funkciju L pretpostavimo da su podudarne
duzi PQ i RS istosmerne (slika 10.2). Oznac¢imo sa P’, ', R, S’ tacke koje
u funkciji f odgovaraju odgovaraju redom tackama P, Q, RiS,asa EiF
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tacke pravih QQ’ i SS’ takve da su prave P’E i R'F paralelne sa pravom
. Tada su ¢etvorouglovi PQEP’ i RSFR' paralelogrami, pa su duzi P'E
i R'F podudarne i istosmerne sa duzima PQ i RS redom. Prema tome i
cetvorougao P'R'FE je paralelogram pa su i duzi EF i P'R’ podudarne
i istosmerne. Sada je i ¢etvorougao Q'S’F'E paralelogram pa su duzi EF
i Q'S’ podudarne i istosmerne. Znaci i duzi P'R' i Q'S’ su podudarne i
istosmerne. Odavde sledi da su i duzi P'Q’ i R'S” podudarne i istosmerne,
pa je uslov (1) zadovoljen.

Slika 10.2.

Kako iz B(P,Q, R) sledi B(P',Q’, R'), imamo

de(f(PQ)) +de(f(QR)) = de(f(PR))

odnosno
L(PQ) + L(QR) = L(PR),

pa je i uslov (2) za funkciju L zadovoljen.

Na osnovu dokazanog neposredno zaklju¢ujemo da funkcija £ predstavlja
sistem merenja duZi. Prema tome (teorema 8.3.1.) postoji broj k € R takav
da je za proizvoljne tacke X,Y €11 X', Y’ € I’ zadovoljeno

LIXY) =ds(X'Y') = kds(XY)

te stoga paralelno projektovanje ne menja razmeru dveju duzi. O
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A

B C

Slika 10.3.

10.4 Paralelogram, srednja linija trougla

Definicija 10.4.1. (i) Cetvorougao ABCD je paralelogram ako je AB || CD
i AD || BC.

(ii) Cetvorougao kome su sve ivice podudarne naziva se romb.

(iii) Cetvorougao kome su svi unutrasnji uglovi medusobom podudarni
naziva se pravougaonik.

(iv) Cetvorougao ¢ije si sve stranice jednake i svi uglovi pravi naziva se
kvadrat.

Teorema 10.4.1. Neka je ABCD konveksan cetvorougao. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(i) Cetvorougao ABCD je paralelogram.

(ii)) AB || CD i AB = CD.

(i) AB=CD i AD = BC.

(iv) Parovi naspramnih uglova ¢etvorougla ABCD su parovi podudarnih
uglova.

(v) Svaka dva susedna unutrasnja ugla su suplementna.

(vi) Dijagonale cetvorougla ABCD se uzajamno polove.

Teorema 10.4.2. (i) Paralelogram je romb ako su mu dijagonale medusobom
normalne.

(ii) Paralelogram je pravougaonik ako su mu dijagonale medusobom po-
dudarne.

(1ii) Paralelogram je kvadrat ako su mu dijagonale medusobom normalne
1 podudarne.

Definicija 10.4.2. Duz koja spaja srediSta dveju stranica nekog trougla
naziva se srednja linija trougla koja odgovara treéoj stranici.
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Teorema 10.4.3. (O srednjoj liniji trougla) Ako su P i Q sredista redom
stranica AB i AC trougla AABC tada je:

PQ:%BC i PQ| BC.

Dokaz. Oznac¢imo sa R (slika 10.3) tacku prave PQ takvu da je B(P,Q, R)
i PQ = QR. Tacka @ je zajednicko srediste duzi AC i PR pa je ¢etvorougao
APCR paralelogram, odakle sledi da je AP =2 RC i AP || RC. Ta¢ka P
je srediste duzi AB pa je PB =2 RC i PB || RC, tj. i ¢etvorougao PBCR
je paralelogram. Tada je PR || BC i PR = BC, odakle sledi PQ || BC' i
PQ = 3BC. O

10.5 Znacajne tacke trougla
Trougao, naizgled jednostavna figura, ima jako mnogo interesantnih os-

obina. Ovde ¢emo navesti neke od njih vezane za karakteristi¢ne tacke
trougla, koje nazivamo znacajnim tackama trougla.

Teorema 10.5.1. (O centru opisanog kruga) Medijatrise stranica trougla
seku se u jednoj tacki.

Dokaz. Dokazali smo u odeljku o pramenovima pravih ravni S? (strana 117)
da medijatrise stranica trougla pripadaju istom pramenu pravih. Kako se u
ovom slucaju ne moze raditi o pramenu paralelnih pravih, zaklju¢ujemo da

se medijatrise stranica trougla seku u jedno tacki. O

Teorema 10.5.2. (O centru upisanog kruga) Bisektrise unutrasnjih uglova
trougla seku se u jednoj tacki.

Dokaz ove teoreme (strana 118) izveden je u apsolutnoj geometriji.

Teorema 10.5.3. (O ortocentru) Prave odredene visinama trougla seku se
u jednoj tacki.

I ova teorema dokazana je u apsolutnoj geometriji (strana 118).

Teorema 10.5.4. Centar opisanog kruga pravouglog trougla je srediste nje-
gove hipotenuze.
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Dokaz. Oznacimo sa O srediste hipotenuze AB pravouglog trougla AABC
a sa P srediste katete AC. Duz OP je srednja linija ovog trougla koja
odgovara kateti BC, odakle sledi OP || BC, tj. OP 1 AC. Trouglovi
AOPC i AOPA su podudarni su podudarni, odakle je OC = OA. Kako
je jos OB = OA, sledi da je tacka O centar opisanog kruga oko trougla
AABC. O

Iz prethodne teoreme slede i sledec¢a dva tvrdenja:

Posledica 10.5.1. Tezisna duz, koja odgovara hipotenuzi, jednaka je polovini
hipotenuze.

Posledica 10.5.2. Ugao nad preénikom je prav.

Definicija 10.5.1. Duz, ¢ije su krajne tacke teme i srediSte naspramne
stranice, nazivamo tezZisnom duzi trougla.

Teorema 10.5.5. (O tezistu) Tezisne duZi trougla AABC seku se u jednoj
tacki T, koja ih deli w razmeri 2 : 1, tj. AT = 2TAy, gde je Ay srediste
stranice BC.

Slika 10.4.

Dokaz. Neka su Ay, By, Cy (slika 10.4) sredista redom ivica BC, CA i
AB trougla AABC. Na osnovu Pasove aksiome, tezisne duzi AA; i BB
se seku. Ogznac¢imo sa T njihovu presetnu tacku. Oznacimo sa As i Bo
redom sredista duzi AT i BT. Tada je duz A;B; srednja linija trougla
AABC koja odgovara stranici AB pa je A1By =1/2AB i A1B; || AB. Duz
A9 By je srednja linija trougla ATAB pa je AsBs = 1/2AB i A3Bsy || AB.
Prema tome, ¢etvorougao A;B1AsBs je paralelogram i njegove dijagonale se
polove u tacki T'. Sledi AAs =2 AsT = TA, 1 BBy = BT = T By, odakle je
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AT :TAy = BT : TBy = 2: 1. Treba jos pokazati da i tezisna duz iz temena
C sadrzi tacku T i da je CT : TC; = 2 : 1. Analogno kao u prethodnom
slu¢aju mozrmo pokazati da se tezigne duzi AA; i CCy seku u tacki T3 tako
da je CT1 . T101 = ATl . T1A1 = 2:1. Kako je AT : TAl = 2:1 sledi
T, =T. O

Teorema 10.5.6. Ako je H ortocentar, a K, L, M, N redom sredista duZi
AB, AC, HC, HB, tada je cetvorougao KLM N pravougaonik.

Slika 10.5.

Dokaz. Duzi M N i KL su srednje linije redom trouglova AHBC i AABC
(slika 10.5) koje odgovaraju istoj osnovici BC, pa je KL =< MN = 1/2 BC
i KL || MN || BC. Dakle ¢etvorougao K LM N je paralelogram. Duz KN
je srednja linija trougla AABH, pa je KN || AH. Kako je jos AH 1 BC,
toje KN L MN,KL. Dakle cetvorougao K LM N je pravougaonik. O

Teorema 10.5.7. Sredista stranica, podnoZja visina i sredista duzi odredenih
ortocentrom i temenima trougla AABC pripadaju jednom krugu.

Dokaz. Oznacimo sa K, P, L sredista stranica AB, BC, CA; sa A’, B’
i C' podnozja visina redom iz tacaka A, B i C; a sa Q, N i M sredista
duzi AH, BH i CH redom (slika 10.6). Na osnovu prethodne teoreme
cetvorouglovi KLMN i PMQ@QK su pravougaonici. Duz KM je zajednicka
dijagonala ovih pravougaonika i oko njih se moze opisati zajednicki krug nad
preénikom K M. Dakle, tacke K, P, L, N, M i ) pripadaju krugu k& nad
precnikom K M. Ostaje jos da pokazemo da tacke A’, B’ i C’ pripadaju
krugu k. Tacka A’ pripada krugu k jer je ugao L PA'Q prav. Analogno i
tacke B’ i C’ pripadaju krugu k. O
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Slika 10.6.

Definicija 10.5.2. Krug iz prethodne teoreme naziva se Ojlerov' krug ili
krug devet tacaka.

L. Ojler (1707-1783) dokazao je 1765. godine, da trougao odreden sredistima ivica i
trougao odreden podnozjima visina nekog trougla imaju zajednicki opisani krug.
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Izometrijske transformacije
prostora E" (n = 2, 3)

11.1 Specificna svojstva izometrijskih
transformacija ravni E2

Pored ranije razmatranih svojstava koja su vazila u apsolutnoj geometriji,
u Euklidskoj geometriji vazi¢e i neki specificni stavovi koji su direktna
posledica aksiome paralelnosti, npr. to se odnosi na stavove o odnosu prave
i ravni ili stav o jedinstvenoj zajednickoj normali. Takode ¢e vaziti i neke
specificnosti koje prestaju da budu vezane za bazisne prave. Takode, moguca
je kompletna izgradnja teorije centralnih rotacija koja nije bila izvrSena u
apsolutnoj geometriji, jer nije bio reSen problem odnosa dveju disjunktnih
pravih, tj. proizvoda odgovarajucih refleksija.

Teorema 11.1.1. Kompozicija dveju centralnih rotacija ravni E? predstavlja
centralnu rotaciju, translaciju ili koincidenciju.

Dokaz. Neka su R4 i Rpg dve centralne rotacije ravni EZ2.

Slucaj kada je A = B razmatran je u apsolutnoj geometriji.

Neka je A # B. Ozna¢imo sa ¢ pravu odredenu tackama A i B asaa i
b prave takve da je Rao = ScSqa 1 R g = SpS.. Tada je

R sRA0 = SpSeSeSa = SpSa.

U zavisnosti da li se prave a i b seku u nekoj tacki C' ili ne, razmatrana
kompozicija predstavlja centralnu rotaciju oko tacke C' za neki ugao v ili
neku translaciju za izvesnu duz M N. O

183
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Teorema 11.1.2. Kompozicija neparnog broja centralnih simetrija ravni
E? predstavlja takode centralnu simetriju te ravni.

Dokaz. Neka je dat neparan broj centralnih simetrija So,, So,, ..., So,
ravni E2.
Slucaj kada tacke Oq, Oo, ..., O, pripadaju jednoj pravoj razmatran je

u apsolutnoj geometriji.

t | |
0 03
S 01 07
Il [
01 0 09 03
Slika 11.1.
Neka tacke Oq, O2, ..., O, ne pripadaju jednoj pravoj. Razmotrimo

slucaj n = 3. Obelezimo sa s pravu odredenu tackama O; i O, a sa 01, 09
i o3 prave koje sadrze redom tacke Op, Oy i O3 i upravne su na pravoj s.
Neka je t prava koja sadrzi tacku Os i nema zajednickih tacaka sa pravom
s (slika 11.1). Tada je

T = 80,850,580, = StS0;S0yS5SsSo;
— 8t803802801 = StSo = SO

jer prave o1, 09 03 pripadaju jednom pramenu pravih posto su sve tri upravne

na pravoj s pa je prema tome kompozicija osnih refleksija S,,, S, 1 Sog

takode osna refleksija u odnosu na neku pravu o koja je upravna na pravoj

s. Kako je prava o upravna na pravu t u nekoj tacki O to je §:S, = Sp.
Slucaj kada je n > 3 dokazuje se indukcijom.

Teorema 11.1.3. Kompozicija parnog broja centralnih simetrija Fuklidske
ravni E? je translacija ili koincidencija.

U geometriji ravni E? skup svih translacija ravni E? predstavlja komu-
tativiu grupu - grupu translacija ravni E? G(7).



11.2. Klasifikacija izometrijskih transformacija ravni E? 185

11.2 Klasifikacija izometrijskih transformacija
ravni E2

Klasifikaciju izometrijskih transformacija ravni E? prvi je dao Leonard
Ojler 1748. godine u delu Analiza beskonacnih velicina. Klasifikacija je
izvedena metodom analiticke geometrije te je imala analiticki karakter.

Geometrijsku klasifikaciju izometrijskih transformacija ravni £E? dali su
Bernuli i Sal.

Teorema 11.2.1. (Bernuli—Sala) Svaka direktna izometrijska transforma-
cija T ravni E? predstavlja koincidenciju, translaciju ili centralnu rotaciju.

Dokaz. Kako je 7 : E? — E? direktna izometrijska transformacija to se
ona moze predstaviti kao kompozicija dveju osnih simetrija tog prostora, tj.
1 = 85,84 U zavisnosti od medusobnog polozaja pravih p i ¢ razlikujemo
tri slucaja:

(i) Ako je p = q onda je zbog involutivnosti osne simetrije Z = ¢.

(ii) Ako je pN g = 0 tada su prave p i ¢ upravne na nekoj pravoj t pa je
=S85, = Gvivi pri éemu tacke M i M’ pripadaju pravoj t.

(iii) Ako se prave p i ¢ seku u nekoj tacki O tada je Z = S,S; = Row,
gde je w = 24(p, q). O

Teorema 11.2.2. (Bernuli-Sala) Svaka indirektna izometrijska transforma-
cija ravni E? predstavlja osnu ili klizajucu refleksiju.

Dokaz. Neka transformacija Z predstavlja indirektnu izometrijsku trans-
formaciju ravni E2?. Tada se njena optimalna izometrijska reprezentacija
sastoji od jedne ili tri osne refleksije.

(i) Ako je Z =S, onda je u ovom slucaju dokaz zavrsen.

(ii) Neka je Z = S,5,S, pri ¢emu ose tih refleksija ne pripadaju jednom
pramenu pravih. Prema ranije dokazanom stavu Z je klizajuca refleksija, tj.

I:gw. g

U skladu sa ovim mozemo dati $emu izometrijskih transformacija ravni E?:
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[zometrijske transformacije ravni
\

4 A\

Direktne Indirektne
S — T
Koincidencija Translacija Cennqllna Osna Klizajuca
rotactja refleksija refleksija

11.3 Klasifikacija izometrijskih transformacija
prostora E3

I klasifikaciju izometrijskih transformacija prostora E® dao je Sal.

Teorema 11.3.1. (Sal) Svaka direktna izometrijska transformacija pros-
tora E3 predstavlja koincidenciju, translaciju, osnu rotaciju ili zavojno kre-
tanje.

Dokaz. S obzirom da je Z : E3 — E3 po pretpostavci direktna izometrijska
transformacija prema poznatoj teoremi ona se moze predstaviti kao kom-
pozicija dveju osnih refleksija, tj. Z = $,8n,. U zavisnosti od uzajamnog
polozaja osa m i n tih refleksija razlikujemo sledece slucajeve:

(i) Prave m i n se poklapaju, tj. m = n. Tada je Z = e.

(ii) Prave m i n su komplanarne i disjunktne. Ozna¢imo sa 7 ravan
odredenu pravama m i n, a sa i v ravni koje sadrze redom prave m i n a
upravne su na ravan 7. Tada je

1 = 50Sm = Sv5x5rSp = SuSy = T
(iii) Prave m i n seku se u nekoj tacki O. Ozna¢imo sa 7 ravan odredenu
pravama m i n a sa p i v ravni koje sadrze prave m i n redom i upravne su

na ravni 7. Tada je

I =5,8=38,5:8:85,=8,8, = Rsw:

pri ¢emu je s preseCna prava ravni piv aw = 24(u,v).
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(iv) Prave m i n su mimoilazne. Tada postoji prava s koja je zajednicka
normala na prave m i n. Ozna¢imo sa M i N presecne tacke prave s redom
sa pravama m i n, a sa w1 1 my ravni koje su u tackama M i N upravne na
pravu s. Prave m i n pripadaju redom ravnima 7 i mo. Neka su o1 i 09
ravni odredene redom pravama s, m i s,n. Tada, s obzirom na to da su ravni
o1 1 o9 upravne na 7 i my istovremeno (jer su 7 i 7o paralelne), imamo

Z = SmSn - 87r180'187r2802 =

=8518586,85, =T 0 R = 2

—_— .
MM MM w

tj. Z je zavojno kretanje. O

Teorema 11.3.2. Svaka indirekina izometrijska transformacija T prostora
E3 predstavlja ravansku, osnorotacionu ili klizajucu refleksiju.

Dokaz. Kako je 7 indirektna izometrijska transformacija prostora E® njena
optimalna simetrijska reprezentacija sastoji se iz jedne ili iz tri ravanske
refleksije.

(i) U prvom sluc¢aju je T = Sy, tj. Z je ravanska refleksija prostora E3.

(ii) U drugom slucaju je Z = S,S3S,, pri ¢emu ravni o, S i v ne pri-
padaju istom pramenu ravni. Naime ako bi ove ravni pripadale istom pra-
menu, onda bi S,S3S, predstavljala ravansku refleksiju, te bi se slucaj (ii)
sveo na slucaj (i).

Tri ravni «, B i u prostoru odreduju jedan snop ravni. U prostoru E3
postoje dve vrste snopova ravni: snop konkurentnih ravni i ortogonalni snop
ravni.

(a) Ako ravni «, 8 i v pripadaju snopu konkurentnih ravni kome je
srediste tacaka O, tj. =zajednicka tacka ravni «, 8 i ~, tada je tacka O
invarijantna tacka kompozicije §,S5S,,. U tom slucaju izometrija Z kao in-
direktna izometrijska transformacija sa invarijantnom tackom O predstavlja
rotacionu refleksiju prostora E3, tj. Z = Ririsw-

(b) Ako ravni o, 8 i~ pripadaju ortogonalnom snopu ravni, kompozicija

Sa853S,, predstavlja klizajucu refleksiju prostora E3 tj. T = QW,W‘ O



188 11. Izometrijske transformacije prostora E" (n = 2,3)

U skladu s ovim mozemo dati Semu izometrijskih transformacija pros-
tora E3:

[zometrijske transformacije prostora

A
4 A

Direktne Indirektne

o et e U ey —

Koincidencija Translacija Osna rotacija fav"ﬁ?" Ravanska Osnorotaciona Klizajuca
retanje  refleksija refleksija refleksija

Klasifikacije izometrijskih transformacija su do pocetka X X veka vrsene
na intuitivnoj osnovi. Navedeni pristup klasifikaciji izometrijskih transfor-
macija dat je Sestdesetih godina X X veka.
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Slicnost i homotetija

12.1 Transformacije slicnosti prostora E"

U ovom odeljku éemo se upoznati sa transformacijama sli¢nosti koje
predstavljaju uopstenje izometrijskih transformacija, tj. izometrijske trans-
formacije predstavljaju samo specijalan slucaj transformacija sli¢nosti.

Definicija 12.1.1. Neka je k € RT proizvoljan pozitivan realan broj i
P:E"—=E", (n=1,2,3)

bijektivno preslikavanje koje svake dve tacke X,Y prostora E™ prevodi re-
dom u tacke X', Y’ prostora E" takve da je

XY =kXY.

Tada preslikavanje P nazivamo transformacijom sli¢nosti prostora E™, sa
koeficijentom k.

Neposredno iz definicije mozemo zakljuciti da izometrijske transformacije
predstavljaju samo specijalan sluc¢aj transformacija sli¢nosti za k = 1. Sada
¢emo navesti neke osobine transformacija sli¢nosti prostora E™.

Teorema 12.1.1. Transformacija slicnosti P prostora E™ kolinearne tacke
A, B, C prevodi u kolinearne tacke A, B', C'. Stavise, transformacija
sliénosti prostora E™ je uredena, tj. ako je B(A, B,C) tada je B(A', B',C").

Dokaz. Neka je k koeficijent slicnosti transformacije P. Tada je prema
definiciji

A'B'=kAB, B'C'=kBC, AC =kAC.

189
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Iz ovih jednakosti i relacije B(A, B, C') nalazimo da je

A'B'+ B'C' =k AB + k BC = k(AB + BC) = k AC = A'C'.

Odavde sledi da su tacke A’, B’ i C' kolinearne i da vazi raspored
B(A',B',C"). O

Teorema 12.1.2. Transformacija slicnosti P podudarne parove tacaka pres-
ltkava na podudarne parove tacaka.

Dokaz. Neka su A,B,C' i D tacke prostora E™ takve da je (A, B) = (C, D)
i A’, B" C' i D' njihove odgovarajuce tacke u transformaciji P. Ako je k
koeficijent slicnosti transformacije P, tada je A’B' =k AB i1 C'D' = kCD.
Prema tome iz (A4, B) = (C, D) sledi (A’, B') = (C'", D). O

Teorema 12.1.3. Skup svih transformacija slicnosti prostora E™ predstavlja
nekomutativnu grupu.

Dokaz. (i) Neka su P; i P2 dve proizvoljne transformacije sli¢nosti prostora
E'™ sa koeficijentima sli¢nosti redom k1 i k3. Neka su zatim X i Y dve
proizvoljne tacke prostora E", a X1, Y7, X9, Y5 tacke prostora E” takve da
je

Pi(X)=X1, PuY)=Y1, Po(X1)= X, Pa(Y1)=Ya.

Tada je Xlifl = k:l XY i1 X2Y2 = /{32X1§/1 pa je X2Y2 = klk‘QXY.
Dakle, kompozicija Po o Py predstavlja transformaciju sli¢nosti prostora E™
sa koeficijentom k = k1ko, tj. proizvod dve transformacije sli¢nosti prostora
E™ predstavlja transformaciju sli¢nosti.

(ii) Neka je P transformacija sli¢nosti prostora E™ sa koeficijentom k.
Tada svakom paru tacaka X,Y € E™ odgovara u toj transformaciji par
tacaka X', Y’ takav da je X'Y’ = k XY. Tada je XY = 1+ X'Y”, odakle sledi
da je P~! transformacija sli¢nosti prostora E™ sa koeficijentom sli¢nosti 1/k.

Iz (i) i (ii) sledi da da skup transformacija sli¢nosti predstavjla podgrupu
grupe svih transformacija prostora E™, pa prema tome predstavlja grupu.
Da je grupa transformacija slicnosti nekomutativna sledi iz ¢injenice da ona
sadrzi nekomutativnu podgrupu G(Z) svih izometrijskih transformacija. 0O

Definicija 12.1.2. Grupu koja se sastoji iz svih transformacija sli¢nosti
prostora E™ nazivamo grupom transformacija slicnostiisimbolicki je obeleza-

vamo sa G(P).
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Uocimo funkciju f : G(P) — R" koja svakoj transformaciji slicnosti P :
E™ — E™ korespondira njen koeficijent sli¢nosti k. Nije tesko proveriti da f
predstavlja homomorfizam grupe G(P) na multiplikativnu grupu pozitivnih
brojeva. Grupa G(Z) predstavlja jezgro tog homomorfizma.

Nije tesko ustanoviti da transformacija sli¢nosti P prostora E™ kao ure-
deno preslikavanje prevodi jednako orjentisane likove u jednako orjentisane
likove, a suprotno orjentisane likove u suprotno orjentisane likove. Samim
tim razlikujemo dve vrste transformacija sli¢nosti: direktne i indirektne.

Definicija 12.1.3. Transformaciju sli¢nosti prostora E" nazivamo direkt-
nom ili indirektnom u zavisnosti od toga da li ona Cuva ili menja orjentaciju
tog prostora.

U potpunosti je jasno da kompozicija dveju direktnih ili dveju indirektnih
transformacija sli¢nosti uvek predstavlja direktnu izometrijsku transforma-
ciju slicnosti. Takode, kompozicija dveju transformacija sli¢nosti prostora
E™ od kojih je jedna direktna a druga indirektna predstavlja indirektnu
transformaciju sli¢nosti. Na osnovu toga zaklu¢ujemo da vazi sledeta teo-
rema.

Teorema 12.1.4. Skup svih direktnih transformacija slicnosti prostora E™
éini nekomutativnu podgrupu indeksa dva grupe G(P) svih transformacija
slicnosti prostora E™.

Definicija 12.1.4. Grupu sastavljenu od direktnih transformacija sli¢nosti
prostora E™ nazivamo grupom direktnih transformacija slicnostii simbolicki
je oznacavamo sa G(P™T).

Osnovu za dalje proucavanje svojstava transformacija sli¢nosti ¢ine izves-
ne osobine koje se odnose na paralelno projektovanje u prostoru E™.
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12.2 Pojam vektora u prostoru E" (n=1,2,3)

Pojam vektora igra izuzetno vaznu ulogu u reSavanju mnogih geometri-
jskuh zadataka i problema. Translacija prostora E™ omogucuje uvodenje po-
jma vektora u prostoru E". Pre uvodenja pojma vektora uveséemo pomoc¢nu
relaciju ekvipolencije ili istoznacénosti uredenih parova tacaka.

Definicija 12.2.1. Neka su P, P’, Q i Q' tacke prostora E". Par tacaka
(P, P') je ekvipolentan paru tacaka (Q,Q’) ako postoji translacija prostora
E"™ koja tacke P i @ prevodi redom u tacke P’ i Q.

Iz definicije neposredno sledi da su parovi tacaka (P, P') i (Q,Q’) trans-
latorno podudarni. To znaci da su duzi PP’ i QQ' istosmerne i podudarne.
Nije tesko utvrditi da vazi sledeca teorema:

Teorema 12.2.1. Relacija ekvipolencije definisana na skupu uredenih paro-
va tacaka prostora E™ je relacija ekvivalencije.

Relacija ekvipolencije razbija skup svih uredenih tacaka prostora E™ na
beskona¢no mnogo klasa ekvivalencije.

Definicija 12.2.2. Klasu svih medusobom ekvipolentnih uredenih parova
tacaka prostora E™ nazivamo vektorom.

%
Vektore najcesée oznacavamo :7, b, 7, -+ Kako vektor @ predstavlja
¢itavu klasu ekvipolentnih parova tacaka koja je jednoznac¢no odredena bilo

—
kojim parom (A, A’) te klase, vektor mozemo oznacavati i sa AA’. Tada
tacka A predstavlja pocetak, a tacka A’ kraj vektora AA’. Pravac odreden
pravom AA’ nazivamo praveem vektora AA’, a smer odreden usmerenom

—
(orjentisanom) duzi AA’ nazivamo smerom vektora AA’.
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12.3 Homotetija prostora E"

Definicija 12.3.1. Neka je O proizvoljna tacka prostora E™ i k realan broj
razli¢it od nule. Homotetijom sa sredistem O i koeficijentom k nazivamo
transformaciju

Hox: E" — E" (n=1,2,3)

—
koja svaku tacku X € E" prevodi u tacku X’ € E" takvuda je OX' = kO—)(2

Iz definicije neposredno sledi da je homotetija Ho j, bijektivna transfor-
macija i da je jednozna¢no odredena sredistem O i koeficijentom k. Stavise
za k # 1 homotetija Ho , ima jedinstvenu invarijantnu tacku - tacku O, za
k = 1 predstavlja koincidenciju a za k = —1 centralnu refleksiju Sp.

Teorema 12.3.1. Homotetija Ho 1 prostora E™ predstavija transformaciju
slicnosti sa koeficijentom slicnosti k' = |k|.

Dokaz. Oznac¢imo sa A i B dve proizvoljne tacke prostora E™. Neka su A’
i B’ redom tacke koje u homotetiji Ho  odgovaraju tackama A i B. Tada

— —
je OA' = KOA i OB = kOB. Tada je

—_— — —

A'B' = 0B — 0A" = (OB — OA) = kAB.

Odavde, za duzi AB i A'B’ sledi A’B’ = |k|AB. Dakle, homotetija Ho j
predstavlja transformaciju slicnosti sa koeficijentom |k|. O

Lako se pokazuje sledeéa teorema:

Teorema 12.3.2. Transformacija slicnosti P : E™ — E™ koja prevodi
svaku pravu u njoj paralelnu pravu predstavija translaciju ili homotetiju.

Teorema 12.3.3. Ako je P : E™ — E" transformacija slicnosti sa koefi-
cijentom k i O fiksirana tacka prostora E™ tada postoje dve i samo dve
izometrijske transformacije Iy i Iy prostora E™ takve da je

P:_Zl O,HOJ.C, ,P:’HOJC OIQ.

Dokaz. Neka u transformaciji slicnosti P dvema raznim tackama P, @)
prostora E™ odgovaraju redom tacke P’, Q' prostora E", a u homotetiji Ho j
tackama P, Q odgovaraju tacke P”, Q" prostora E™. Tada je P'Q’ = k PQ
i P'Q" = k PQ, odakle je P'Q" = P"Q" i kompozicija P o ’Halk tacke P,
Q" prevodi u tacke P’, Q' pa predstavlja neku izometrijsku transformaciju
Iy. Iz Po ’Hglk =T sledi da je P =Z; o Hp . Analogno se dokazuje drugi
deo teoreme. O



194 12. Sliénost i homotetija

Teorema 12.3.4. Neka je Hoj, homotetija prostora E™. Ako je n paran
broj tada homotetija Ho . predstavija direktnu transformaciju slicnosti; ako
je n neparan broj tada homotetija Ho j, predstavija direktnu ili indirektnu
izometrijsku transformaciju slicnosti u zavisnosti od toga da li je k > 0
ili k< 0.

Dokaz. Razmotrimo najpre slucaj n = 2. Ako u homotetiji Ho j tackama P
i Q nekolinearnim s tackom O odgovaraju redom tacke P’ i Q' tada za k > 0
uglu POQ@ odgovara taj isti ugao, a za k < 0 uglu POQ odgovara njemu
centralno simetrican ugao P’OQ’. Odavde neposredno sledi da u homotetiji
Ho . svakom uglu odgovara njemu istosmeran ugao, pa je homotetija Ho x
ravni E? direktna izometrijska transformacija.

Neka je sada n = 3. Ako u homotetiji Hp  tackama P, @), R nekompla-
narnim s tackom O odgovaraju redom tacke P’, ', R’, tada za k > 0 triedru
Opqr odgovara taj isti triedar Opig/ g/, a za k < 0 triedru Opgr odgovara
njemu centralno simetrican triedar Oprq r/. Dakle homotetija Ho , za k > 0
ne menja a za k < 0 menja orjentaciju prostora E3. O

Teorema 12.3.5. Skup Ho svih homotetija koje imaju zajednicko srediste
O predstavlja komutativnu grupu.

Dokaz. Neka su Hox, i Hox, dve proizvoljne homotetije iz skupa Ho.
Neka je X proizvoljna tacka prostora E™ i neka su X i X9 tacke prostora
E™ takve da je Hox, (X) = X1 1 Hok,(X1) = Xo. Tada je O—X1> = k:lOA)_(}
i OXp = ks0X,, odakle je OX5 = k1ksOX. Dakle Hox, © How = Ho,
gde je k = k1ko.

Ako je Ho homotetija iz skupa Ho, bice i Hglk homotetija i skupa
Ho. Zaista, ako oznacimo sa X proizﬂnu tacku prostora E™ i &)}( " tacku
takvu da je Hor(X) = X’ onda je OX' = k:O‘)?, tj. OX — %OX’ odakle
sledi Halk = HO%.

Budu¢i da homotetije iz skupa Ho predstavlja elemente grupe G(P) svih
transformacija sli¢nosti prostora E™, na osnovu dokazanog sledi da skup
Ho predstavlja podgrupu grupe G(P). Komutativnost sledi neposredno iz
definicije homotetije. O

Definicija 12.3.2. Grupu koja se sastoji iz svih homotetija prostora E™
sa zajednickim srediStem O nazivamo grupom homotetija i simbolicki je
oznacavamo sa G(Ho).

Teorema 12.3.6. Grupa G(Hp) je izomorfna multiplikativnoj grupi G(R*),
gde je R* = R\{O}.
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Teorema 12.3.7. Ako su Ho, r, @ Ho,k, dve homotetije prostora E" sa
raznim sredistima O1 1 Oz tada je Ho, ko © Hoy iy -

(i) Homotetija Ho x ako je kika # 1, pri cemu je k = kika a O tacka prave
010, takva da je

0.0 : 003 = (ks — 1) : ka(ky — 1),

(ii) Translacija TpR, ako je kiky =1, pri éemu je
3 ey
PP2 H 0102, PP2 = (1—k2)0102.

Dokaz. Oznacimo sa P i () dve razne tacke prostora E™, sa P; i Q1 tacke
prostora E™ koje u homotetiji Ho, x, odgovaraju tackama P i Q, a sa P> i
()2 tacke prostora E" koje u homotetiji Ho, r, odgovaraju tackama P; i Q1.
?Fada je PiQ1 | P'Q i PQo || Plgl’ odakle sle‘di P?Qg | PQ. Osim toga
je PQ1 = k1 PQ i P,Q2 = koP1 Q4 odakle sledi da je PoQo = kP(Q) gde je
k = kiks.

Slika 12.1.

(i) Neka je k # 1. Prave PPy i QQ2 se seku. Oznac¢imo sa O njihovu
presecnu tacku (slika 12.1). Tada je ocigledno Ho, k, © Hoy ki = Hok-
Takode, tacke O, O; i O3 su kolinearne. Zaista, ako obelezimo sa O] tacku
koja u homotetiji Ho, x, odgovara tacki Oi, tada u homotetiji Hop j tacki
O odgovara tacka O}. Dakle trojke tacaka Oz, O1, O] i O, O, O} su
kolinearne, odakle sledi da su tacke O, O1 i Oy kolinearne.
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Tacka O je invarijantna tacka homotetije Ho i, odakle sledi
HO2J€2 © Hohkl (O) =0,

tj.
Hoy k (0) = 7‘[6;,” (0) = o'

Iz ovih jednakosti i relacije
— s —
010/ = 0105 + 020/

nalazimo

X 1 ?
k:1010 = OlO + 002 + k702 )
2

odakle je

010 : 005 = (ks — 1) = ka(k1 — 1).

Slika 12.2.

(ii) Za k = 1 prave PP, i QQ2 su medusobom paralelne (slika 12.2).
Tada je

Hooky © Hovly = Tpp,-

Vazi ki = & i O1P{ : O1P = O3P] : 0P, odakle sledi PP, || 0201, a

takode i N .
PPy =(1- k,—l)Olog — (1 k2)010s.
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Teorema 12.3.8. Ako je Ho homotetija i L izometrijska transformacija
prostora E™, tada je

ToHokroI ' =Hzo)k

Dokaz. Neka u homotetiji Hp  tacki X prostora E™ odgovara tacka X !
prostora E", a u izometriji Z tackama O, X, X' prostora E" odgovaraju

redom tacke O1, X1, X{. S obzirom na to da je OX’ = kOX bice i O1X] =
kO1X1. Prema tome u kompoziciji Z o Ho . o I~ svakoj tacki X; prostora

— s
E™ odgovara tacka X| prostora E™ takva da je O1X] = kO1X;. Prema
tome Z o Hop i, oIl = HI(O),k- O

Teorema 12.3.9. Homotetija Ho j i izometrija L prostora E" su komuta-
tivne transformacije ako i samo ako je srediste O homotetije Ho y invari-
jantna tacka izometrije I, tj.

ToHor=HoroZ < Z(O)=0.

Dokaz. Neka je najpre ZoHopr = HoroZ, tj. ZoHoyo ! = Ho k-

Odavde primenom prethodne teoreme neposredno sledi Z(0) = O.
Obratno, ako je Z(O) = On na osnovu prethodne teoreme je Z o Hp j, 0

' = Hopk, tj. ToHor =HoroL. U

Nije tesko dokazati da vazi i sledeca

Teorema 12.3.10. Ako je S, osna refleksija i Ho homotetija ravni E?
tada je
H _
Sp 7t =HoxoSpoHg ) = Sup )

12.4 Predstavljanje transformacija slicnosti ravni
E? u kanonskom obliku

Ustanovili smo da se svaka transformacija sliénosti P (k # 1) moze
na beskona¢no mnogo nacina predstaviti kao kompozicija jedne homotetije
i jedne izometrijske transformacije te ravni. Transformacije iz kojih je sas-
tavljena ta kompozicija u opstem slu¢aju nisu komutativne. Na§ cilj bice
da transformaciju sli¢nosti P predstavimo u obliku kompozicije sastavl-
jene iz dveju komutativnih transformacija od kojih je jedna homotetija a
druga izometrija. Takvo predstavljanje transformacije sli¢nosti nazivamo
kanonskim. U cilju dokaza moguénosti ovakvog predstavljanja, neophodno
je najpre ustanoviti da transformacija sli¢nosti ravni E?, kojoj je koeficijent
slicnosti k # 1, poseduje jedinstvenu invarijantnu tacku.
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Teorema 12.4.1. Svaka direktna izometrijska transformacija slicnosti ravni
E? kojoj je koeficient slicnosti k # 1 poseduje jedinstvenu invarijantnu tacku.

Dokaz. Ustanovimo najpre da direktna transformacija sli¢nosti P ne moze
imati vise od dve invarijantne tacke. Ako bi Op i Oy bile dve razne invari-
jantne tacke transformacije P tada bi koeficijent slicnosti £k = O7 : Oy bio
jednak jedinici, sto je isklju¢eno pretpostavkom.

Dokazimo egzistenciju invarijantne tacke transformacije slicnosti P. Neka
u transformaciji sli¢cnosti P dvema raznim tackama P i Q odgovaraju tacke
P'i@. Ako je pri tome P = P ili Q = Q' tvrdenje sledi neposredno.

Razmotrimo slucaj kada je P # P’ i Q # @'. Oznacimo sa R presecnu
tacku pravih PP' 1 QQ' (slika 12.3 (a)). Tacka R postoji jer bi u suprotnom
P bila izometrija. Ozna¢imo sa O drugu preseénu tacku krugova opisanih
oko trouglova ARPQ i ARP'Q’. Specijalno, ako se krugovi dodiruju tacke
R i O se poklapaju. (slika 12.3 (b))

Slika 12.3.

Tada vazi
APOQ = APRQ = £P'RQ' = £P'OQ’,
tj. £POQ = L P'OQ’. Takode vazi
AQPO = LQRO = LSRQ' = L£Q'P'O,

tj. £QPO = £Q'P'O. Dakle uglovi trouglova AOPQ i AOP'Q’" su po-
dudarni. To znaci da postoji rotacija Ro, takva da poluprave [OP) i
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[OQ) prevode redom u poluprave [OP’) i [0Q'). Neka je Ro(P) = P”,
Ro.w(Q) = Q". Tada imamo

LOP'Q' = LOPQ = LOP"qQ",

odakle sledi P'Q’ | P"Q". To znaci da postoji homotetija Hp ; takva da
je Hor(P") = P', Hor(Q") = Q' gde je k = L& Znaci P = Ho 1 Ro .-
Tacka O je invarijantna tacka transformacije sli¢nosti P. O

Definicija 12.4.1. Jedinstvenu invarijantnu tacku direktne transformacije
slicnosti P ravni E?, kojoj je koeficijent k # 1, nazivamo sredistem ili cen-
trom slicnosti te transformacije.

Teorema 12.4.2. Svaka direktna transformacija slicnosti P ravni E?, koja
ne predstavlja izometriju niti homotetiju, mozZe se na dva i samo dva nacina
predstaviti kao kompozicija dveju komutativnih transformacija od kojih jedna
predstavlja homotetiju a druga izometriju.

Dokaz. Da bi se transformacija slicnosti P mogla predstaviti kao kom-
pozicija dveju komutativnih transformacija od kojih jedna predstavlja ho-
motetiju a druga izometriju potrebno je i dovoljno da srediste te homotetije
bude invarijantna tacka te izometrije pa prema tome i transformacije P.
Buduéi da transformacija P sa koeficijentom k # 1 poseduje jedinstvenu in-
varijantnu tacku O, postoje dve i samo dve homotetije H(_)lk i 7-[5’1_ 5 Tavni E?
takve da kompozicije P o H(_)lk iPo ";’-[5717,g prestavljaju izometrijske trans-
formacije. Obe izometrijske transformacije su direktne sa invarijantnom
tackom O, te predstavljaju centralne rotacije, oznac¢imo ih sa Ro ., i Ro -
Pri tome su uglovi w i w’ suplementni i suprotnosmerni , te znajuéi jednu
od tih rotacija znamo i drugu. Na taj nacin imamo da je P = Ro . o Hok
iP=Rouw oHo,—r Oba ovaizraza su komutativna. O

Definicija 12.4.2. Reprezentacije ustanovljene prethodnom teoremom na-
zivamo kanonickim reprezentacijama transformacije P. Onu od tih reprezen-
tacija u kojoj homotetija ima pozitivan koeficijent nazivamo prvom ili nepos-
rednom kanonickom reprezentacijom, a onu u kojoj homotetija ima negati-
van koeficijent nazivamo drugom ili posrednom kanonickom reprezentacijom
transformacije slicnosti P.

Iz definicije neposredno sledi da je direktna transformacija sli¢nosti P
ravni E? jednoznaéno odredena ako su joj poznati srediste, ugao i koeficijent
slicnosti. Stoga takvu transformaciju simbolicki oznacavamo sa Po .,
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Teorema 12.4.3. Svaka indirektna transformacija slicnosti P ravni E? ko-
joj je koeficijent slicnost k # 1 poseduje jedinstvenu invarijantnu tacku i dve
mvarijantne prave koje se seku u invarijantnoj tacki pod pravim uglom.

Dokaz. Kao i u sluc¢aju direktnih transformacija sli¢nosti konstatujemo da
P ne moze imati dve ili viSe invarijantnih tac¢aka jer bi u tom slu¢aju bilo
k = 1, sto je isklju¢eno uslovom teoreme. Dokazimo jos da P poseduje
invarijantnu tacku i dve invarijantne prave koje se seku u toj tacki pod
pravim uglom.

Slika 12.4.

Neka u transformaciji slicnosti P dvema raznim tackama P i @ odgo-
varaju redom tacke P’ i @', pri ¢emu je P # P'i Q # Q' (slika 12.4).
Oznacimo sa Hg ) homotetija ravni E? u kojoj tacki P odgovara tacka P/,
a sa S, osnu refleksiju ravni E? u kojoj tacki Hsx(Q) = Q" odgovara tacka
Q'. Tada je P'Q’ = P'Q", odakle sledi P’ € p. Kako svaka od indirektnih
izometrijskih transformacija P i S, o Hgx ravni E? tacke P i Q prevodi
redom u tacke P’ i @', to je P =Sy 0 Hg .

Ako bi transformacija P posedovala invarijantnu tacku O i ako bi bilo
Hsx(O) = O tada bi bilo S,Hg,(O) = O, tj. P(O) = O, pa bi prava p
bila medijatrisa duzi OO’ a samim tim bi tacka O pripadala pravoj s koja
sadrzi tacku S i upravna je na pravoj p. Neka je S’ tacka prave PP’, takva
da je S’P': S'P = —k. Iz relacije P'S’ : S’P = P'O : PO sledi da je prava
s’ odredena tackama O i S’ simetrala ugla £ POP’. Kako su uglovi £ POP’
i £0'P’O naizmenicni sa paralelnim kracima OP i OP’, simetrale s’ i p
tih uglova medusobom su paralelne, pa je s L s’. Prema tome, ako postoji
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invarijantna tacka O transformacije P ona se nalazi u preseku pravih s i s’
odredenih relacijama S €s L piS € | p.

Obratno, ako su s i s’ prave odredene relacijama S € s L pi S’ € ¢ | p,
tacka O = sN s’ bi ce invarijanta transformacije P. Zaista, iz relacije s 1 s
sledi da tacka O pripada krugu [ kome je duz SS’ preénik, pa je O'P’' : PP’ =
k. Ako u homotetiji Hgy tacki O odgovara tacka O, bice O'P' : OP =k,
pa je OP' = O'P’, i prema tome S,(0’) = O. Dakle P(O) = O.

Transformacija P poseduje dve invarijantne prave. To su prave s i s'.
Zaista, kako je Hgi(s) = s 1 Sp(s) = s to je P(s) = s. Ako je s” prava
kroz tacku O’ paralelna pravoj p, bice Hgy(s') = s” i Sp(s”) = s’ onda
imamo P(s’) = &' O

Definicija 12.4.3. Jedinstvenu invarijantnu tacku O transformacije slic-
transformacije P. Invarijantne prave s i s’ nazivamo osama transforma-
cije P.

Teorema 12.4.4. Svaka indirektna izometrijska transformacija slicnosti P
ravni E? sa koeficijentom k # 1 moze se na dva i samo dva nac¢ina predstaviti
kao komutativna kompozicija homotetije i izometrije.

Dokaz. Da bi se transformacija slicnosti P mogla predstaviti kao komu-
tativna kompozicija homotetije i izometrije potrebno je i dovoljno prema
ranije dokazanoj teoremi da srediste te homotetije bude invarijantna tacka
pomenute izometrije te prema tome i transformacije P. S obzirom na to
da transformacija P poseduje jedinstvenu invarijantnu tacku O, to pos-
toje tatno dve homotetije H;}C i Hgl_k ravni E? takve da kompozicije
730"7'-[§}C 1730’7'-[;17,C predstavljaju izometrijske transformacije. Obe pomenute
izometrije su indirektne sa invarijantnom tackom O te predstavljaju osne re-
fleksije Sy i Sy ravni E? pri éemu ose s i s’ sadrze tacku O. Ose s i s’ su
jedine invarijantne prave transformacije P pa su istovetne sa osama te trans-
formacije. Prema tome sledi P = SsoHop = HoroSsiP=SyoHo i =
/HO,fk o Ss/. O

Definicija 12.4.4. Reprezentacije iz prethodne teoreme nazivamo kanonic-
kim reprezentacijama indirektne transformacije slicnosti P ravni E2. Repre-
zentaciju u kojoj homotetija ima pozitivan koeficijent nazivamo prvom ili
neposrednom kanoni¢kom reprezentacijom, dok reprezentaciju u kojoj ho-
motetija ima negativan keficijent nazivamo drugom ili posrednom kanonic-
kom reprezentacijom transformacije sli¢nosti P. Tacka O, prava s i broj k
predstavljaju redom srediSte, osu i koeficijent sli¢nosti transformacije P.
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1z izlozenog neposredno sledi da da je indirektna transformacija sli¢nosti
P ravni E? jednozna¢no odredena osom s, centrom S i koeficijentom k. Iz
tog razloga takvu transformaciju oznacavamo Pp s .

12.5 Sli¢nost likova u prostoru E"

Transformacija sli¢nosti prostora E™ omogucuje da na skupu likova tog
prostora definiSemo relaciju sli¢nosti likova.

Definicija 12.5.1. U prostoru E™ lik ¢ je slican liku ¢’ ako postoji trans-
formacija slicnosti P prostora E™ takva da je P(¢) = ¢’. Oznaka: ¢ ~ ¢'.

Buduéi da postoje direktne i indirektne transformacije sli¢nosti to raz-
likujemo direktne i indirektne sli¢nosti likova.

Definicija 12.5.2. U prostoru E" lik ¢ je direktno slican liku ¢’ ako pos-
toji direktna transformacija sli¢nosti koja lik ¢ prevodi u lik ¢’. Ako je P
indirektna transformacija slicnosti onda su likovi ¢ i ¢’ indirektno slicéni.

Navesc¢emo najvaznije osobine relacije slicnosti geometrijskih likova pros-
tora E™.

Teorema 12.5.1. Relacija sli¢nosti likova je relacija ekvivalencije.

Dokaz. (i) Identicka transformacija je kao izometrija i transformacija slic-
nosti, odakle sledi refleksivnost relacije sli¢nosti figura.
(ii) Ako su ¢ i ¢' dva lika prostora E" takva da je ¢ ~ ¢ tada postoji
transformacija slicnosti P takva da je P(¢) = ¢'. Kako je inverzna trans-
formacija P~! transformacija sli¢nosti prostora E™, to iz P~1(¢') = ¢ sledi
da je ¢/ ~ ¢, cime je simetri¢nost relacije ~ dokazana.
(iii) Ako su ¢, ¢' 1 ¢ tri lika prostora E™ takva da je ¢ ~ ¢/ i ¢ ~
¢", onda po definiciji postoje transformacije slicnosti P’ i P” takve da je
P'(¢) = ¢ i P"(¢') = ¢". Kako kompozicija P = P” o P’ predstavlja takode
transformaciju slicnosti prostora E™ i kako je P(¢) = P" o P'(¢) = ¢" sledi
¢ ~ ¢", pa je relacija ~ i tranzitivna. O
S obzirom na to da je relacija slicnosti geometrijskih likova relacija ek-
vivalencije, to ona omogucéava razbijanje skupa svih geometrijskih likova
prostora E™ na klase ekvivalencije medusobom sli¢nih likova. Takvih klasa
ima beskona¢no mnogo, npr. klase sli¢nih trouglova, klase sli¢nih cetvoro-
uglova, itd.
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Definicija 12.5.3. Neka je X skup svih likova prostora E". Element ¢
faktor skupa /., relacije slicnosti zovemo formom ili oblikom. Za dva lika
¢1 1 ¢9 kazemo da imaju isti oblik ili istu formu tj. da su ekviformni ako
pripadaju istoj klasi skupa ¥ /..

Uslovi iz kojih se utvrduje da dva lika imaju istu formu ili isti oblik,
tj. da su slitna, nisu uvek dati na idealan nacin transformacijom sli¢nosti
P koja jedan lik prevodi na drugi. Ti uslovi se i kod najjednostavnijih
geometrijskih likova kao sto su trouglovi mogu izraziti na vise nac¢ina. To je
i razlog uvodenja stavova o sli¢nosti trouglova kojih ima cetiri.

Teorema 12.5.2. (Prvi stav o sli¢nosti trouglova) Dva trougla prostora E™
(n =2,3) su slicna ako su dve stranice jednog trougla proporcionalne odgo-

varajuéim stranicama drugog trougla, a uglovi zahvaceni tim stranicama po-
dudarns.

B” Cu i

Slika 12.5.

Dokaz. Neka su u prostoru E" data dva trougla AABC i AA'B'C’
(slika 12.5.) takva da je A’'B’ : AB = A'C' : AC = k1 LA = LA
Ako u homotetiji H 4y tackama B i C odgovaraju tacke B” i C”, bice
AAB"C" =2 AA’B'C’. Znaci postoji izometrija Z prostora E™ koja tacke A,
B”, C” prevodi redom u tacke A’, B’ i C’'. Tada, u transformaciji sli¢nosti
P =T oMy tackama A, B, C odgovaraju redom tacke A’, B i C’, odakle
sledi AABC ~ AA'B'C. O

Teorema 12.5.3. (Drugi stav o sli¢nosti trouglova) Dva trougla prostora
E™ (n = 2,3) su slicna ako su dva ugla jednog trougla podudarna odgo-
varajuéim uglovima drugog trougla.
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Dokaz. Neka su AABC i AA’B'C’ trouglovi prostora E™, (n = 2,3) takvi
da je LA = LA" i LB = AB’. Ako u homotetiji Ha prostora E", gde
je A’B" : AB = k, tackama B i C odgovaraju tacke B” i C" onda ¢e biti
AAB"C" = AA'B'C’, sto znac¢i da postoji izometrija Z prostora E™ koja
tacke A, B”, C" prevodi u tacke A’, B’ i C’. Tada, u transformaciji slicnosti
P =T oMy tackama A, B, C odgovaraju redom tacke A’, B’ i C’, odakle
sledi AABC ~ AA'B'C. O

Teorema 12.5.4. (Treéi stav o sli¢nosti trouglova) Dva trougla prostora
E" (n = 2,3) su sliéna ako su sve stranice jednog trougla proporcionalne
odgovarajucim stranicama drugog trougla.

Dokaz. Neka su u prostoru E" data dva trougla AABC i AA'B'C’ takva
da je AB' : AB = A'C' : AC = BC : B'C" = k. Ako u homotetiji Ha
prostora E™ tackama B i C' odgovaraju tacke B” i C" onda je AAB"C" =
AA'B'C’, pa postoji izometrija Z prostora E™ koja tacke A, B”, C" prevodi
redom u tacke A’, B’ i C/. Prema tome u transformaciji slicnosti P =
T oMy tackama A, B, C' odgovaraju redom tacke A’, B i C’, odakle sledi
AABC ~ AA'B'C’. Il

Teorema 12.5.5. (Cetvrti stav o slicnosti trouglova) Dva trougla prostora
E™ (n = 2,3) su sliéna ako su dve stranice jednog trougla proporcionalne
odgovarajucim stranicama drugog trougla, uglovi naspram dveju od tih odgo-
varajuéih stranica podudarni, a uglovi naspram drugih dveju odgovarajucih
stranica oba ostra, oba prava ili oba tupa.

Dokaz. Neka su u prostoru E" data dva trougla AABC i AA'B'C’ takva
da je A’B": AB = A'C' : AC =k, 4B = £B’, a uglovi £C i £C" oba
ostra, oba prava ili oba tupa. Ako u homotetiji H 4 prostora E" tackama
B i C odgovaraju tacke B” i C” onda je AAB"C" =2 AA’B'C’, pa postoji
izometrija Z prostora E™ koja tacke A, B”, C” prevodi redom u tacke A’,
B'i C'. Prema tome u transformaciji slicnosti P = Z o H 4, tackama A, B,
C odgovaraju redom tacke A’, B’ i C’, odakle sledi AABC ~ AA'B'C’. O
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12.6 Neke primene slicnosti

Sada ¢emo iskazati i dokazati nekoliko stavova koji su posledica stavova
o sli¢nosti trouglova.

Teorema 12.6.1. (Pitagorina! teorema) Ako je ugao £A trougla AABC
prav, onda za stranice tog trougla vazi:

BC? = AB? + AC?.

Dokaz. Oznagimo sa D podnozje normale iz temena pravog ugla £A na
stranicu BC' (slika 12.6. (a)). Tada vazi AABC ~ ADBA i AABC ~
ADAC, odakle sledi

AB:BC=BD:AB, i AC: BC=CD: AC.

Sada je AB? = BC - BD i AC? = BC - CD. Sabiranjem poslednjih dveju

relacija dobija se BC? = AB? + AC?. O
A
| W\
Zy\ |
B D C g E C F
(@) (o)
M
Slika 12.6.

Teorema 12.6.2. Ako su F i F' tacke u kojima simetrale unutrasnjeg i
spoljasnjeg ugla kod temena A trougla AABC seku pravu BC, tada je

BE:CE=BF:CF=AB: AC.

'Pitagora (VI vek pre nove ere). Pretpostavlja se da je ovo tvrdenje bilo poznato starim
Egipéanima (oko 3000 godina pre nove ere), a takode i Vaviloncima (oko 2000 godina pre
nove ere). Medutim Pitagora ga je prvi dokazao. Uz pomoé ovog tvrdenja, Pitagora ili
neki od njegovih ucenika, ustanovio je nesamerljivost dijagonale i ivice kvadrata.
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Dokaz. Neka su M i N tacke u kojima prava p, takva dajep || ABiC € p,
sece redom prave AE i AF (slika 12.6. (b)). Tada je K MAC = LAMC
i ANAC = LANC, odakle sledi MC = AC i NC = AC. Takode vazi
AABE ~ AMCE i AABF ~ ANCF, pa imamo

BE:CE=AB:MC=AB:ACiBF:CF=AB: NC =AB : AC,
odakle sledi tvrdenje teoreme. O

Teorema 12.6.3. (Menelajeva®? teorema) Neka je u ravni E? dat trougao
AABC. Tacke P, Q i R pravih BC', CA i AB razlicite od temena A, B i
C trougla AABC su kolinearne ako i samo ako je

1) OF CQ AR __,
PC QA RB

Slika 12.7.

Dokaz. Neka su tacke P, @ i R kolinearne. Ozna¢imo sa s pravu odredenu
tackama P, Q i R. Kako prava s ne sadrzi ni jedno teme trougla AABC,
tacke P, @ i R su ili sve tri na produzecima stranica trougla AABC' ili se
dve nalaze na stranicama a treca na produzetku. To znaéi da se da su sve
tri razmere na levoj strani relacije (1) negativne ili da je jedna negativna a
dve pozitivne. U svakom slu¢aju znak leve strane relacije (1) je negativan.
Oznacimo sa A’, B’ i C' podnozja upravnih redom iz tacaka A, B i C na

*Menelaj (I vek nove ere)
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pravu s. Tada je AAAR ~ ABB'R, AAAQ ~ ACC'Q i ABB'P ~
ACC'P, odakle je
BP BB CQ CC' AR AA

PC T CC" QA AA' ' RB~ BB’

odakle direktno sledi relacija (1).

Obratno, Neka vazi relacija (1) i neka prava PQ sece pravu AB u tacki
R'. Tada prema dokazanom delu teoreme sledi

B O AR

(2) : == =-1
PC QA RB
— =
Iz (1) i (2) sledi AR : RB = AR - R'B, sto znadi da se tacke R i R/
poklapaju. O

Teorema 12.6.4. (Cevina® teorema) Neka je u ravni E? dat trougao AABC
1 neka su tacke P, Q i R pravih BC', CA i AB razlidite od temena A, B i
C trougla AABC. Prave AP, BQ i CR pripadaju jednom pramenu pravih
ako i samo ako je

(3) ﬁ.@.‘ﬁ_
PC QA RB

Dokaz. Neka se prave AP, BQ i CR seku u tacki S (slika 12.8.). Primenom
Menelajeve teoreme na trougao AABP i pravu RC dobijamo

" B0 P8 ah
S

Sada, primenimo Menelajevu teoremu na trougao APCA i pravu BQ.
Dobija se

) PBCQ 4S5,
BC Qi 5P

Mnozenjem odgovarajuéih strana jednakosti (4) i (5) dobijamo jednakost (3).
Obratno, neka vazi jednakost (3). Oznac¢imo sa S presecnu tacku pravih
BQ i CR, a sa P’ presecnu tacku pravih AS i BC. Prave, AP’, BQ i CR

*Povani Ceva (1648-1734) dokazao je ovo tvrdenje 1678. g.
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B P C

Slika 12.8.

pripadaju istom pramenu pravih, odakle na osnovu dokazanog dela teoreme
sledi

6 . . =1
(6) ?Cﬁﬁ

_—

Iz jednakosti (3) i (6) sledi BP:PC = BP - P'C', odakle sledi da se tacke
P i P’ poklapaju.

S obzirom na ¢injenicu da Menelajeva teorema vazi i kada je neka od

razmera na levoj strani jednaka —1, Cevina teorema ¢e vaziti i za slucaj

kada su prave AP, BQ) i CR medu sobom paralelne. O
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12.7 Anharmonijske i harmonijske ¢etvorke tacaka,
pravih i ravni

Pri resavanju raznovrsnih geometrijskih zadataka ¢estu primenu imaju

harmonijski spregnuti elementi: tacke, prave i ravni. Pored primene u Euk-

lidskoj geometriji harmonijski spregnuti elementi imaju veliki zna¢aj i pri-
menu u projektivnoj geometriji.

Definicija 12.7.1. Dvorazmerom ili dvojnim odnosom R(A, B; C, D) pros-
tora E™ nazivamo broj A takav da je

R(A, B;C
R(A,B;C,D) = REABD% =\,

odnosno

% ap
.

gde R(A, B;C) oznatava prostu razmeru %. Specijalno ako je A = —1
doti¢nu dvorazmeru nazivamo harmonijskom a ako je A # —1 anharmoni-

jskom. U slucaju A = —1 umesto R(A, B; C, D) pisemo H (A, B;C, D).

Izveséemo najvaznija svojstva uvedene relacije harmonijski spregnutih
tacaka na pravoj.

Teorema 12.7.1. Ako su A, B, C, D cetiri harmonijske tacke, tj. ako je
H(A, B; C, D), tada vaze i relacije H(A, B; D,C) i H(C, D; A, B).

Dokaz. Koristeéi definiciju harmonijski spregnutih tacaka na pravoj dobi-

J (A, B;C,D) = AC : BC = —AD : BD
— AD: BD = —AC' : BC

— (A, B; D, C);
(A, B;C,D) = AC': BC = —AD : BD
—~CA:DA=_-CB:DB

= H(C,D : A, B);



210 12. Sliénost i homotetija

Teorema 12.7.2. Ako su A, B, C, D c¢etiri razne tacke neke prave, O
tacka van te prave, a E i F tacke u kojima prava kroz tacku B paralelna
pravoj OA seée prave OC i OD, tada je

H(A,B;C,D) < Sp(E) = F.

O

A C\/B D
F

Slika 12.9.

Dokaz. Ako je H(A,B;C,D) (slika 12.9.) tada je AC : BC = —AD -
ﬁ = k. Odavde nalazimo da je H]_Dylfk oHcr = Sp, pri cemu je Sp(F) =

F. Obratno, ako je Sp(F) = F'i ﬁ : B? = k, tada u kompoziciji Hc roSn
tackama B i F' odgovaraju tacke A i O, pa je Hor o Sp = Hp —x. Odavde
sledi da je AC : BC = —AD : BD = k, tj. H(A, B; C, D). 0

Teorema 12.7.3. (O Apolonijevom? krugu) Neka su A i B dve date tacke
neke ravni, a m in (m # n) dve date duzi. Tada skup svih tacaka X takvih
da je AX : XB = m : n predstavlja krug nad precnikom CD, pri ¢emu su
C i D tacke prave AB takve da je AC : C :—zﬁlD =m:n.

Dokaz. Oznazimo sa [ krug nad precnikom CD, sa X proizvoilnu tacku
posmatrane ravni, sa p pravu koja sadrzi tacku B i paralelna je pravoj AX
a sa E i F presetne tacke prave p redom sa pravama C'X i DX. Kako je
H(A, B;C, D), to na osnovu teoreme 12.7.2. sledi da je tacka B srediste duzi
EF.

4 Apolonije iz Perge (ITI-II vek pre nove ere)
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Neka je AX : XB =m :n. Tada je
AX: XB=AX:BE=AC:CB=AX:BF =m:n,
odakle sledi BE =2 BF = X B. Prema tome, trougao AEXF' je pravougli,

tj. ugao LCXD = LEXF je prav (slika 12.10.). Dakle, tacka X pripada
krugu [ nad prec¢nikom CD.

Slika 12.10.

Obratno, neka tacka X pripada krugu [ nad pre¢nikom CD. Tada je
ugao £C'X D prav, kao ugao nad prec¢nikom CD, odakle sledi da je i ugao
£LEXF prav, pa je BX 2 BE = BF. Na osnovu Talesove teoreme sledi:

AX : XB=AX:BE=AC:CB=m:n,
¢ime je teorema dokazana. O

Definicija 12.7.2. Krug [ iz teoreme 12.7.3. naziva se Apolonijev krug.

Definicija 12.7.3. Za cetiri prave a, b, ¢, d nekog pramena pravih kazemo
da su harmonijski spregnute ako postoji prava p koja ih se¢e redom u har-
monijskim tackama A, B, C i D. Oznaka je H(a,b;c,d). Analogno, za
Cetiri ravni «, 8, v i 0 jednog snopa ravni kaze se da su harmonijski spreg-
nute i simboli¢ki oznacava H(c, 5;7,9) ako postoji prava koja ih prodire u
harmonijski spregnutim tackama.
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Teorema 12.7.4. (Papos®) Ako neka prava s sece cetiri harmonijske prave
a, b, ¢ i d ravni E* u raznim tackama A, B, C i D tada je H(A, B;C, D).

Dokaz. Prave a, b, ¢ i d su harmonijski spregnute pa stoga pripadaju
istom pramenu pravih X i postoji prava s’ koja ih sece redom u harmonijski
spregnutim tackama A’, B’, C' i D’ . Neka je X pramen konkurentnih pravih
sa sredistem u tacki O. Oznacimo sa E i F' tacke u kojima prava kroz tacku
B paralelna pravoj a sece prave ¢ i d, a sa E' i F' (slika 12.11.) tacke u
kojini;)rava kroz tacku B’ paralelna pravoj a sec¢e prave c i d. Neka je
k=O0B: O? Tada u homotetiji Ho  tackama B, E'i I’ odgovaraju tacke
B’, E' i F'. Prema dokazanoj teoremi tacka B’ je srediste duzi E'F’ pa je
i B srediste duzi EF. Prema istoj teoremi je H(A, B;C, D). Slucaj kada je
N pramen paralelnih pravih lako se pokazuje. O

Slika 12.11.

Analogno se dokazuje i sledeca

Teorema 12.7.5. (Tales) Svaka prava prodire harmonijske ravni u har-
monijski spergnutim tackama pri cemu ona ne sece osu pomenutog snopa
TaUNI.

SPapos (III vek nove ere)



Glava 13

Geometrija kruga 1 sfere

13.1 Centralni i periferijski uglovi kruga

Krug i sfera imaju znacajnu ulogu u geometriji od samog njenog nas-
tanka, pa je to jedan od razloga §to ¢emo ovo poglavlje posvetiti upravo
njima.

Napomenimo da se u literaturi ¢esto umesto termina krug koristi termin
kruznica ili kruzna linija, dok se termin krug koristi za kruznu povrs.

Sada ¢emo uvesti nekoliko veoma vaznih pojmova koji se ticu kruga.

Tetiva kruga je duz koja spaja dve njegove tacke. Najduza tetiva nekog
kruga je precnik ili dijametar tog kruga.

C

Slika 13.1.

Neka su A i B dve tacke nekog kruga. Deo kruga AB kao i njegov
komplement zva¢emo lukovima tog kruga. Ugao £ AOB je centralni ugao
posmatranog kruga. Ako je M prozvoljna tacka kruga razli¢ita od tacaka
Ai B, ugao LAMB je periferijski nad lukom AB. Reéi é¢emo da je luk

213
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zahvaéen periferijskim uglom ako se nalazi unutar tog ugla.

Teorema 13.1.1. Ako je AB precnik kruga k(O,r) i C proizvoljna tacka
kruga tada je ugao LACB prav.

Dokaz. Trouglovi (slika 13.1.) AAOC i ABOC su jednakokraki. Dakle
vazi LOCA = LA i1 LOCB = 4B, odakle je {ACB = {OCA+ £OCB =
LA+ £B = R, gde smo sa R oznacili prav ugao. O

Teorema 13.1.2. Centralni ugao kruga k(O,r) nad lukom MN je dva puta
veét od odgovarajuceg periferijskog ugla LM PN tog kruga.

Slika 13.2.

Dokaz. Oznacimo sa P proizvoljnu tacku luka M N. Treba pokazati da je
AMON =24LMPN. Mogu nastupiti tri slucaja.

(i) Centar O kruga k pripada jednom od krakova ugla £ M PN. Ne uman-
jujuéi opstost, pretpostavimo (slika 13.2(a)) da je O € PN. U tom slucaju
trougao AOPM je jednakokraki, pa je L{OPM = LOMP. Kako je ugao
AMON spoljasnji nesusedni za uglove L P i LM trougla AOPM, to vazi
AMON = £P+ LM, tj. LAMON = 2L MPN.

(ii) Centar O pripada unutrasnjosti ugla M PN. Ozna¢imo sa @ (slika
13.2(b)) drugu zajednicku tacku prave PO i kruga k. Prema dokazanom
delu (i) sledi LMOQ = 24 MPQ i ANOQ = 24 NPQ. Sada je {MON =
AMOQ + ANOQ =24 MPQ + 24{NPQ =2{MPN.

(iii) Tacka O pripada spoljasnjosti ugla L MON. Oznacimo sa @ (slika
13.2(c)) preseénu tacku prave PO i kruga k. Prema dokazanom delu (i)
sledi AMOQ =24 MPQ i ANOQ = 24N PQ. Sada je AMON = AMOQ—
ANOQ = 24 MPQ — 2{NPQ = 24 MPN. 0
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Posledica 13.1.1. (i) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom (slika
13.3(a)), ¢ija su sva temena sa iste strane prave odredene tom tetivom su
podudarni medusobno.

(i) Periferijski uglovi kruga nad istom tetivom, ¢ija su temena sa raznih
strana prave odredene tom tetivom (slika 13.3(a)), su suplementns.

Slika 13.3.

Teorema 13.1.3. Ugao odreden tangentom i tetivom u jednoj od krajnjih
tacaka tetive, podudaran je odgovarajucem periferijskom uglu tog trougla.

Dokaz. Neka je u ravni dat krug k(O, ) i tacke A, B i P na krugu k. Neka
je AR tangenta u tacki A na krug k, pri ¢emi su tacke P i R sa raznih strana
prave AB. Oznacimo sa ) drugu zajednicku tacku prave AO sa krugom k.
Uglovi L RAB i £AQB su podudarni kao uglovi sa normalnim kracima. Na
osnovu posledice 13.1.1. uglovi L APB i £ AQ B su takode podudarni, odakle
sledi tvrdenje tgeoreme. O

Definicija 13.1.1. Uglom koji zahvataju dva kruga koji se seku u ravni
zva¢emo ugao izmedu njihovih tangenata u preseénoj tacki. Analogno uglom
koji zahvataju prava i krug koji se seku, zvac¢emo ugao izmedu prave i tan-
gente na krug u jednoj od presecnih tacaka.

Definicija 13.1.2. Prava i krug, odnosno dva kruga, su ortogonalni (up-
ravni, normalni) ako zahvataju prav ugao.

Nije tesko uociti da ¢e prava biti upravna na krug ako i samo ako sadrzi
njegov centar. Takode dva kruga su ortogonalna ako i samo ako tangenta
jednog sadrzi srediste drugog.
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13.2 Tangentni ¢etvorougao

Definicija 13.2.1. Cetvorougao ¢ije su sve ivice tangente nekog kruga naziva
se tangentn: cetvorougao.

U vezi sa tangentnim ¢etvorouglovima postoji kriterijum za utvrdivanje
da li je ¢etvorougao tangentni ili ne. Pre formulacije pomenutog kriterijuma,
dokazacemo stav o podudarnosti tangentnih duzi.

Definicija 13.2.2. Odsecak tangente na krug od date tacke iz koje je ona
konstruisana, do dodirne tacke tangente i kruga nazivamo tangentnom duzi.

Teorema 13.2.1. Tangentne duZi konstruisane iz iste tacke na dati krug
su medusobno podudarne.

Dokaz. Neka su PT; i PT5 tangentne duzi iz tacke P (slika 13.4(a)) na
krug k(O,r). Iz podudarnosti pravouglih trouglova AOPT) i AOPT sledi
podudarnost tangentnih duzi PT} i PTs. O

(@) (o)

Slika 13.4.

Teorema 13.2.2. (Osnovna teorema o tangentnom ¢etvorouglu) Cetvoro-
ugao je tangentni ako i samo ako su mu zbirovi naspramnih stranica jednaks.

Dokaz. Neka je ABC D tangentni ¢etvorougao i nekasu P, @, Ri S dodirne
tacke redom ivica AB, BC, CD i DA sa krugom k (slika 13.4(b)) upisanim
u taj c¢etvorougao. Na osnovu teoreme o jednakosti tangentnih duzi vazi
AS =2 AP, BP = BQ, CQ = CRi DR = DS. Dakle, AB+ CD =
AP+ BP+CR+DR=AS+BQ+CQ+DS=AD+ BC.
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Obratno, neka su kod ¢etvorougla ABCD zbirovi naspramnih stranica
jednaki, tj. neka je AB+ CD = AD + BC'. Oznacimo sa k (slika 13.4(c))
krug koji dodiruje redom stranice AB, BC'i AD ¢etvorougla ABC D. Takav
krug postoji i njegov centar je prese¢na tacka simetrala uglova £A i 4B
cetvorougla ABC'D. Oznacimo sa D’ presecnu tacku tangente iz temena C
nakrug k sa pravom AD. Za tacke A, D i D' moze vaziti tacno jedna od tri
moguénosti: (i) B(4,D’,D), B(A,D,D")ili D= D'.

(i) Neka je najpre B(A, D', D). Tada je prema pretpostavci AB + CD =
AD + BC, i kako je jos ¢etvorougao ABC D’ tangentni, to je AB+ CD’ =
AD' + BC. Iz prethodne dve relacije sledi CD' — CD = D'A — DA, tj.
CD'=CD+ D'A— DA, aodavde CD = CD' + DD’, sto je nemoguée jer
su CD, CD'" i DD’ stranice trougla ACDD’. dakle, ne vazi B(A, D', D).
(ii) Analogno se dolazi do kontradikcije i u drugom slucaju, tj. ne vazi
B(A,D,D’).

(iii) Prema tome, mora biti D = D', tj. ¢etvorougao ABCD je tangentni.[]

13.3 Tetivni cetvorougao

Definicija 13.3.1. Cetvorougao ¢ije su sve ivice tetive nekog kruga naziva
se tetivni Cetvorougao.

Teorema 13.3.1. Konveksni c¢etvorougao je tetivni ako i samo ako su mu
naspramni uglovi suplementnsi.

(@) (o)

Slika 13.5.
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Dokaz. Neka je ¢etvorougao ABCD tetivni (slika 13.5 (a)). Kako je
¢etvorougao ABCD konveksan, temena A i C su sa raznih strana dijag-
onale BD), odakle sledi na osnovu posledice 13.1.1. da su uglovi £ BAD i
£ BC'D suplementni.

Obratno, neka su naspramni uglovi ¢etvorougla ABC'D suplementni i
neka je krug k opisan oko trougla AABD. Tada se iz ¢etvrtog temena C
tetiva BD vidi pod uglom koji je suplementan uglu kod temena A, §to znaéci
na osnovu posledice 13.1.1. da i tacka C' pripada krugu k. O

Ponekad je u praksi lakse iskoristiti sledeéu teoremu za utvrdivanje da li
je Cetvorougao tetivan:

Teorema 13.3.2. Ako je cetvorougao ABCD konveksan i ako je {ACB =
LADB (slika 13.5 (b)) tada je taj ¢etvorougao tetivan.

13.4 Potencija tacke u odnosu na krug i sferu

Transformacije sli¢nosti prostora E™ omogucéuju u geometriji likova tog
prostora razotkrivanje raznih metrickih svojstava tih likova. Od posebnog
su interesa svojstva vezana za krug i sferu. Uz pomoé potencije tacke u
odnosu na krug i sferu izves¢emo neke od tih osobina. Pre uvodenja definicije
potencije tacke u odnosu na krug i sferu, neophodno je najpre dokazati
slede¢u teoremu.

Teorema 13.4.1. Ako su u ravni zadati krug k i tacka P, tada za svaku
pravu s koja sece krug k u tackama X 1Y i prolazi kroz tacku P wvaZi
ﬁ : ﬁ/ = const. Ako je tacka P van kruga k i T dodirna tacka jedne od
tangenata iz tacke P van kruga k, tada je P—X2 . P—}} = ﬁz.

Dokaz. Neka je tacka P van kruga k i neka su s i s’ dve razne prave
kroz tacku P (slika 13.6.) i seku krug k, prva u tackama X i Y a druga
u tackama X’ i Y’. Tada je APXY' ~ APX'Y prema drugom stavu o
sliﬁ;ost_it)rouglova, paje PX : PY' = PX': PY, a odavde je PX.PY =
PX'.PY’. Slucajevi kada je tacka P na krugu k je trivijalan a kada je tacka
P unutar kruga k razmatra se analogno prvom slucaju. Specijalno u slucaju
kada je tacka P izvan kruga k i T dodirna tacka jedne od tangenata iz tacke
P nakrug k, imamo da je APXT ~ APTY ,odakle je PX : PT' = PT : PY,

ti. PX-PY = PT". 0
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Slika 13.6.

13.4.1 Potencija tacke u odnosu na krug

Definicija 13.4.1. Konstantan proizvod I?)_() . P—)} uveden prethodnom teo-
remom nazivamo potencija tacke P u odnosu na krug k, i oznacavamo sa
p(P, k).

Iz definicije neposredno sledi da je potencija p(P, k) manja od nule ako
je OP < r, jednaka nuli ako je OP = r i ve¢a od nule ako je OP > r.

Ozna¢imo sa OP = d a sa A i B presetne tacke prave PO i kruga k.
Tada je p(P, k) = d*> — r2.

Lema. Ako su A i B dve tacke neke ravni i d duz, tada skup tacaka X te

ravni takvih da je AX? — BX? = d? predstavlja pravu upravnu na pravoj
AB.

D

Slika 13.7.

Dokaz. Uoc¢imo tacku D (slika 13.7.) u ravni tacaka A, B i X takvu
da je BD 2 di DB 1 AB. Oznac¢imo sa X presetnu tacku prave AB i
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medijatrise duzi AD. U tom slucaju vazi AXZ — BX¢ = DX¢ — BX§ =
DB? = d?. Primenom Pitagorine teoreme, trazeni skup tacaka je prava
upravna na pravoja AB u tacki Xj. a

Teorema 13.4.2. Skup svih tacaka ravni E? kojima su potencije u odnosu
na dva ekscentricna kruga ki1(O1,71) i ka(O2,12) medusobom jednake pred-
stavlja jednu pravu upravnu na pravoj O10,.

Dokaz. Neka je P tacka u ravni krugova kj i k2 (slika 13.8.) takva da je
p(P k1) = p(P, k). Tada je O1 P2 — 12 = OoP? — 12, tj. O1P? — OoP? =
r? —r2 = const. Na osnovu prethodne leme sledi da tacka P pripada pravoj p

koja je upravna na pravu O10z u tacki Q za koju O1Q% —02Q? = r? —r2. 0

Slika 13.8.

Definicija 13.4.2. Skup svih tacaka ravni ¢ije su potencije jednake u odno-
su na dva ekscentri¢na kruga k; i ke nazivamo potencijalnom ili radikalnom
osom tih krugova.

Neka su dati krugovi kp i k2. KonstruiSimo potencijalnu osu tih krugova.
Mogu nastupiti tri slucaja:
(1) Krugovi k; i k2 se seku u tackama A 1 B. U tom slucaju svaka od tacaka
A i B ima potenciju nula. U ovom slucaju potencijalna osa je prava AB.
(ii) Krugovi ky i kg se dodiruju. Tada je potencijalna osa njihova zajedicka
tangenta.
(iii) Krugovi k1 i k2 nemaju zajednickih tacaka. Konstrukciju potencijalne
ose vr§imo uz pomo¢ dokazane leme. Drugi nacin je konstrukcija pomoc¢nog
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kruga koji sece krugove ki i ko redom u tackama Aq, By i As, Bo. Presecna
tacka P pravih Ay B; i AsBs pripada potencijalnoj osi pomenutih krugova.

Pomenimo jos neke pojmove vezane za potenciju tacke u odnosu na krug.

Definicija 13.4.3. Skup svih krugova neke ravni od kojih svaka dva imaju
za potencijalnu osu istu pravu p, naziva se pramen krugova ili sistem koak-
sijalnih krugova, a prava p potencijalna osa tog pramena.

Teorema 13.4.3. Potencijalne ose triju krugova pripadaju istom pramenu
pravih.

Dokaz. Neka su krugovi k1, ko i k3 takvi da ne pripadaju istom pramenu i
nikoja dva nisu koncentri¢na. Tada posmatrajuci ih par po par odredujemo
tri potencijalne ose. Tacka koja ima istu potenciju u odnosu na sva tri kruga
pripada svakoj od tri pomenute potencijalne ose.

Obratno, tacka preseka bilo koje dve od tri potencijalne ose ima istu
potenciju u odnosu na sva tri kruga pa mora pripadati i tre¢oj potencijalnoj
osi. Ako su dve od tih potencijalnih osa paralelne onada je i tre¢a osa njima
paralelna. O

Definicija 13.4.4. Tacku O u kojoj se seku potencijalne ose triju krugova
nazivamo potencijalnim ili radikalnim sredistem tih krugova.

Nije tesko dokazati slede¢u teoremu:

Teorema 13.4.4. (i) Ako se u jednom pramenu krugova dva kruga seku u
tackama A i B onda se svaka dva kruga tog pramena seku u tackama A i B.
(ii) Ako se u nekom pramenu krugova dva kruga dodiruju u tacki C, onda
se svaka dva kruga tog pramena dodiruju u tacki C.

(iii) Ako dva kruga nekog pramena krugova nemaju zajednickih tacaka, onda
nikoja dva kruga tog pramena nemaju zajednickih tacaka.

Navedene osobine omoguéuju da u geometriji ravni E? razlikujemo tri
pramena krugova.

Definicija 13.4.5. Pramen krugova u ravni E? je elipticki ako se krugovi
tog pramena seku u dvema razli¢itim tackama, parabolicki ako se dodiruju i
hiperbolick: ako nemaju zajednickih tacaka.

Teorema 13.4.5. Za svaka dva kruga postoji tacno jedan pramen krugova
kome oni pripadaju.
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Slika 13.9.

Slika 13.10.

Dokaz. U slucaju kada se krugovi seku ili se dodiruju dokaz je trivi-
jalan. Neka krugovi k1(O1,71) 1 k2(O2,r2) (slika 13.10.) nemaju zajednickih
tacaka. OznacCimo sa [ njihovu potencijalnu osu, a sa ) prese¢nu tacku prave
[ sa pravom d = O105. Neka su A i A’ preseci kruga ko sa pravom d. Tada

je proizvod QA'- @i isti za sve krugove pramena. Neka su M i M’ presecne
tacke proizvoljnog kruga ks posmatranog pramena sa pravom d. Tada je
zadovoljen uslov QA’ - 6721 =QM' - Q—]\>4 , kojim je i odreden krug pramena.
Ako se tacke M i M’ poklapaju onda je krug k3 degenerisan u tacku.

Ako su krugovi ki i ko koncentri¢ni, onda se dogovorno hiperbolicki
pramen, odreden tim krugovima, sastoji od svih krugova koji su koncentri¢ni
sa datim krugovima. U tom slucaju potencijalnu osu predstavlja beskonacno
daleka prava ravni posmatranih krugova. O

Teorema 13.4.6. Skup krugova ortogonalnih na sve krugove datog pramena
predstavlja opet pramen krugova. U tom slucaju potencijalna osa prvog pra-
mena sadrzi sredista krugova drugog pramena.
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Slika 13.11.

Dokaz. Neka je prvi pramen zadat krugovima k1 (O1,71) 1 k2(O2,72). Neka
je | potencijalna osa krugova ky i ko a O] i O) tacke prave [ koje su izvan
krugova kp i ko. Te dve tacke imaju istu potenciju u odnosu na krugove ki i
ko pa prema tome predstavljaju sredista krugova koji ortogonalno seku date
krugove. Kako je ortogonalnost uzajamna, to tacka O; ima istu potenciju
72 u odnosu na krugove sa centrima O} i Ob. Zaista, to sledi iz ¢injenice da
je polupre¢nik 7 istovremeno i odsecak tangente iz tacke Op na krugove sa
centrima u tackama O} i O). Analogno, tacka O ima istu potenciju r3 u
odnosu na navedene krugove. Odavde sledi da je prava 0105 potencijalna
osa pramena odredenog krugovima sa centrima redom u tackama O} i Oj.
Oznacimo sa @ presecnu tacku pravih 0102 i O]0). Prema Pitagorinoj
teoremi sledi

0107 = Q0T + QOF = ri + 17,
tj.
QO —rf = —(QOF —77).

Odavde sledi da ako je potencija tacke () u odnosu na jedan pramen pozi-
tivna, onda je ona negativna u odnosu na drugi pramen. To znaci da se tacka
@ nalazi unutar krugova jednog, a van krugova drugog pramena. Drugim
re¢ima, ako je jedan pramen elipticki (slika 13.11), onaj drugi je hiperbolicki
i obrnuto.
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Slika 13.12.

Ocigledno je da ako je prvi pramen parabolicki, onda je isti takav i onaj
drugi (slika 13.12.). O

Definicija 13.4.6. Pramenovi krugova iz prethodne teoreme nazivaju se
ortogonalnim.

Definicija 13.4.7. Skup krugova ravni E? od kojih svaka tri imaju isti
radikalni centar nazivamo snop krugova. Potencija radikalnog centra u
odnosu na sve krugove snopa naziva se potencija snopa. Ako je poten-
cija snopa negativna onda taj snop zovemo eliptickim (slika 13.13.), ako
je potencija snopa nula onda takav snop zovemo parabolickim (slika 13.14.)
a ako je potencija snopa pozitivna onda takav snop zovemo hiperbolickim
(slika 13.15.).

Nije tesko zakljuciti da vazi slede¢a

Teorema 13.4.7. (i) Radikalno srediste eliptickog snopa nalazi se unutar
svth krugova snopa.

(ii) Svi krugovi parabolickog snopa prolaze kroz radikalno srediste.

(i4i) Radikalno srediste hiperbolickog snopa nalazi se van svih krugova snopa.

Teorema 13.4.8. (i) Postoji jedan i samo jedan krug koji krugovi nekog
eliptickog snopa seku u dijametralno suprotnim tackama (slika 13.13.).

(ii) Postoji jedan i samo jedan krug koji je ortogonalan na sve krugove nekog
hiperbolickog snopa (slika 13.14.).
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Slika 13.13. Elipticki snop krugova

Dokaz. Ocigledno je da navedeni krugovi imaju centar u tacki S koja pred-
stavlja radikalni centar pomenutih snopova i da su im polupreénici jednaki
p (—p? i p? su potencije snopa).

Mozemo uociti da u sastav eliptickog snopa ulaze samo elipticki pra-
menovi, u sastav parabolickog snopa elipticki i parabolicki pramenovi, dok
u sastav hiperbolickog snopa ulaze elipticki, parabolicki i hiperbolic¢ki pra-
menovi. ]
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Slika 13.14. Parabolicki snop krugova

Slika 13.15. Hiperboli¢ki snop krugova
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13.4.2 Potencija tacke u odnosu na sferu

Sve §to je re¢eno o krugovima u ravni E? moze se preneti i na sferu u
prostoru E3. Neka je u prostoru data sfera S(O, ) i prava s koja prolazi kroz
tacku M i prodire sferu u tackama A i B. Potencijom tacke M u odnosu
na sferu S nazivamo konstantan proizvod m . ﬁ Ako sferu presecemo
proizvoljnom ravni « koja sadrzi tacku M, onda nije tesko zakljuciti da
je potencija tactke M u odnosu na pesecni krug ravni « i sfere S jednaka
potenciji tatke M u odnosu na sferu S. Za tacke van sfere potencija je
pozitivna, za tacke na sferi je jednaka nuli dok je za tacke unutar sfere
potencija negativna. Kao i u slu¢aju potencije u odnosu na krug, potencija
tacke M u odnosu na sferu S(O, ) jednaka je p> = MO? —r2. Ako je tacka
M van sfere S(O,r), onda je sfera sa sredistem u tacki M i polupre¢nikom
p ortogonalna na sferu S.

Of..

—————_——

-

Slika 13.16.

Na primer (slika 13.16.) neka su u ravni dati ortogonalni krugovi k(O, r)
il(M,p)inekaje T jedna od njihovih zajednickih tacaka. Rotacijom tefigure
oko prave OM krugovi k i [ opisuju sfere redom sa sredistima u tackama O i
M. Ravni koje prolaze redom kroz prave OT i OM a ortogonalne su na ravan
odredenu tackama O, T'i M, predstavljaju tangentne ravni pomenutih sfera.
Kako je ugao izmedu tih dveju ravni upravo ugao £OT M, to su pomenute
ravni ortogonalne, tj. ortogonalne su odgovarajuce sfere.

Takode vazi teorema koju navodimo bez dokaza

Teorema 13.4.9. Skup svih tacaka prostora koje imaju iste potencije u
odnosu na dve zadate sfere S1(01,71) i S2(O2,72) jeste ravan ortogonalna
na pravu 0104

Definicija 13.4.8. Skup svih tacaka prostora ¢ije su potencije jednake u
odnosu na dve zadate sfere naziva se radikalna ili potencijalna ravan.



228 13. Geometrija kruga i sfere

Teorema 13.4.10. Ako su centri triju sfera tri nekolinearne tacke, onda se
tri radikalne ravni datih sfera seku po jednoj pravoj.

Dokaz. Kako su sredista triju datih sfera tri nekolinearne tacke, to nikoje
dve radikalne ravni pomenutih sfera nisu paralelne. Neka se dve od pomenu-
tih triju ravni seku po pravoj I. Sve tacke prave [ imaju jednake potencije
u odnosu na sve tri date sfere, odakle sledi da i treca radikalna ravan sadrzi
pravu . O

Definicija 13.4.9. Skup tacaka prostora E? koje imaju jednake potencije
u odnosu na tri date sfere naziva se radikalna osa tih sfera.

Teorema 13.4.11. Ako centri éetiri razlicite sfere ne pripadaju istoj ravni,
tada Sest radikalnih ravni tih sfera imaju jednu zajednicku tacku.

Dokaz. Neka su Op, Os, O3 i O4 centri pomenutih sfera. Radikalne ose
sfera sa centrima O1, O3, O3 i O1, O3, O4 pripadaju jednoj te istoj ravni i
to radikalnoj ravni sfera sa centrima O i Os. Presek S tih radikalnih osa
ima jednake potencije u odnosu na sve ¢etiri sfere. Odatle sledi da tacku S
sadrze i preostale radikalne ose, a takode i sve radikalne ravni tih sfera. [

Definicija 13.4.10. Presec¢nu tacku svih radikalnih osa Cetiri sfere ¢iji cen-
tri ne pripadaju istoj ravni nazivamo radikalnim centrom tih krugova.

Definicija 13.4.11. Skup sfera od kojih svake dve imaju istu radikalnu
ravan nazivamo pramenom sfera. Ako radikalna ravan sece sve sfere pramena
onda takav pramen nazivamo eliptickim, ako ih dodiruje parabolickim a ako
nema sa njima zajednickih tac¢aka hiperbolickim pramenom sfera.

Sve vrste pomenutih pramenova mozemo dobiti rotacijom odgovarajuéih
pramenova krugova oko prave odredene sredistima tih krugova. U tom
slucéaju krugovi pramena opisuju sfere a njihova radikalna osa radikalnu ra-
van sfera.

Definicija 13.4.12. Skup svih sfera od kojih svake tri imaju istu radikalnu
osu nazivamo snopom sfera. U zavisnosti od toga da li osa sece, dodiruje
ili nema zajednickih tacaka sa svakom od pomenutih sfera snop je redom
elipticki, parabolicki ili hiperbolicki.

Predstavu o snopu sfera lako dobijamo posmatranjem odgovarajuceg
snopa krugova (Slike 13.13, 13.14 i 13.15) gde svaki krug moZzemo zamis-
liti kao dijametralni presek sfere, a radikalnu osu kao normalu na ravan
crteza u centru snopa krugova.
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Definicija 13.4.13. Skup sfera od kojih svake Cetri imaju isto radikalno
srediSte naziva se mreZa sfera. Zajednicku potenciju radikalnog centra sfera
nazivamo centrom mreze. Mreza je elipticka ako centar pripada unutrasnjosti
svih sfera mreze, parabolicka ako sve sfere mreze sadrze radikalni centar a
hiperbolicka ako je radikalni centar van svih sfera mreze.

13.5 Inverzija u odnosu na krug i sferu

13.5.1 Inverzija u odnosu na krug

Potencija tacke u odnosu na krug omoguéuje da u geometriji ravni E?
ustanovimo specifiénu transformaciju koju nazivamo inverzijom u odnosu
na krug koji se nalazi u toj ravni.

Definicija 13.5.1. Neka je k(O, r) proizvoljan krug ravni E? i E? = E?\{O}.
Inverzijom u odnosu na krug k nazivamo transformaciju v, : E? — E?
koja svaku tacku P € E2 prevodi u tacku P’ poluprave OP takvu da je

? / 2 v . 1. ™~ . .. ~
OP - OP" = r®. Tacku O nazivamo centrom ili srediStem inverzije, duz
r - polupreénikom inverzije, veli¢inu 72 - stepenim koeficijentom, krug k -
krugom inverzije 1, a E? - Gausovom ravni.

1z definicije neposredno sledi da je inverzija u odnosu na krug bijektivna
transformacija. To nije transformacija cele ravni E? veé samo njenog dela
E2, jer u njoj nije definisana slika tacke O, niti je tacka O slika neke tacke
ravni E2.

Inverziju u odnosu na krug mogucde je razmatrati i u takozvanoj konform-
noj ravni, tj. Euklidskoj ravni E? progirenoj beskonacno dalekom tackom
00. Tada je g (c0) = O 1 Yy(0) = .

Teorema 13.5.1. Inverzija u odnosu na krug je involuciona transforma-
ciyja.

Dokaz. Neka je ¢y : E? — E? inverzija u odnosu na krug k(O,r). Ako je
P € E? proizvoljna tacka, tada tacka P’ = v (P) pripada polupravoj OP

—
(slika 13.17.) pri ¢emu je O?-OP’ = r2. Tada i tacka P pripada polupravoj
OP' i vazi OP' - OP = 12, pa je Y(P') = P. Dakle, zaista je v2 =¢. O

Teorema 13.5.2. U inverziji ¢y, : E2 — E? tacka X je invarijantna ako i
samo ako X pripada krugu k.
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Slika 13.17.

Dokaz. Ako je X € E? invarijantna imamo da O—X>O—X> =7r2pajeOX =r,
tj. tacka X pripada krugu k.
Obratno, ako X € k, tada tacka X' = ¢, (X) pripada polupravoj OX i

—
vazi OX - OX' = 2. Odavde je OX' =r, tj. tacke X i X’ se poklapaju. O

Teorema 13.5.3. U inverziji 1y, : B2 — E? tacki X koja se nalazi u krugu
k odgovara tacka X' koja se malazi izvan kruga k 1 obratno tacki X koja se
nalazi izvan kruga k odgovara tacka X'koja se nalazi u krugu k.

Dokaz. Neka je O srediste i r poluprecnik inverzije . Ako je X u krugu k
tada je OX < r pa iz relacije 55_() . O—X3 =72 sledi da je OX' > r, tj. tacka
X je izvan kruga k.

Obratno, ako je X izvan kruga k tada je OX > r, odakle na isti nacin
kao malopre sledi da je OX’ < r, odnosno tacka X’ je unutar kruga k. [J

Teorema 13.5.4. Kompozicija dveju inverzija g, Yk, definisanih u odnos-

u na koncentricéne krugove k1(O, 1) i k2(O, r2) predstavlja homotetiju ’HO

r2 -

(SIWN)

Rt
=

Dokaz. Krugovi k1 i ks su koncentri¢ni pa pripadaju istoj ravni E2. Neka
je X € E? proizvoljna tacka i X1, Xy € E? tacke takve da je

Vi, (X) = X, Vi, (X1) = Xo.
Tada je
(Vro V1, ) (X) = Xo.

Tacke X7 i Xo pripadaju redom polupravama OX i OX; pa je i tacka Xo
na polupravoj OX. Iz relacija OX - OX; = 7“% i0X;-0X9 = 7“% sledi

|
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—
00Xy : OX = 73 : 7%, tj. u homotetiji sa centrom u tacki O i koeficijentom

73 : 7% tacki X odgovara tacka Xy. Prema tome sledi da je

Yy r, = 7‘[077» .

NIV

T

)

O

Definicija 13.5.2. Lik Q ravni E? je inverzan liku Q' ravni E? ako postoji
inverzija 1, : B2 — E2? koja lik Q prevodi u lik €.

Teorema 13.5.5. Neka su u ravni E? dati krug k(O,r) i prava p. Tada:
(i) Ako prava p sadrzi tacku O tada je r(p\{O}) = p\{O},
(ii) Ako prava p ne sadrzi tacku O tada lik g (p) predstavija krug bez tacke O.

Dokaz. (i) Neka prava p sadrzi tacku O, i neka je X = E*\{O} i X' =
Y (X). Ako tacka X pripada pravouj p\{O}, onda tacka X’ pripada polupra-
voj OX pa samim tim i pravoj p\{O}.

Obratno, neka X’ € p\{O}. Tada je X = ¢ (X) pa tacka X pripada
polupravoj OX’, pa samim tim X € p\{O}.

X

Slika 13.18.

(ii) Prava p ne sadrzi tacku O. Ozna¢imo sa P podnozje upravne iz tacke

O (slika 13.18.) na pravoj p, sa X proizvoljnu tacku prave p razli¢itu od

tacke P a sa P’ 1 X’ tacke koje u inverziji 1, odgovaraju redom tackama P
—

i X. Tada je {POX = £X'OP' i OP-OP = OX -O0X'. Odavde sledi da

su trouglovi APOX i AX'OP’ sliéni, pa je i LOPX = LOX'P'. Kako je
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ugao LOPX prav to je i ugao LOX’'P’ prav pa tacka X' pripada krugu &’
¢iji je precnik duz OP’.
Obratno, neka tacka X’ # O, P’ pripada krugu k' nad precnikom OP’.
Tada je £LOX’'P’ prav, pa su pravougli trouglovi APOX i AX'OP’ sli¢ni,
— —
odakle sledi OP - OP' = OX - OX', tj u izometriji 15, tacki X odgovara
tacka X'. 0

Teorema 13.5.6. Neka su ravni E? dati krugovi k(O,r) i 1(S,p). Tada
vaze sledeca tvrdenja:
(i) Ako tacka O pripada krugu | tada je YPr(I\{O}) prava 1.

(ii) Ako tacka O ne pripada krugu | tada w inverziji vy krugu I odgovara
neki krug l.

Dokaz. (i) Neka je ¢, (I\{O}) = I'. Prema prethodnoj teoremi zaklju¢ujemo
da je I’ prava.

A
A

.
Y
A}
L)
L)
Y
[}
1
[}
1
1
[}

[
1
[l
1
1
1
[
1
]
[
[
'
]
1
¥
]
¥

:": k
Slika 13.19.

(ii) Neka je X proizvoljna tacka kruga I, X’ tacka koja u inverziji ¢y
odgovara tacki X a X" druga zajednicka tacka kruga [ i prave OX (slika
13.19.). Oznacimo sa t stepen inverzije 1, a sa p potenciju tacke O u odnosu
na krug I. Tada je OX -OX'=t1 OX -OX"” = p. 1z poslednje dve relacije
dobijamo da je

—
OX' ¢
ox" p

Prema tome tacka X’ pripada krugu !’ koji u homotetiji H,, ¢+ odgovara
'p
krugu [.
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Obratno, neka je X' proizvoljna tacka kruga I, Halﬁ (X') i X druga
’p

zajednicka tacka prave OX” sa krugom [. Oznacimo kao i malopre sa t
stepen inverzije ¥ a sa p potenciju tacke O u odnosu na krug [. Tada je

P
504)_(77 = % i 075 -OX" = p. 1z poslednje dve jednakosti sledi 07 CO0X' =t

a odavde je X' = ¢ (X). O

-
- -
- -
- ~,

0 M=N/N' o

.

o
~ -
-----------

..
o
)'
%
NG

~
~
N

P2

Slika 13.20.

Teorema 13.5.7. (i) Inverzija 1y cuva uglove medu pravama, tj. ugao
izmedu dve prave jednak je uglu koji zaklapaju njihove slike.

(ii) Inverzija 1y je konformno preslikavange, tj. ugao pod kojim se seku dve
linije p i q ravni E* u presecnoj tacki S jednak je uglu pod kojim se seku
njima inverzne krive p' i ¢’ u tacki S'.

Dokaz. (i) Neka je k(O,r) krug inverzije i neka su p; i pa dve prave u ravni
kruga inverzije, pj = ¥r(p1) i ph = ¥r(p2) . Tada mogu nastupiti nekolika
slucaja:

a) Prave p; i po sadrze centar inverzije. U tom slu¢aju dokaz je trivijalan.

b) O € p1, O ¢ pa, p1Np2 = {M}. Neka je N podnozje normale iz tacke
O na ps.

Ako je M = N (slika 13.20.), tada je p, krug nad preénikom ON’,
N' = 1/J(N)a pa je K(plyp?) = 7T/2 = é(plﬂp/Z)'

Ako M # N, tada je £(p1,p2) = 7/2— AMON (slika 13.21.) a £(p1, ph)
kao ugao izmedu tangente i tetive jednak periferijskom uglu nad tetivom,
LON'M' =7/2— AM'ON' = 7/2— LMON. Imajuéi u vidu da je i u ovom
slucaju p; = pi, zakljuéujemo da tvrdenje vazi.
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Slika 13.21.

c) O € p1, O ¢ pa, p1 || p2 (slika 13.22.). U tom slucaju je £(p1,p2) = 0.
S druge strane p} je krug koji dodiruje pravu p; u tacki O. Prema tome

P2

Slika 13.22.

d) O ¢ p1, O ¢ pa, ptNp2 = {M}. Neka su N; i Ny (slika 13.23.)
podnozja normala iz tacke O redom na pravama p; i pa.

Ako je M = N; (Dakle M # Ns), tada je £(p1,p2) = 7 — LMON i
L(py,phy) = m— LM'ON’ (Uglovi sa normalnim kracima i osna simetrija
u odnosu na simetralu duzi OM’). Slu¢aj M = N, razmatra se analogno.
Neka je sada M # N1 i M # Ny. U tom slucaju je £(p1,p2) = 71— LN1ONs.
S druge strane je £(p}, ph) = m—&£N{ON, odakle sledi £(p}, ph) = £(p1, p2).
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Slika 13.23.

e) O ¢ p1, O ¢ pa, p1 || p2. Tada je L(p1,p2) =0, a p| i p), predstavljaju
krugove koji se dodiruju u tacki O. Prema tome £(p},p,) = 0, pa tvrdenje
vazi i u ovom slucaju.

(ii) Neka je O srediste inverzije vy i [ prava koja sadrzi tacku O i sece
linije p i ¢ redom u tackama P i @ (slika 13.24.) i neka je S presecna tacka
linija p i q. Neka je zatim P’ = % (P), Q' = ¢¥(Q) i §' = Yr(S). 1z

OP-0P =00-0Q =08 - 05,

sledi da su ¢etvorouglovi PP'S'S i QQ'S’S tetivni, odakle je LOSP =
£S'P'P1i405Q = £5'Q'Q.

Tada je LPSQ = £P'S’Q’. Smanjivanjem ugla izmedu pravih [ i S5’
tacke P i @ krecéu se po krivama p i ¢ ka tacki S. Istovremeno, tacke P’ i Q'
se priblizavaju tacki S’ kre¢uéi se po linijama p’ i ¢’. U grani¢nom slucaju
secice SP i SQ predstavljaju tangente linija p i ¢ u tacki S, dok se¢ice S’ P’
i1 5’'Q’ predstavljaju tangente linija p’ i’ u presecnoj u tacki S’. Dakle, ugao
koji odreduju tangente na linije p i ¢ u prese¢noj tacki S jednak je uglu koji
odreduju tangente na linije p’ i ¢’ u presecnoj tacki S’. O



236 13. Geometrija kruga i sfere

Slika 13.24.

13.5.2 Inverzija u odnosu na sferu

Po analogiji u odnosu na inveziju u odnosu na krug u ravni mozemo
uvesti pojam inverzije u odnosu na sferu u prostoru.

Definicija 13.5.3. Neka je S(O, r) sfera prostora E3 i neka je E2 = E3\{O}.
Inverzijom u odnosu na sferu S nazivamo transformaciju g : B3 — E3
koja svaku tacku P € E2 prevodi u tacku P’ poluprave OP takvu da je

—
Oﬁ - OP' = r2. Tacku O nazivamo centrom ili sredistem inverzije, duz r
- polupreénikom inverzije, veli¢inu r2 - stepenim koeficijentom, sferu S -
sferom inverzije 15, a E2 - Gausovim prostorom.

1z definicije neposredno sledi da je i inverzija u odnosu na sferu bijektivna
transformacija. To nije transformacija celog prostora E® veé samo njenog
dela E2, jer u njoj nije definisana slika tacke O, niti je tacka O slika neke
tacke prostora ES.

Inverziju u odnosu na sferu moguée je razmatrati i u takozvanom kon-
formnom prostoru, tj. Euklidskoj prostoru E3 prosirenom beskonaéno dalekom
tackom oo. Tada je ¢;(00) = O i %(0) = oc.

Kao i kod inverzije u odnosu na krug, mogu se dokazati sledeée osobine

Teorema 13.5.8. Inverzija u odnosu na sferu je involuciona transforma-
cija.
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Teorema 13.5.9. U inverziji s : E2 — E2 tacka X je invarijantna ako i
samo ako X pripada sferi inverzije S.

Teorema 13.5.10. U inverziji g : E2 — E3 tacki X koja se nalazi unutar
sfere S odgovara tacka X' koja se nalazi izvan sfere S i obratno tacki X koja
se nalazi izvan sfere S odgovara tacka X' koja se nalazi unutar sfere S.

13.6 Apolonijevi problemi o dodiru krugova

Sada ¢emo razmotriti Apolonijeve probleme o dodiru kruga koji se pri-
menom inverzije u odnosu na krug mogu elegantno resiti. Radi se o prob-
lemima sledeéeg oblika

Konstruisati krug koji zadovoljava tri uslova od kojih svaki ima
jedan od oblika:

(a) sadrzi datu tacku,

(b) dodiruje datu pravu,

(c) dodiruje dati krug.

Naravno, sve tacke, prave i krugovi iz pomenutih uslova pripadaju istoj
ravni. Neki od tih problema se mogu veoma lako resiti, dok za neke to nije
slucaj.

Lako je zakljuciti da Apolonijevih problema ima deset:

. Konstruisati krug koji sadrzi tri date tacke.
. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i dodiruje datu pravu.

1

2

3. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke i dodiruje dati krug.
4. Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje dve date prave.
5

. Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje datu pravu i dati

6. Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku i dodiruje dva data kruga.
7. Konstruisati krug koji dodiruje tri date prave.

8. Konstruisati krug koji dodiruje dve date prave i dati krug.

9. Konstruisati krug koji dodiruje datu pravu i dva data kruga.

10. Konstruisati krug koji dodiruje tri data kruga.

Oznacimo date parametre na sledeé¢i nacin:

tacke A, B, C; prave p1, p2, p3; krugove O1, Os, Os.

Tada Apolonijeve probleme Sematski mozemo prikazati na sledeéi nac¢in:
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1. A, B, C 6. A, Oy, Oy
2. A, B, P1 7. P1, P2, P3

3. A, B, 0O, 8. p1, p2, O1
4. A, p1, p2 9. p1, 01, O
5. A, p1, Oy 10. O, Og, Os

Prvi i sedmi problem su trivijalni. Takode i svi ostali Apolonijevi prob-
lemi mogu se resiti bez primene inverzije. Medutim inverzija daje jedan opsti
metod za njihovo reSavanje. On se zasniva na Cinjenici da se u odredenom
slucaju, kao sto smo videli, krug preslikava u pravu i obrnuto.

2. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke A i B i dodiruje
datu pravu pq.

Analiza. Neka krug k sadrzi dve date tacke A i B i dodiruje datu pravu p;
u tacki D. Pri inverziji u odnosu na krug [(A, AB) pravoj p; odgovara krug
Py (slika 13.25.) koji prolazi kroz tacku A a krugu k odgovara prava k'.

Slika 13.25.

Kako tacka B pripada krugu inverzije [ to ¢e se ona preslikati u samu
sebe. Prava p; sa krugom k ima jednu zajednicku tacku tece isto vaziti i za
njihove slike pri inverziji, tj. prava k' ¢e dodirivati krug p). Krug k sadrzi
tacku B koja se pri ovoj inverziji preslikava u samu sebe, odakle sledi da ¢e
i njegova slika, prava &/, sadrzati tacku B. Prema tome, mi najpre treba
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da konstruisemo krug p) koji je inverzna slika prave p; u odnosu na krug
[(A, AB), zatim pravu £’ kroz tacku B koja je tangenta na krug p}, a zatim
krug k kao inverznu sliku prave ¥’ u odnosu na krug [.

Konstrukcija. Neka su date dve tacke A i B i prava pi, tako da su tacke
A i B sa iste strane prave p;. Konstruisimo zatim krug [(A, AB) i inverznu
sliku prave p; u odnosu na krug [. To ¢ée biti krug p} koji prolazi kroz centar
inverzije A. Iz tacke B konstruisimo tangentu &’ na krug p}. Konstruisimo
zatim inverznu sliku prave k¥’ u odnosu na krug I(A, AB). To ¢e biti trazeni
krug k. Dokazimo to.

Dokaz. Krug k kao inverzna slika prave k' prolazi kroz centar inverzije A.
Takode krug k sadrzi i tacku B kao invarijantnu tacku posmatrane inverzije,
pa je zadovoljen i drugi uslov. Krug k dodiruje pravu p; jer i njihove inverzne
slike k" i p} imaju jednu zajednicku tacku.

Diskusija. Pod uslovom da su tacke A i B sa iste strane prave p; zadatak
ima dva reSenja jer se iz tacke B mogu konstruisati dve tangente na krug

P

3. Konstruisati krug koji sadrzi dve date tacke A i B i dodiruje
dati krug O;.

Neka krug k prolazi kroz tacke A i B i dodiruje dati krug O;. Kon-
struisimo krug I(A, AB). U inverziji u odnosu na dati krug {(A4, AB) (slika
13.26.), krug k ¢e se slikati u neku pravu k' koja prolazi kroz tacku B, a
krug O; u neki krug O} pri ¢emu ¢ée prava k' biti tangenta kruga Of, jer se
krugovi ki O; dodiruju. Prema tome, mozemo najpre konstruisati krug O}
koji je inverzan skrugom O; u odnosu na krug [(A, AB), pa onda tangentu
k' iz tactke B na krug O} i na kraju inverznu sliku prave &’ u odnosu na
l(A, AB), koja ¢e biti trazeni krug k.

5. Konstruisati krug koji sadrzi datu tacku A i dodiruje datu
pravu p; i dati krug O;.

Neka je k trazeni krug. Pri inverziji u odnosu na krug m(A,r), gde je
r proizvoljna duz, pravoj p; odgovara neki krug p) (slika 13.27.), krugu O,
odgovara neki krug O} a trazenom krugu k prava k' koja dodiruje krugove
py i 0.

Dakle, potrebno je najpre konstruisati krugove p i O} inverzne linijama
p1 1 O1 uodnosu na krug m(A4, r), zatim zajednicku tangentu &’ krugova p
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/K

Slika 13.26.

i O}, (u opstem sluc¢aju ih ima ¢etiri) i na kraju krug k inverzan pravoj k' u
odnosu na krug inverzije m(A,r).

Mozemo zakljuciti, da u reSavanju ovog problema nije bilo od znacaja
da li su p; i O; bas prava i krug, ve¢ da su njihove inverzne slike p) i O]
krugovi. Medutim, pj i O} bi bili krugovi i u slu¢aju da su p; i O; dve prave
iA ¢ D1, 01.

Zaklju¢ujemo da se cetvrti i Sesti Apolonijev problem reSavaju na isti
nacin kao i peti. Osmi, deveti i deseti Apolonijev roblem svode se redom na
cetvrti, peti i Sesti.
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Slika 13.27.



242 13. Geometrija kruga i sfere




Glava 14

Razloziva i dopunska
jednakost likova. Merenje
figura

14.1 Razloziva i dopunska jednakost
likova u geometriji

U matematici razlikujemo tri vrste jednakosti: konaé¢nu, grani¢nu i pri-
bliznu. U geometriji razlikujemo dve vrste konac¢nih jednakosti likova:

- razlozivu jednakost

- i dopunsku jednakost.

Definicija 14.1.1. Kaze se da je lik ® prostora E" razloZivo jednak sa likom

@' prostora E™ prostora E™, §to simboli¢ki oznacavamo ® Y , ako se lik
® moze razloziti na konacan broj likova ®1,...®,, a lik ® na konacan broj
likova ®,...®! . pri cemu je ®; = &, za svako i € {1,2,--- ,m}.

Definicija 14.1.2. Lik ® prostora E" je dopunski jednak liku ® prostora

E™, sto oznacavamo P 2y , ako se lik ® moze dopuniti kona¢nim brojem
likova @1, ..., Py, a lik ' istim brojem likova ®),..., @/ pri cemu je ®; =
P! za svako i € {1,2,--- ,m} a likovi ® i &’ koji se sastoje redom od likova

O, Py Py, i P - D! su razlozivo jednaki, tj. @ £y

Ovako uvedene relacije razlozive i dopunske jednakosti figura nameéu
Citav niz problema od izuzetnog znacaja. Tako se odmah namedce pitanje:
"Ako su dva lika razlozivo jednaka da li su i dopunski jednaka i da Ui vaZi i
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obrnuto”. Ovo su izuzetno slozena pitanja koja su jednostavna samo u ge-
ometriji poligona i poliedara gde su na njih dati odgovori. Medutim druga
slicna pitanja nisu reSena ni u ravanskom slucaju. U ravni je dokazana
ekvivalentnost razlozive jednakosti i dopunske jednakosti likova. Dokaz su
dali Farkas Boljai 1832. i Gervin, austrijski matematicar iz Graca, 1833.,
nezavisno jedan od drugog, pri ¢emu je pomenuta teorema poznata pod
nazivom Teorema Boljai-Gervina. Za slu¢aj prostornih likova, tj. u ge-
ometriji poliedara to je ¢uveni trec¢i Hilbertov problem iznet 1900. godine
na drugom medunarodnom kongresu matematicara. Ve¢ 1903. problem je
reSio, mada veoma slozeno njegov asistent Maks Den. Isti problem resio je
ruski matematicar Kaven 1905., a znatno prostije resio ga je 1946. Svajcarski
matematicar Hugo Hadinger.

Dalje vazi sledec¢a teorema:

Teorema 14.1.1. Ako su dve figure ®1 i ®o razloZivo jednake nekoj trecoj
figuri ®3 one su i medusobno razlozivo jednake. Ako su dve figure dopunski
jednake nekoj trecoj, one su medusobno dopunski jednake.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke moze se uociti po jedno razlaganje figura
®, i Py, tako da svako od ovih razlaganja odgovara razlaganju figure ®3 na
figure podudarne odgovarajué¢im figurama razlaganja ®; i ®5. Oba ova ra-
zlaganja figure ®3 se dodatnim razlaganjima pojedinih figura mogu dovesti
do poklapanja. IzvrSimo sada dodatna razlaganja figura ®; i ®5 tako da
odgovaraju poslednjem razlaganju figure ®3. To znac¢i da su sve figure ra-
zlaganja figura ®1 i ®3 podudarne odgovarajuéim figurama razlaganja ®s.
Zbog tranzitivnosti podudarnosti figura sledi da su sve figure razlaganja ®;
podudarne odgovarajuéim figurama razlaganja ®s, tj. figure ®; i ®9 su
razlozivo jednake. Dokaz drugog dela obavlja se bez teskoca. O

Koriséenjem prethodne teoreme nije tesko dokazati da vaze:

Teorema 14.1.2. Relacija razloZive jednakosti likova prostora E™ je relaci-
ja ekvivalencije.

Teorema 14.1.3. Relacija dopunske jednakosti likova prostora E™ je relaci-
ja ekvivalencije
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14.2 Dopunska i razloziva jednakost paralelograma
i trouglova

Teorema 14.2.1. Dva paralelograma sa jednakim osnovicama i visinama
dopunski su jednaka.

Dokaz. Dokaz je ilustrovan na slici 14.1

VAV

Slika 14.1.

Takode interesantno je sledece tvrdenje

Teorema 14.2.2. Svaki trougao dopunski je jednak izvesnom paralelogramu
sa istom osnovicom, i visinom jednakom polovini visine posmatranog trougla.

Dokaz. Neka je dat trougao AABC (slika 14.2) i neka su D i E redom
sredista duzi AC' i BC. Ozna¢imo sa F tacku prave DFE takvu da je
B(D, E,F). Tada su trouglovi ADCFE i AFBE podudarni pa su trougao

AABC i paralelogram ABF D razlozivo jednaki. O
C
A B
Slika 14.2.

Takode, nije tesko dokazati i slede¢a tvrdenja

Teorema 14.2.3. Dwva trougla sa jednakim osnovicama i jednakim visinama
su dopunski jednaka medusobom.
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Teorema 14.2.4. Za proizvoljan trougao, a samim tim i za proizvoljan
prost poligon, uvek se moZe konstruisati pravougli trougao koji ima jednu
katetu 1, i koji je sa trouglom, odnosno poligonom, dopunski jednak.

14.3 Merenje figura u ravni E2

Definicija 14.3.1. Sistemom merenja ravnih figura nazivamo funkciju s
koja svakoj figuri w neke kolekcije K ravnih figura, pridruzuje realan broj
s(w), pri ¢emu vazi:

(i) Ako je w € K, onda je s(w) > 0,

(ii) Ako wy, wy € K 1wy = wo, tada je s(w1) = s(w2),

(iii) Ako wi,wa,w3 € K 1wy = wy + w3, onda s(wy) = s(wa) + s(ws),

(iv) Postoji kvadratna povrs wg takva da je s(wp) = 1.

Broj s(w) koji u sistemu merenja s odgovara figuri w nazivamo merom ili
povrsinom figure w u sistemu s. Kvadratnu povr§ wy nazivamo jedini¢nom.
Uslove (i), (ii), (iii), (iv) nazivamo respektivno uslovima: nenegativnosti,
mvarijantnosti, aditivnosti i normiranosti.

Uslovi (i), (ii), (iii) i (iv) predstavljaju aksiome, a sama definicija je
aksiomatska definicije povrSine neke povrsi. Osim aksiomatske postoji i
konstruktivna definicija merenja povrsi. Naime, aksiomatska definicija ne
daje moguénost nalazenja, tj. konstrukcije funkcije s koja predstavlja sistem
merenja ravnih figura. Stoga je neophodno pristupiti jednom specificnom
postupku kojim se dobija funkcija s. Aksiomatska definicija, kojom se u
geometriji uvodi sistem merenja ravnih figura, ima strogo opisni karakter.
Njome se jedino istice da je sistem merenja ravnih figura izvesna funkcija
s koja ispunjava izvesne uslove odnosno aksiome (i)-(iv). Tom prilikom
nije bilo re¢i o egzistenciji funkcije s, o na¢inu njenog konstruisanja niti o
uslovima kada je ona jednozna¢no odredena.

Zadatak je konstruisati takvu funkciju s ukoliko ona postoji i ustanoviti
kriterijume merljivosti (kvadribilnosti) ravnih figura u ravni E2.

Na slici 14.3 je predstavljena proizvoljna figura w ravni E? ogranic¢ena,
prostom zatvorenom linijom. Uocene su sve kvadratne povrsi koje su un-
utar te linije i sve kvadratne povrsi koje sa tim likom imaju zajednickih
unutrasnjih tacaka.

Neka su u ravni E? dati ograni¢ena figura w i kvadratna povis wy =
[AoBoCyDy]. Podelomo svaku od susednih stranica AgBy i AgDy povrsi wy
na jednak broj, npr. 10 podudarnih duzii kroz deone tacke konstruisimo
prave paralelne stranicama te kvadratne povrsi. Konstruisane prave razlazu
lik wp na 10%* medu sobom podudarnih kvadratnih povrsi.
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D, Co
P V. A
s i Vg )
V'
|
k\
-
| J
—
Ao, Bo
Slika 14.3.

Neka je wy, = [ABrCrDy] bilo koja od njih. Konstruisimo u ravni E?
dva sistema paralelnih pravih, takvih da je rastojanje izmedu dve susedne
prave svakog sistema jednako stranici kvadratne povrsi wy i da prave odredene
stranicama te kvadratne povrsi pripadaju tim sistemima pravih. Dobi-
jena dva sistema pravih odreduju jednu kvadratnu mrezu My koju éemo
zvati mrezom ranga k. Ta mreza razlaze ravan E? na neograni¢eno mnogo
kvadratnih povrsi koje su podudarne povrsi wg. Oznacimo sa my ukupan
broj kvadratnih povrsi mreze wy sadrzanih u figuri w, a sa mj, ukupan broj
kvadratnih povrsi mreze My, koje sa povrsi w imaju zajednickih unutrasnjih
tacaka. Ako broju k dajemo respektivno vrednosti 0,1, - u moguénosti
smo da formiramo dva brojna niza

mi mo
e e 1
, my ml

Rkt W B 2
M0 700° 1002° (2)

S obzirom da je m;y1 > 100m; i mj,; < 100m; dobijamo relacije

m m
1 < 2

< IR
M0 =700 = 1002 =

! /
my my

5> > 2 > ..
0 = 700 = 1002 =

Prema tome, (1) je neopadaluéi, a (2) nerastuéi niz. Osim toga je
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/
mi<mj

100 — 1004

za svako 1,7 =0,1,2,--- (3)

Zaista! Ako je ¢ = j tvrdenje sledi neposredno. Ako je ¢ < j tada je
m; <mj < m;, pa je (3) u ovom sluc¢aju zadovoljeno. Ako je i > j, tada je
m; < m; < m;, te relacija (3) vazi i u ovom slucaju.

Dakle, niz (1) je ograni¢en sa gornje, a niz (2) sa donje strane. Prema
tome, nizovi (1) i (2) su konvergentni. Neka je
/

/
=S.

. m;
lim - =g,

li i
oo 1007 e 1001

Definicija 14.3.2. Broj s nazivamo unutrasnjom a broj s’ spoljasnjom merom
figure w.

Iz (3) sledi da je s < s’. U opstem sluc¢aju s moze biti i manje od s’. Od
posebnog je interesa iskljucivo slucaj s = s'.

Definicija 14.3.3. Figura w € E? je kvadribilna (merljiva) u Zordanovom
smislu ako za nju vazi s = s’. U tom sluc¢aju broj s nazivamo merom figure
w. Takode broj s nazivamo Zordanovom merom ili povrsinom figure w.

Iz definicije neposredno sledi da je ravna figura w kvadribilna u Zordanovom
smislu samo ako je s — s’ = 0 tj. ako je
m, —m;

lim 2 M)
1000 0

Na taj nacin je dokazana sledeéa teorema

Teorema 14.3.1. Na klasi kvadribilnih figura u ravni E? postoji funkcija s
koja zadovoljava aksiome (1)-(4).

Ta funkcija je u stvari funkcija koja je gore konstruisana. Figuri w C E?
za koju je s = s’ dodeljujemo broj s(w) za koji utvrdujemo da zadovoljava
aksiome (1)-(4).

Teorema 14.3.2. Ako su a i b duZine stranica neke pravougaone povrsi
w € E? tada je s(w) = ab.
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Dokaz. Bez umanjenja opStosti pretpostavimo da su stranice pravougaone
povrsi w = ABC'D paralelne stranicama kvadratne povrsi wg = AgByCoDy.
Neka je p; mreza ravni E? definisana u odnosu na povrs wg. Mreza 75
odredena je pravama AB i AD i predstavlja gradijaciju ranga i. Oznac¢imo
sa a; 1 b; brojeve odsecaka gradijacije p; koji pripadaju stranicama AB i AD
a sa a 1 b}, brojeve odsecaka koje sa stranicama AB i AD imaju unutrasnjih
zajednickih tacaka. Tada je a] < a; +2 1 b, < b; +2. Ako ozna¢imo sa m;
ukupan broj kvadratnih povrsi mreze u; koje pripadaju povrsi w a sa m
ukupan broj mreze y; koje sa povrsi w imaju zajednickih unutrasnjih tacaka
bi¢e m; = a;b;, m; = ajbl, i

/
m; —my (ai + 2)(()1 + 2) - aibi 2 2
T g ~ g ey b —_ .
100° 1007 i@ttt )
Tada je
I —_ .
lim 2™
1—00 100

pa je povrs w kvadribilna u Zordanovom smislu. Takode vazi

G B b b
10° 10? 10° 10°

Odavde je
a,»bz- a’-b’-
- < < 2L
1000 =S 1000
Prelaskom na grani¢ne vrednosti kad i — oo nalazimo da je s(w) = ab. O
Na taj na¢in mozemo odrediti povrsinu bilo koje poligonske povrsi ra-
zlaganjem na trougaone povrsi.

Definicija 14.3.4. Geometrijski lik w C E? je kvadribilan ako za svako
e > 0 postoje poligonske povrsi w’ i w” takve da je

W cwcw i osW) —s(W) <e.

Navedena definicija predstavlja opstu definiciju kvadribilnosti proizvolj-
nog geometrijskog lika w u ravni E2. U ovom slucaju postavlja se pitanje
odredivanja povrsine proizvoljnog geometrijskog lika u ravni E2.

Definicija 14.3.5. Oznac¢imo sa ' skup svih poligonskih povrsi w’ koje
pripadaju liku w a sa p” skup svih poligonskih povrsi w” koje sadrze lik w.
povrsinom lika w nazivamo broj s(w) pri ¢emu je

s(w) = sup s(w') = inf s(W”).
wleul W//EI.L//
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Broj sup s(w’) nazivamo donjom ili unutrasnjom Zordanovom merom povrsi

w'ew!
w, dok broj inf s(w”)nazivamo gornjom ili spoljasnjom Zordanovom merom
w//eu//
povrsi w.

Dakle broj s(w) ¢e predstavljati povrsinu lika w samo ako su donja i
gornja Zordanova mera lika w jednake. Nije tesko ustanoviti da je prethodna
definicija specijalan slucaj ove definicije koja omogucuje da ustanovimo
kvadribilnost i odredimo povrsinu bilo kog lika ravni E2.

14.4 Merenje figura u prostoru E3

Definicija 14.4.1. Sistemom merenja prostornih figura nazivamo funkciju
v koja svakoj figuri ® nekog skupa K figura prostora E3 pridruzuje realan
broj v(®) pri ¢emu vazi:

(i) Ako je ® € K, onda je v(®) > 0,

(ii) Ako (I’l, P, € Ki b = (I)Q, tada je U(@l) = ’U((I)Q),

(iii) Ako @1, P, @3 € K1 &) = Py + P3, onda v(P1) = v(Pa) + v(P3),

(iv) Postoji kocka @y € K, takva da je v(Pg) = 1.

Broj s(®) koji u sistemu merenja v odgovara figuri ® nazivamo merom ili
zapreminom figure ® u sistemu v. Kocku ®¢ nazivamo jedinicnom. Uslove
(i), (ii), (iii), (iv) nazivamo respektivno uslovima: nenegativnosti, invari-
jantnosti, aditivnosti i normiranosti.

Analogno postupku u E? izvodi se konstrukcija funkcije v u prostoru
E3. U razmatranim nizovima ¢ée se umesto 10?2 pojavljivati 103, dok su
dokazi analogni. Zapreminu nalazimo konstruktivnim postupkom resetaka
u prostoru E3. Citav taj postupak predstavlja u stvari definisanje funkcije
v konstruktivnim putem za razliku od prethodno definisanog aksiomatskog
zasnivanja funkcije v pri Cemu pitanja egzistencije i efektivnog postupka
konstrukcije nisu obuhvacena aksiomatskom definicijom.

Konstruisanje funkcije v omoguéava odredivanje zapremina paralelepi-
peda i prizme, dok se zapremina piramide ne moze tako dobiti, veé¢ se dobija
univerzalnijom metodom.
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Uvod u hiperbolicku
geometriju

Sustinskih promena u geometriji nije bilo jo§ iz vremena Euklida i
Arhimeda sve do prve polovine devetnaestog veka. Mnogi pokusaji da
se ragreSi pitanje petog Euklidovog postulata ostali su bezuspesni. Pored
Gausa, problemom paralela bavili su se i drugi istaknuti matematicari tog
vremena kao npr. Dalamber, Laplas, Lagranz. Problem paralela je resen,
ali u neskladu sa predrasudama koje su vekovima vladale.

Pocetkom devetnaestog veka Nikolaj Lobacevski i Janos Boljaj su neza-
visno jedan od drugog dosli na ideju da Euklidov peti postulat zamene ak-
siomom koja bi ga negirala. Na taj nacin je dobijena teorija koja je isto
toliko logicki valjana kao i euklidska geometrija. Tako je po prvi put dobi-
jena jedna nauc¢na teorija koja se nije zasnivala na oc¢iglednost i predstave
koje stvaraju cula na osnovu nekog iskustva. Ove zamisli su potpuno priz-
nanje dobile tek nakon smrti njihovih tvoraca.

15.1 Aksioma Lobacevskog

Ako sistemu aksioma apsolutne geometrije pridruzimo aksiomu Lobacev-
skog umesto Plejferove aksiome paralelnosti, dobijamo geometriju koju ¢emo
zvati geometrijom Lobacevskogili Hiperbolickom geometrijom. Ova geometrija
se ponekad naziva i geometrijom Boljaj-Lobacevskog ili geometrijom Gaus-
Boljaj-Lobacevskog.

Aksioma Lobacevskog. Postoje prava a i tacka A van prave a takve da u
njima odredenoj ravni kroz tacku A prolaze dve razlidite prave a1 i as koje
sa pravom a nemaju zajednickih tacaka.

251
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Ravan i prostor u kojima vaze te aksiome nazivamo respektivno hiper-
bolickom ravni ili ravni Lobacevskog i hiperbolickim prostorom ili prostorom
Lobacevskog a oznatavamo ih redom L2 i L3.

Aksioma Lobacevskog omogucéava da neposredno ustanovimo niz teo-
rema koje se odnose na zbirove unutrasnjih i spoljasnjih uglova prostih
ravnih poligona ili na teoriju koja se odnosi na uzajamni polozaj pravih i
ravni u prostoru. Sva tvrdenja koja vaze u apsolutnoj geometriji se prenose
a dobija se i niz tvrdenja koja su posledica aksiome Lobacevskog.

Teorema 15.1.1. Ako je o(A) zbir unutrasnjih uglova trougla u ravni L? i
ako je R prav ugao tada je o(A) < 2R.

Dokaz. Prema prvoj Lezandrovoj teoremi sledi o(A) < 2R. Ako bi bilo
o(A) = 2R tada bi prema drugoj Lezandrovoj teoremi zbir unutrasnjih
uglova o(A) svakog trougla bio jednak 2R te bi prema tre¢oj Lezandrovoj
teoremi za svaku pravu p i svaku tacku P van prave p postojala jedin-
stvena prava u ravni odredenoj pravom p i tackom P, koja sadrzi tacku P
a sa pravom p nema zajednickih tacaka, Sto je u suprotnosti sa aksiomom
Lobacevskog. O

Teorema 15.1.2. Svaki spoljasnji ugao trougla u ravni L? veéi je od zbira
dva unutrasnja nesusedna ugla tog trougla.

Dokaz se dobija neposrednom primenom prethodne teoreme.

Teorema 15.1.3. Ako je 0(A1As. .. Ay) 2bir svih unutra$njih uglova pros-
tog n-tougla A1As ... A, u ravni L? i R prav ugao tada je

o(A1As... Ap) < (n—2)2R.

Dokaz se dobija triangulacijom n-tougla i primenom matematicke induk-
cije. O

Teorema 15.1.4. Ako su u hiperbolickoj ravni dati prava a i tacka A van
nje tada u ravni L? postoji neograniceno mnogo pravih koje sadrie tacku A
1 ne seku pravu a.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi postoje dve prave aj i as (slika 15.1)
takve da sadrze tacku A i ne seku pravu a. Ako obelezimo sa A, tacku prave
az koja se nalazi sa one strane prave a; sa koje nije prava a, a sa B bilo
koju tacku prave a, biée tacke As i B sa raznih strana prave ai te duz A>B
seCe pravu a1 u tacki A;.
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a,

Slika 15.1.

Pri tome je tacka A; izmedu tacaka As i B , te su Ay i As razlicite
tacke. Neka je P bilo koja unutragnja tacka duzi A;As a p prava odredena
tackama A i P. Tada prava p sa pravom a nema zajednickih tacaka. Zaista,
jer ako bi prava p sekla pravu a npr. u nekoj tacki S, tada bi vazio jedan
od raspreda tacaka B(A, P,S) ili B(S, A, P). Ako bi bilo B(A, P, S), onda
bi prava a; pripadala ravni trougla ASPB, ne bi sadrzala ni jedno njegovo
teme, sekla bi stranicu PB u tac¢ki A; a produzetak stranice PS u tacki A.
Prema PaSovom stavu prava a; bi morala da sece i stranicu BS tj pravu
a §to je u suprotnosti s pretpostavkom. Na potpuno isti nacin se dokazuje
da ne moze biti B(S, A, P). Dakle, prava p sa pravom a nema zajednickih
tacaka. Kako na duzi A; Ay postoji beskonacno mnogo unutrasnjih tacaka
to postoji i neograni¢eno mnogo pravih sa osobinom da sadrze tacku A i ne
seku pravu a, a nalaze se u ravni odredenoj tackom A i pravom a. U

Zaklju¢ujemo na osnovu prethodne teoreme da se skup svih pravih koje
sadrze tacku A i koje se nalaze u ravni L? moze razloziti na dva podskupa
pravih M i N, pri ¢emu je M skup svih pravih koje sadrze tacku A i seku
pravu a, a N skup svih pravih koje sadrze tacku A i ne seku pravu a. Nije
tesko ustanoviti da ovakvo razlaganje zadovoljava uslove Dedekindovog pre-
seka, te prema tome postoje dve i samo dve grani¢ne prave koje razdvajaju
skupove M i N. Nije tesko indirektnim postupkom ustanoviti da grani¢ne
prave ova dva skupa pravih nemaju sa pravom a zajednickih tacaka, tj. da
pripadaju skupu N.

Definicija 15.1.1. Neka su u Hiperbolickoj ravni date prava a i tacka A
van nje. GraniCne prave a; i as koje razdvajaju prave pramena X4 sadrzane
u ravni L? na podskupove pravih koje ne seku pravu a i pravih koje seku
pravu a, nazivamo pravama koje su u tacki A paralelne sa pravom a.
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Jednu od tih pravih smatra¢emo paralelnom pravoj a u jednom smeru,
a drugu paralelnom pravoj a u drugom smeru. Sve ostale prave u toj ravni
koje sadrze tacku A i koje sa pravom a nemaju zajednickih tacaka nazivamo
hiperparalelnim s pravom a. Za paralelnost koristimo uobic¢ajenu oznaku

p || @ a za hiperparalelnost koristimo oznaku p || a.
h

15.2 Paralelne prave u ravni L2

Predhodnom definicijom uvedena je relacija paralelnosti dve prave u L2.
Ta relacija je bila strogo vezana za paralelnost jedne prave prema drugoj
pravoj u odnosu na zadatu tacku. Cilj nam je da ustanovimo da paralelnost
ne zavisi od tacke u odnosu na koju smo tu paralelnost definisali tj. da
pokazemo da je to svojstvo transmisibilno (prenosno).

Teorema 15.2.1. Relacija paralelnosti pravih u ravni L? je transmisibilna.

Dokaz. Neka je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u nekoj tacki M. Dokazimo
da je AA" || BB’ u proizvoljnoj drugoj tacki N prave AA’. Postoje dve
mogucénosti:

(i) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru paralelnosti,

(ii) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru suprotnom od
smera, paralelnosti.

Razmotrimo ponaosob svaki od ova dva slucaja.

AQ M

Slika 15.2.

(i) Neka je K proizvoljna tacka prave BB’. Da bi smo dokazali da je
AA" || BB’ u tacki N dovoljno je ustanoviti da je AA’ graniéna prava u
skupu pravih koje sadrze tacku N i ne seku pravu BB’, tj. da svaka prava
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koja sadrzi tacku N i proizvoljnu tacku P unutar ugla £ KN A’ sece pravu
BB'.

Ako bi se tacka P nalazila na pravoj BB’ ili sa one strane prave BB’ sa
koje nije tacka IV, neposredno bi sledilo da prava N P sece pravu BB’. Neka
je tacka P (slika 15.2) sa one strane prave BB’ sa koje je i N. Kako je
AA" || BB’ u tacki M prava M P sete pravu BB’ u nekoj tacki ). Prava
NP je pri tome u ravni trougla AM K@ i ne sadrzi ni jedno njegovo teme,
seCe stranicu M@ u tacki P, a ne seCe stranicu MK, jer u uglu LKNM
prava NP nema tacaka. Stoga prema PaSovom stavu prava NP mora seci
stranicu K@ tog trougla, te sece i pravu BB’. To znaci da je u ovom slucaju
prava AA’ paralelna pravoj BB’ u tacki V.

Slika 15.3.

(ii) Neka se sada tacka N (slika 15.3) nalazi na pravoj AA’ od tacke M u
smeru suprotnom od smera paralelnosti. Neka je K proizvoljna tacka prave
BB’. Da bi smo dokazali AA’ || BB’ u tacki N dovoljno je ustanoviti da
je AA’ granicna prava u skupu pravih koje sadrze tacku N i ne seku pravu
BB’, tj. da svaka prava koja sadrzi tacku N i proizvoljnu tacku P unutar
ugla L KN A’ sece pravu BB’. Ako bi se tacka P nalazila na pravoj BB’ ili
sa one strane prave BB’ sa koje nije tacka N neposredno bi sledilo da prava
NP sece pravu BB’. Ako je tacka P sa one strane prave BB’ sa koje je i
N, tada je tacka P unutar ugla £ K NA’. Neka je R proizvoljna tacka prave
NP iza tacke N u odnosu na tacku P. Pri tome prava RM sadrzi tacku
R koja je u uglu naporednom sa uglom £KMA, te prava RM sadrzi neku
tacku koja se nalazi u takode njemu naporednom uglu £ KM A’. Medutim,
kako je AA’ || BB’ prava RM sece pravu BB’ u nekoj tacki Q. Prava NP
sadrzi teme N konveksnog ugla £ K NM i tacku P unutar tog ugla, te sece
duz KM u nekoj tacki S. Sada je prava NP u ravni trougla AKMQ, ne
sadrzi ni jedno njegovo teme, sece stranicu M K u tacki S, ne sece stranicu
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MQ@ jer sece njen produzetak u tacki R, te prema Pasovom stavu prava N P
sece stranicu K@, dakle o pravu BB’. Time je dokazano da je prava AA’
paralelna pravoj BB’ u tacki N. O

Iz ove teoreme sledi da nije potrebno naglasavati u kojoj je tacki prava
AA’ paralelna pravoj BB’. Navedena teorema je jedna od najvaznijih teo-
rema u geometriji Lobacevskog posto omoguéava vrste pramenova pravih u
geometriji Lobacevskog.

Teorema 15.2.2. Relacija paralelnosti definisana na skupu pravih ravni L?
je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Ako u definisanju paralelnosti pravih u ravni L? dopustimo i
mogucnost da tacka A pripada pravoj a, tada u tacki A neée postojati hiper-
paralelne prave, a prave aj i as ¢e se poklapati i biti suprotnosmerne. Odatle
neposredno sledi da je relacija paralelnosti pravih u ravni L? refleksivna.

Slika 15.4.

Da bi smo dokazali da je relacija paralelnosti pravih u L? simetricna
treba da dokazemo da iz AA" | BB’ sledi BB’ || AA’. Neka je M proizvoljna
tacka prave AA’; a N podnozje upravne iz tacke M (slika 15.4) na pravoj
BB'. Kako je AA’ | BB’ svaka prava ravni L? koja sadrzi tacku M i
neku tacku unutar ugla £ NM A’ sece pravu BB’. Da bi smo dokazali da je
BB’ || AA’ dovoljno je ustanoviti da svaka prava koja sadrzi tacku N i neku
tacku P unutar ugla £ M N B’, sece pravu AA’.

Neka je @ podnozje upravne iz tacke M na pravoj NP. Kako je ugao
£M N B’ prav a tacka P unutar tog ugla, £ M N P je ostar, pa se podnozje @,
upravne iz tacke M na pravoj N P nalazi na polupravoj N P. Iz pravouglog
trougla AMNGQ sledi MN > M@ te izmedu tacaka M i N postoji tacka K
takva da je MQ = MK. Neka je CC’ prava koja je u tacki K upravna na
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pravu M N. Neka je zatim M L prava simetri¢na sa pravom M () u odnosu na
simetralu ugla K NM A’. Bududéi da prava M(Q sadrzi tacku @) koja se nalazi
u uglu K NM A’ i njoj simetricna prava ML sadrzi tacku koja je u istom
uglu KNMA'. No kako je AA’" || BB’ prava ML koja sadrzi tacku koja se
nalazi unutar tog ugla sece pravu BB’ u nekoj tacki L, pri tome su tacke
M i L sa raznih strana prave CC’ te duz M L sece pravu CC’ u nekoj tacki
S. Neka je T tacka poluprave M A’ takva da je MT = M S. Konstruisimo
duz QT. Zaklju¢ujemo da je AMKS = AMQT jer je L{KMS = £LQMT,
MK =MQ,MS=MT. Tadaje AMKS = LMQT, akakoje L{MKS =R
to jei AMQT = R tj. prava je upravna na pravu M().Kako u jednoj tacki
Q@ na nekoj pravoj M Q) moze postojati samo jedna normala to ¢e prave QN
i QT biti istovetne. To znaci da prava NP = N(Q sece pravu AA’ u tacki
T. Prema tome BB’ || AA’ u taki N, a samim tim i u svakoj drugoj tacki,
pa je relacija paralelnosti pravih u L? i simetri¢na.

Treba pokazati jos tranzitivnost. Neka je AA" || BB’ i BB’ || CC'.
Dokazacemo da je AA’ || CC’. Napominjemo da je re¢ o paralelnosti u
istom smeru. Za razlicite smerove tranzitivnost ne vazi.

Mogu nastupiti sledeéi slucajevi:

(i) Prava BB’ je izmedu pravih AA" i CC’,

(ii) Jedna od pravih AA" i CC’ je izmedu druge dve prave.

A

Slika 15.5.

(i) Neka je BB’ izmedu AA" i CC'. Oznacimo sa P, R proizvoljne tacke
(slika 15.5) redom pravih AA" i CC’. Kako je BB’ izmedu AA’ i CC' biée
tacke P i R sa raznih strana prave BB’, te prava PR sece pravu BB’ u tacki
Q. Da bi smo dokazali da je AA" || CC" dovoljno je da dokazemo da svaka
prava koja sadrzi tacku P i tacku X unutar ugla £ RPA’ sece pravu CC’.
Tacka X je unutar ugla £ RPA’ pa je ona i unutar ugla L{QPA’. AA' | BB’
sledi da prava PX se¢e pravu BB’ u nekoj tacki Y. Neka je Z proizvoljna
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tacka prave PX iza tacke Y u odnosu na tacku P. Tacka Z je pri tome
unutar ugla £ RY B’ i kako je BB’ | CC’ prava Y Z sece pravu CC’ u nekoj
tacki V, te i prava PX sece pravu CC’. Time je pokazano da je u ovom
slucaju AA’ || CC".

Slika 15.6.

(ii) Neka je sada jedna od pravih AA’ i CC’ izmedu druge dve prave. Neka
je (slika 15.6) recimo to prava CC’. Ozna¢imo sa P i @) proizvoljne tacke
pravih AA” i BB’. Pri tome su tacke P i @ sa raznih strana prave C'C’
te duz PQ sece pravu CC’ u nekoj tacki R. Treba da ustanovimo da je
AA" || CC'. Za to je dovoljno dokazati da svaka prava koja sadrzi tacku P i
neku tacku X unutar ugla £ RPA’ sec¢e pravu CC'.

Tacka X se nalazi i u uglu £LQPA’ te iz relacije AA’ || BB’ sledi da PX
se¢e BB’ u tacki Y. Pri tome su tacke P iY sa raznih strana prave CC’ te
duz PY, dakle i prava PY sece pravu CC’ u tacki Z, ¢ime je dokazano da
je 1 u ovom slucaju AA" || CC". O

Definicija 15.2.1. Skup svih pravih ravni L? paralelnih medu sobom nazi-
vamo parabolickim pramenom pravih.

Teorema 15.2.3. Odstojanje tacke koja se pomera po jednoj od dveju raznih
medu sobno paralelnih pravih, od druge prave strogo i neograniceno opada
kada se tacka pomera u smeru paralelnosti, a strogo i meograniceno raste
kada se tacka pomera u smeru suprotnom od smera paralelnosti.

Dokaz. Neka su AA’ i BB’ dve razne paralelne prave ravni L2. Oznacimo
sa P; i P, dve razne tacke (slika 15.7) prave AA’ pri cemu se tacka P, nalazi
od tacke P; u smeru paralelnosti prave AA’ prema pravoj BB’. Neka su
zatim Q1 i Q2 podnoZja normala redom iz tacaka P, i P, na pravu BB’
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A P

P2

Slika 15.7.

Neka je P; tacka poluprave Q1P takva da je Q1 P’ = Q2P;. Cetvorougao
OQ1Q2P2 Py je Sakerijev jer je kod njega £Q1 = £Q2 = R i Q1P| = Q2P,
pa su mu uglovi £Q1P| P, i £Q2P>P] na protivosnovici P| P, podudarni i
ostri. Kako je jos ugao £ P P>()2 tup, jer je njemu naporedan ugao oStar,
to tacka P| pripada unutrasnjosti ugla £P; P»Q2, pa samim i unutrasnjosti
duzi Q1 P1. Stoga je Q2P = Q1 P{ < Q1 P;. Na taj nacin ako se neka tacka
kre¢e po AA’ u smeru paralelnosti sa BB’ tada odstojanje te tacke od prave
BB’ opada.

Dokazimo da se to odstojanje smanjuje neograniceno. Da bi smo to
dokazali dovoljno je da dokazemo da za bilo koju unapred zadatu duz [
postoji tacka cije je rastojanje od BB’ manje od I. Neka je J proizvoljna
tacka (slika 15.8) prave AA’ i K podnozje upravne iz J na BB’. Neka je
zatim L tacka poluprave K. takva da je KL = 1. Ako je L = J ili ako je
L iza J u odnosu na K tvrdenje neposredno sledi. Neka je tacka L izmedu
tacaka K i J. Kako je L van prave BB’ postoje dve prave koje sadrze tacku
L i paralelne su pravoj BB’ odnosno B'B.

K N K

Slika 15.8.
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Neka je LL' || BB' i LL" || B'B. Kako je LL' || BB’ i BB’ || AA’ to
jei LL' || AA’. Prava LL” ima tacaka koje su u uglu £JLL' pa ona sece
pravu AA’ u tacki M. Neka je L tacka prave M A’ takva da je ML = ML;.
Oznac¢imo sa N i K1 podnozja upravnih redom iz tacaka M i Ly na pravoj
BB’. Zbog simetrije u odnosu na MN je {NML = £NMLy, a kako je
jo8 MN = MN i ML = ML, biée ALMN = AL;MN. Odavde sledi
LN 2 LiNiAMNL = £MN L pa su njima komplementni uglovi jednaki
tj. AKNL = AK{NLy. Sada je AKNL = AK{NLj te je LK = [1Ky, no
kako je duz LK = [ to je i L1 K7 = [. Prema tome na pravoj AA’ postoji
tacka Lq ¢ije je odstojanje od prave BB’ jednako datoj duzi [. Odavde
prema dokazanom delu teoreme sledi da postoji i tacka na pravoj AA’ ¢ije
je odstojanje od prave BB’ manje od unapred zadate duzi [. Zaklju¢ujemo
da kada se tacka P kreée po pravoj AA’ u smeru paralelnosti sa pravom
BB’ tada se njeno rastojanje od BB’ neograni¢eno smanjuje.

Slucaj kada se tacka P krece u smeru suprotnom od smera paralelnosti
pravih AA’” i BB’ dokazuje se analogno. O

Prema tome, na svakoj od dve medu sobno paralelne prave postoji tacka
Cije je odstojanje od druge prave podudarno unapred zadatoj duzi, a takode
i tacka cije je odstojanje manje od unapred zadate duzi. To je i razlog Sto
kazemo da se paralelne prave u smeru paralelnosti asimptotski pribliZavaju,
tj. da u smeru paralelnosti imaju zajednicku beskrajno daleku tacku Ouo.
Kako za svaku tacku van prave postoje dve prave koje su sa njom par-
alelne, jedna u jednom a druga u drugom smeru, hiperbolicka prava ima dve
beskrajno daleke tacke.

Teorema 15.2.4. Ako je w ostar ugao u ravni L? tada postoji jedinstvena
prava upravnae na jedan krak ugla w a paralelna drugom kraku tog ugla.

Dokaz. Neka su poluprave a i b kraci ostrog ugla w. Treba dokazati da pos-
toji jedinstvena prava upravna na krak a i paralelna kraku b. Ustanovimo
najpre da postoji prava upravna na krak a koja sa krakom b nema za-
jednickih tacaka.

Pretpostavimo suprotno tj. da sve prave upravne na krak a seku krak b.
Neka je A € a proizvoljna tacka (slika 15.9) poluprave a, A1, Ag, ..., Ay, ...
tacke poluprave a takve da je

B(O, A, Ay, Ag,..., An,...) & OA = AA;, A1 Ay = OAy, ...

Saglasno pretpostavci prave upravne u tackama A, Ay, Ao, ..., Ap,... na
polupravu a seku polupravu b u tackama B, Bi, Bs,...,B,,... redom. S
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BN A
o 1 Ay M M

Slika 15.9.

obzirom na to da je u L? zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog trougla A
manji od 2R to je defekt 6(A) = 2R — o(A) veéi od nule. Ako je neki
trougao A razlozen na trouglove A; (i =1,2,...,n) tada je defekt

S(A) =) (A,
i=1

Posmatrajmo trouglove AOA1 By, AOAsBs, ..., AOA,B,, .... Tada je:

§(OABy) = 6(OAB) + §(A1AB) + §(BA, By)
= 20(0OAB) + §(BA1By)
= 0(0OA1By) > 26(OAB),
§(0A3Bs) = 6(0OA1By) + 6(Ay A1 B) + §(B1 A2 By)
= 26(0OAB;) + §(B1A3By)
= §(0A3By) > 2%5(0AB),

Nakon n koraka dobijamo 6(OA,B,) > 2"6(OAB). Broj n mozemo
izabrati tako veliki da ugao 2"§(O AB) bude veéi od bilo kog unapred zadatog
ugla, pa samim tim i od zbira dva prava ugla Sto je nemoguce, jer bi u
tom sluaju §(OA,B,) > 2R. Znaci sve prave upravne na polupravu a ne
mogu seé¢i polupravu b. Prema tome skup svih tacaka poluprave ¢ mozemo
podeliti na dva skupa M i N, pri éemu M oznacava skup svih tacaka
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poluprave a u kojima normala na polupravu a sec¢e polupravu b, a sa N skup
preostalih tac¢aka poluprave a. Dokaza¢emo da ovako definisani skupovi M
i N zadovoljavaju uslove Dedekindovog preseka tj. Dedekindove aksiome.
Dovoljno je pokazati:

(i) (VM e M)(VM') BO,M',M) = M' e M

(ii) (VN € N)(VN') B(O,N,N') = N' e N.

Ako je M € M tada upravna u tacki M na polupravu a sece polupravu
b u nekoj tacki K. Prava m’' upravna na pravu a u nekoj tacki M’ takvoj
da je B(O, M', M) pripada ravni trougla AOM K ne sadrzi ni jedno njegovo
teme, seCe stranicu OM u tacki M’, ne sece stranicu MK jer su prave m’
i MK upravne na polupravu a, pa ako bi se sekle dobili bi smo trougao
sa dva prava ugla. Prema Pasovom stavu prava m’ mora se¢i stranicu OK
trougla AOM K, pa samim tim i poluprabu b u nekoj tacki K’. Dakle tacka
M’ pripada skupu M.

Ako je N € N'i N’ tacka poluprave a takva da je B(O, N, N'). Pokaza¢emo
da N’ € N. Zaista ako bi naprotiv tacka N’ pripadala skupu M onda bi
prema dokazanom tacka N koja je izmedu O i N’ pripadala skupu M.
Dakle N’ € N. Iz dokazanog sledi da skupovi M i N zadovoljavaju uslove
Dedekindove aksiome te postoji jedinstvena tacka P koja razdvaja skupove
M i N. Nije tesko ustanoviti da P € N. Zaista, jer ako bi bilo P € M tada
bi upravna u tacki P na polupravu a sekla polupravu b u nekoj tacki Q). Ako
bi @’ bila proizvoljna tacka poluprave b iza tacke @ u odnosu na tacku O,
tada bi tacka P’ kao podnozje normale iz Q' na polupravu a bila iza tacke
P u odnosu na tacku O, §to je nemoguce jer je tacka P grani¢na tacka koja
razdvaja skupove M i N. Znaci P € N i normala u P na polupravu a ne
seCe polupravu b.

Trebamo dokazati da je normala u tacki P na polupravu a paralelna
pravoj b. Da bi smo to dokazali dovoljno je da ustanovimo da svaka prava
koja sadrzi tacku P i neku tacku X unutar ugla £OPQ sete polupravu b.
Kako je LOPQ = R, a X unutar tog ugla bice {OPX ostar. Stoga podnozje
upravne iz tacke X na pravoj OP pripada polupravoj PO. Ako bi tacka X
bila sa one strane prave OK sa koje nije tacka P ili na pravoj OK, onda bi
neposredno sledilo da poluprava PX sece polupravu b. U ovom slucaju je
ugao £ X OP takode ostar te podnozje upravne iz tacke X na polupravu OP
sadrzi tacku Y koja se nalazi izmedu tacaka O i P. Kako je tacka Y izmedu
tacaka O i P to je Y € M pa poluprava XY sece polupravu b u tacki Z.

Prava PX je u ravni trougla AOY Z, ne sdrzi ni jedno njegovo teme,
seCe Y Z u tacki X, ne sece QY jer je seCe u produzetku u tacki P pa prema
Pasovom stavu prava PX sece OZ, te i polupravu b u nekoj tacki V. Prema
tome PQ || OZ, tj. PQ || b. Time smo dokazali egzistenciju prave upravne
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na pravu a i paralelne sa pravom b. Indirektnim postupkom dokazuje se
jedinstvenost te prave. O

Teorema 15.2.5. Odstojanje tacke koja se nalazi na jednom kraku ostrog
ugla od drugog kraka meograniceno raste pri neogranicenom udaljavanju te
tacke od temena tog ugla.

Slika 15.10.

Dokaz. Neka je £ POQ dati ostar ugao. Obelezimo sa Q1 1 Q2 (slika 15.10)
dve tace poluprave OQ takve da je B(O,Q1,Q2), zatim obelezimo sa P i
P, podnozja upravnih iz tac¢aka @1 i Q2 na polupravu OP. Kako je L POQ
ostar, tacke P i P, su na polupravoj OP. U cetvorouglu P; P,Q2Q1 uglovi
LAQ PPy 1 ugao £P;P,(Q5 su pravi, dok je £P1Q1Q2 > £Q1Q2P> pa je
P,Q2 > P1Q1.

Prema tome, kada se tacka @ kreée po polupravoj Ogq udaljujuéi se od
tacke O njeno odstojanje od poluprave Op se povecava.

Dokazimo da to rastojanje neogranic¢eno raste. Saglasno prethodnoj teo-
remi postoji jedinstvena prava XY upravna na polupravu Op i paralelna
sa Ogq. Da bi smo dokazali da pomenuto odstojanje neograniceno raste
treba da ustanovimo da na kraku Ogq postoji tacka K kojoj je odstojanje
od poluprave Op veée od bilo koje unapred zadate duzi [. Neka je L tacka
prave XY unutar ugla L POQ takva da je XL = [ pri ¢cemu je B(X,L,Y)
i neka je LL' prava upravna na XY u tacki L a L’ tacka te prave koja se
nalazi sa one strane prave XY sa koje je i tacka O. Dokazimo da poluprava
LL' sece polupravu OQ. Kako je tacka L u uglu £ POQ), tacka L’ je unutar
ugla LOLY pa kako je LY || Oq svaka prava koja sadrzi tacku L i neku
tacku L' unutar ugla £OLY sece polupravu Oq. Kako je tacka L unutar
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ugla L POQ, tacka L’ je unutar ugla LOLY i LY || Oq to svaka prava koja
sadrzi tacku L i neku taicku L’ unutar ugla £OLY sece polupravu OQ u
nekoj tacki K. Na polupravoj Op obelezimo sa Z podnozje upravne iz tacke
K.

U cetvorouglu X LK Z tri ugla su prava i to £7, £X i £L pa cetvrti
ugao £ LK Z mora biti ostar. Prema tome, imamo { X LK > £ Z KL odakle
je KZ > XL. Kako je XL =1 to je KZ > [. Prema tome, za bilo koju
unapred zadatu duz [ na kraku Ogq postoji tacka K ¢ije je odstojanje od
kraka Op vece od [, te se odstojanje pokretne tacke () pri udaljavanju od
tacke O neograni¢eno povecava u odnosu na krak Op. OJ

15.3 Osobine hiperparalelnih pravih u L2

Teorema 15.3.1. Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u
L? je transmisibilna, tj. ako je AA’ hiperparalelna sa BB' u nekoj tacki M
tada je AA" hiperparalelna sa BB’ u svakoj svojoj drugoj tacki N.

Dokaz ove teoreme izvodi se indirektnim postupkom. Takode nije tesko
zakljuciti da vazi:

Teorema 15.3.2. Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u
L? je antirefieksivna, simetricéna i netranzitivna.

Teorema 15.3.3. Duve hiperparalelne prave uw L? imaju jedinstvenu zajed-
nicku normalu.

Dokaz. Neka je AA" | BB'. Najpre ¢emo ustanoviti egzistenciju za-
h

jednicke normale hiperparalelnih pravih AA’i BB’. U tom cilju (slika 15.11)
obelezimo sa P proizvoljnu tacku prave AA’ i sa (Q podnozje upravne iz tacke
P na BB’. Pri tome je @ van prave AA’ te postoje dve prave QA’ i QA
takve da je QA’ || AA" i QA || A’A pri ¢emu paralelne prave imaju za-
jednicku infinitnu tacku, npr. A’ je zajednicka infinitna tacka pravih QA’ i
AA’. Pri tome poluprave QA’ i AA" zaklapaju sa polupravama QB i QB’
uglove LAQB i £A’QB’. Prema dokazanom stavu postoji jedinstvena prava
upravna na @B’ i paralelna sa QA’. Neka je to prava FA’. Analogno, prava
E A je jedina prava u ravni pravih AA’ i BB’ koja je upravna na polupravu
(@B i paralelna sa polupravom QA.

Neka, je zatim N srediste duzi FF i M podnozje upravne iz tacke N na
pravoj AA’. Dokazimo da je prava M N npravna i na pravu BB’. U tom
cilju konstruisimo prave NA’ i N A paralelne redom sa pravama AA’ i A’A.
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Slika 15.11.

Na osnovu tranzitivnosti relacije paralelnosti u L? zakljuéujemo da su prave
NA’"i NA paralelne sa pravama F'A’ i EA redom. Iz simetri¢nosti u odnosu
na pravu M N nepsredno zakljucujemo da je LMNA" = L M N A.

No kako je tacka N srediste duzi EF bice NE = NF. Podudarnim
duzima odgovaraju podudarni uglovi paralelnosti te je {ENA = {FNA’.
Kako je {MNF = AMNA' + AFNA'"i{ {MNE = {AMNA + £ENA to
odatle sledi {MNF = AMNEFE. S obzirom da su ti uglovi podudarni i
uporedni oni su i pravi te je prava M N upravna na BB’

Dokazimo sada jedinstvenost zajednicke normale dveju hiperparalelnih
pravih. Pretpostavimo da postoji jos jedna zajednicka normala M’N' hiper-
paralelnih pravih AA” i BB’. U tom slucaju postojao bi ¢etvorougao
MNN'M' uravni L? &ji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru éetiri prava
ugla $to je nemogucée u geometriji Lobacevskog. O

¢} C

Slika 15.12.
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Teorema 15.3.4. Dve prave koje u preseku sa trecom grade suplementne
suprotne uglove su hiperparalelne.

Dokaz. Neka su a i b dve prave i prava ¢ njihova zajednicka secica (slika
15.12) i neka su jednaki suprotni uglovi koje prava ¢ gradi sa pravama a
i b. Oznacimo sa A i B presecne tacke prave ¢ redom sa pravama a i b,
a O srediste duzi AB. Oznac¢imo sa P i ) podnozja normala iz tacke O
redom na prave a i b. Pravougli trouglovi AOAP i AOBQ su podudarni
jer je OA =2 OB, AP = £Q i LA = 4B. Iz njihove podudarnosti sledi da
je LAOP = £BOQ. Kako su tacke A, O i B kolinearne, bi¢e kolinearne i
tacke P, O i Q. Dakle, prava PQ je zajednicka normala pravih a i b, odakle
na osnovu teoreme 15.3.3. sledi da su prave a i b hiperparalelne. O

Teorema 15.3.5. Odstojanje tacke koja se pomera po jednoj od dveju medu-
sobno hiperparalelnih pravih od druge prave strogo i neograniceno raste kad
se ta tacka udaljuje od zajednicke normale tih hiperparalelnih pravih.

Dokaz. Neka su AA’ i BB’ dve hiperparalelne prave. Prema prethodnoj
teoremi postoji jedinstvena normala ovih hiperparalelnih pravih. Neka je to
prava M N. Obelezimo sa P; i P, (slika 15.13) dve tacke prave AA’ takve
da je B(M, P1, P»). Neka su Q1 i Q2 podnozja upravnih iz tacaka P i Py
na pravu BB’. Buduéi da je ¢etvorougao M N(@Q,P; Lambertov ¢etvorougao
jer ima tri prava ugla LM, LN, £Q1 sledi da je njegov Cetvrti ugao ostar te
je njemu naporedan ugao £QP; P> tup. Cetvorougao MNQoP» takode je
Lambertov jer su £ M, LN, £Q5 pravi te je ugao £ P> tog cetvorougla ostar,
dakle u ¢etvorouglu P;Q1P>@Q2 uglovi kod temena ()1 i ()2 su pravi dok je
ugao £ P; kao tup veéi od ugla £ P> koji je oStar. Dakle duz P»Q2 je veca od
duzi P1@Q;. Na taj na¢in za tacke Py i P» za koje je B(M, Py, P;) imamo da je
tacka P, na veéem ratstojanju od tacke P; do prave BB’. Time je dokazano
da to rastojanje raste udaljavanjem od zajedni¢ke normale. Dokazimo da se
ono poveéava neograni¢eno. U tom cilju konstruisimo pravu C'C’ koja sadrzi
tacku M i koja je paralelna sa pravom BB’. Neka je zatim P proizvoljna
tacka poluprave M A’ a Q podnoZzje upravne iz tacke P na pravoj BB’ i R
podnozje upravne iz tacke P na pravoj CC’. U tom slucaju bice tacke P i
Q sa raznih strana prave CC’ te duz PQ sece pravu CC’ u nekoj tacki S.
Kako je trougao APRS pravougli bi¢e PR manje od PS. Iz B(P, S, Q) sledi
da je PS manje od PQ. Na taj nacin ako se tacka P krec¢e po polupravoj
MA’ ostrog ugla £ A’MC’, udaljavajuéi se od njegovog temena, tada se
prema ranijem stavu njeno odstojanje od drugog kraka tj. od poluprave
MC'" neograni¢eno poveé¢ava. No kako je to rastojanje manje od rastojanja
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A A

Slika 15.13.

tacke P do prave BB’ tim pre rastojanje tacke P od prave BB’ neogranic¢eno
raste. Il

15.4 Ugao paralelnosti. Funkcija Lobacevskog

Definicija 15.4.1. Neka je tacka P izvan prave BB’ i Q podnozZje upravne
iz P (slika 15.14) na pravoj BB’. Ako je AA’' prava koja sadrzi tacku
P i paralelna je sa BB’, tada oStar ugao w = £QPA’ nazivamo uglom
paralelnosti prave AA’ u tacki P sa pravom BB’, tj. uglom paralelnosti koji
odgovara duzi PQ.

Dokazac¢emo da je ugao paralelnosti u potpunosti odreden rastojanjem
tacke, tj. da vazi sledeéa teorema:

A

Slika 15.14.
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Teorema 15.4.1. Jednakim duzZima odgovaraju jednaki uglovi paralelnosti.

Dokaz. Neka su P i P’ dve tacke (slika 15.15) koje se nalaze na jednakim
rastojanjima redom od pravih a i @’. Kroz tacku P postavimo pravu u
paralelnu pravoj a, a kroz tacku P’ pravu u' paralelnu pravoj a’. Sa Q i Q’
ozna¢imo redom podnozja normala iz tacaka P i P’/ na prave a i d’, a sa «
i o/ uglove paralelnosti u tackama P i P’ redom u odnosu na prave a i a’.
Neka je PQ = P'Q)’. Trebamo pokazati da je u tom slucaju a = o’.

u

Slika 15.15.

Pretpostavimo da to nije ispunjeno, tj. da je npr. a < o’. Kroz tacku
P’ postavimo pravu v’ koja sa duzi P'Q" u smeru paralelnosti pravih a’ i v/,
zaklapa ugao jednak uglu «. Iz paralelnosti pravih v’ i ¢’ sledi da prava v’
mora seéi pravu a’ u smeru paralelnosti pravih v’ i a’ od tacke Q’. Oznac¢imo
sa R’ njihovu presec¢nu tacku. Neka je R tacka prave a u smeru paralelnosti
pravih u i a takva da je QR = Q'R'. Trouglovi APQR i AP'Q'R' su
podudarni jer je PQ = P'Q’, £Q = £Q' i QR = Q'R/, odakle sledi da je
£QAR = a. To znaci da se prave PR i u poklapaju, tj. da da se paralelne
prave u i a seku u tacki R, $to je nemoguce. Dakle ne moze biti a < /.
Analogno se pokazuje da ne moze biti a > o’. To znaci da preostaje a = o/,
¢ime je dokaz zavrsen. O

Teorema 15.4.2. Veéoj duzi odgovara manji ugao paralelnosti.

Dokaz. Neka je A proizvoljna tacka van prave a (slika 15.16), i neka je P
podnozje normale iz tacke A na pravu a. Oznacimo sa b pravu koja sadrzi
tacku A i paralelna je pravoj a. Neka je A’ tacka prave AP takva da je

A, A 2 P. Predpostavimo da je PA’ > PA. Konstruisimo pravu b koja
prolazi kroz tacku A’ i u smeru paralelnosti pravih a i b gradi ugao o sa A'P.
Dve prave b i I/ grade jednake suprotne uglove u preseku sa pravom A’P,
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Slika 15.16.

pa su prema teoremi 15.3.4. prave b i b’ hiperparalelne. To znaéi da prava
a’ koja sadrzi tacku A’ i paralelna je pravoj b gradi u smeru paralelnosti
ugao o za koji je & < a. Iz d' || bib | asledida je d | a. Dakle ugao
paralelnosti o/ koji odgovara duzi A’P je manji od ugla paralelnosti o koji
odgovara duzi AP. O

Iz napred navedenog zakljuCujemo da veli¢ina ugla paralelnosti neke
prave AA’ u tacki P sa pravom BB’ u proizvoljnom sistemu merenja duzi
predstavlja funkciju odstojanja = tacke P od BB’. Ovu funkciju obelezavamo
sa Il i nazivamo je funkcijom Lobacevskog. Sledeca teorema daje osnovne
karakteristike funkcije Lobacevskog:

Teorema 15.4.3. Ako je Il funkcija Lobacevskog tada je:
(i) dom(II) = (0, 400),

(i) codom(Il) = (0,7/2),

(iii) T1 strogo opada i neprekidna je funkcija,

(iv) ili%ﬂ(x) =m/2, xh%H;O II(z) = 0.

Dokaz. (i) Trivijalno sledi iz definicije.

(ii) Neka je av proizvoljan ostar ugao. Dokazac¢emo da je on ugao paralelnosti
neke duzi x. Neka je O vrh a a i b kraci ugla « (slika 15.17). Prema teoremi
15.2.4. sledi da postoji jedinstvena prava a’ normalna na pravu b i paralelna
sa pravom a. Ozna¢imo sa M presek pravih @’ i b. Duz OM zadovoljava
relaciju II{OM) = «. Znagi bi¢e x = OM, ¢ime je dokaz zavrsen.

(iii) Direktno sledi iz teoreme 15.4.2.

(iv) Sledi iz iz delova (ii) i (iii) ove teoreme. O
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a

O X M

Slika 15.17.

1z same ¢injenice da I1(z) — 7/2, kad © — 0 sledi da se u malim delovima
prostora geometrija Lobacevskog malo razlikuje od Euklidske geometrije, i
da se ta razlika smanjuje sa smanjivanjem posmatranog dela prostora.

Veza izmedu uglova i linearnih veli¢ina data funkcijom a = II(z) uslov-
ljava celokupni karakter geometrije Lobacevskog. Na taj nacin u geometriji
Lobacevskog nema sli¢nosti figura. To nije teSko zakljuciti jer su uglovi i
stranice trouglova povezani medusobno jednac¢inama, pa zadavanjem uglova
trougla u potunosti su odredene i njegove stranice, pa dva trougla sa podu-
darnim uglovima imaju podudarne i odgovarajuée stranice, tj. podudarni
su medu sobom.



Glava 16

Geometrija trouglova i
¢etvorouglova u ravni L?

16.1 Podudarnost trouglova u ravni L2

U apsolutnoj geometriji postoji pet stavova o podudarnosti trouglova.
Sem tih pet u geometriji Lobacevskog postoji jo§ jedan stav koji nazivamo
Sestim stavom o podudarnosti trouglova.

Teorema 16.1.1. (Sestistav o podudarnosti trouglova) Ako su odgovarajuéi
unutrasngji uglovi dva trougla w L? medu sobom podudarni tada su i ti trou-
glovi medu sobom podudarni.

Slika 16.1.

271
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Dokaz. Neka su AABC i AA’B'C' dva trougla (slika 16.1) u ravni L?
takva da je LA = LA, 4B = LB', £C = £C’'. Da bi smo dokazali da je
AABC =2 AA’B'C’ dovoljno je da dokazemo da je AB = A’B’. Za duzi
AB i A’B’ vazi tatno jedna od sledece tri moguénosti: (i) AB > A'B’, (ii)
AB < A'B’i (iii) AB = A'B’. Neka je najpre zadovoljen slucaj (i). Tada
na duzi AB postoji tacka B; takva da je B(A, B11,B) i AB; = A’B’. Neka
je C; tacka poluprave AC takva da je ACh = A'C’. Tada je B(A,C,C).
Zaista, ako bi bilo B(A, C, C7) onda bi se prema poznatom stavu iz Apsolutne
geometrije duzi BC' i B1C1 sekle u nekoj tacki P. Tada bi ugao £ PC'A bio
spoljasnji ugao trougla APCCY pa bi prema poznatom stavu bio veéi od
ugla £C, trougla £ PCCy. Medutim AAB1Cy =2 AA'B'C’' paje £C1 = £C".
Kako je jos £C = £C’ to je zbog tranzitivnosti relacije podudarnosti uglova
£LC1 = £C, tj. kod trougla APCCy spoljasnji ugao je jednak unutrasnjem
nesusednom $to je nemogucée. Dakle, ne moze biti B(A,C,Cy). Takode
se tacke C' i C7 ne mogu poklapati, jer ako bi bilo C = Cy tada bi zhog
AABC1 = AA'B'C’ sledilo da je £C" = £C te bi bilo LACB, = LACB,
Sto je nemoguce. Dakle, mora biti B(A,C;,C). Iz AAB'C' = AABCy
sledi da su uglovi £B; i £C trougla AAB;C; podudarni uglovima £ B’ i
£C" trougla AA’B'C’, a kako su uglovi £B’ i £C’ podudarni uglovima £ B
i £C trougla AABC to je LB1 = £B i LC7 = £C. Odatle sledi da je zbir
unutrasnjih uglova u ¢etvorouglu BC'C1B; jednak zbiru cetiri prava ugla,
Sto je u geometriji Lobacevskog nemoguée. Prema tome nije AB > A'B’.
Slucaj (ii) analognim postupkom dovodi do kontradikcije. Dakle za duzi
AB i A’B’ preostaje moguénost (iii), tj. AB = A’B’, odakle prema drugom
stavu o podudarnosti trouglova sledi da je AABC = AA'B'C’. O

Napomena. U geometriji Lobacevskog ne postoje sli¢ni likovi pa iz toga
sledi sustinska razlika u odnosu na Euklidsku geometriju. Prethodni stavovi
o podudaruosti trouglova odnose se na trouglove sa finitnim (svojstvenim)
temenima. Osim poligona sa finitnim temenima postoje poligoni kojima
sva ili samo neko teme mogu biti infinitne (beskrajno daleke) tacke. U ge-
ometriji Lobacevskog poligone bez finitnih temena zvatemo degenerativnim
ili nesvojstvenim poligonima.
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16.2 Podudarnost éetvorouglova u ravni L2

Teorema 16.2.1. Srednja linija Sakerijevog ¢etvorougla je zajednicka nor-
mala osnovice i protivosnovice.

Iz teoreme 16.2.1. sledi da su osnovica i protivosnovica Sakerijevog ¢etvorougla
hiperparalelne. Takode srednja linija Sakerijev ¢etvorougao razbija na dva
Lambertova ¢etvorougla.

Slede¢a teorema daje nam potrebne i dovoljne uslove za podudarnost
Lambertovih ¢etvorouglova.

Teorema 16.2.2. Dva Lambertova cetvorougla ABCD 1 A’B'C'D’, sa ostrim
uglom kod temena D odnosno D', su podudarna ako je

a) AB=A'B' i BC = B'(’, b) AB=A'B" i AD = A'D’,

¢) AD =AD" i CD =C'D’, d) AD =AD" i £D = LD,

e) AB=A'B" i {D = LD’ f) AD =A'D' i BC = B'C".

Dokaz. a) Nekasu ABCD i A’B'C'D’ (slika 16.2) Lambertovi ¢etvorouglovi
sa ostrim uglovima kod temena D i D’ kod kojih je AB = A’'B' i BC =
B’C’. Da bi smo dokazali njihovu podudarnost potrebno je da pokazemo
podudarnost preostala dva para odgovaraju¢ih stranica, kao i podudarnost
ostrih uglova £D i £D'. Trouglovi AABC i AA’B’C’ imaju podudarne
po dve stranice i njima zahvac¢en ugao (AB = A'B’, BC = B'C' B =
4B’ = R, pa su i oni podudarni. Iz njihove podudarnosti sledi AC = A’'C’,
ABAC = {B'A'C'" i ABCA = £B'C'A’. Sada je
LCAD = R— LAABC =R — LA'B'C' = LC'A'D’ i

LACD =R—-LACB=R—-LA'C'B'=KA'C'D'.

Slika 16.2.
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Sada trouglovi AAC'D i AA’C' D" imaju podudarne stranicu i dva nalegla
ugla (AC = A'C', KCAD = LC'A'D' i LACD = LA'C'D’), odakle sledi
njihova podudarnost, a odavde AD = A'D’', CD = C'D’ i 4D = £D'.

b) Neka je sada AB = A'B’i AD = A'D’. Prema dokazanom delu
teoreme pod a) dovoljno je da dokazemo da je BC = B'C’. za duzi BC i
B'C’ vazi taéno jedna od tri moguénosti: (i) BC > B'C’, (ii) BC < B'C" i
BC = B'C".

A D, D A D’

o

Slika 16.3.

(i) Neka je BC > B'C’. Tada postoji tacka C (slika 16.3) takva da je
BCy = B'C’i B(B,(C1,C). Kroz tacku Cy konstruis$imo normalu n na BC.
Prava n ne moze imati zajednickih tacaka niti sa stranicom AB niti CD, jer
bi u suprotnom dobili trougao sa dva prava ugla. Dakle n mora seéi stranicu
AD u tacki D; takvoj da je B(A, Dy, D). Lambertovi ¢etvorouglovi ABC} D,
i A’B'C'D’ su podudarni prema dokazanom delu pod a), jer je AB = A’B’
i BCy = B'C’, odakle sledi AD; = A'D’. Kako je jos AD = A'D’ dobijamo
ADy = AD, odakle zbog D, D, ~ Asledi D = D;. Dobili smo trougao
ACC1D sa pravim uglovima kod temena C'i Cq, sto je nemoguce. Dakle ne
vazi BC > B'C".

(ii) Pretpostavka BC' < B’C’ analogno dovodi do kontradikcije.

(iii) Dakle, preostaje da mora biti BC' = B'C", pa su Lambertovi ¢etvoro-
uglovi ABCD i A'B'C'D’ podudarni prema dokazanom delu teoreme pod a).

¢) Neka je za Lamberove cetvorouglove ABCD i A’B'C'D’ zadovoljeno
AD = A'D"iCD = C'D’. Da bi smo dokazali njihovu podudarnost dovoljno
je da dokazemo da je AB = A’B’. Za duzi AB i A’B’ vazi tacno jedan od
slucajeva: (i) AB> A'B’) AB< A'B'1 AB=A'B'.

(i) Neka je AB > A’B’. Tada postoji tacka A; (slika 16.4) na pravoj
AB takva da je A1B = A'B" i B(A, A1, B). Kroz tacku A; konstruisimo
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A D A D’
M "" NK

B CNC, B C’

Slika 16.4.

normalu n na AB. Prava n ne sece niti stranicu BC' niti stranicu AD, jer
bi u suprotnom dobili trougao sa dva prava ugla, sto je nemoguée. Dakle
n mora seéi stranicu C'D. Oznac¢imo sa D; tac¢ku na normali n takvu da je
Ay = AD = A'D’. Tada mogu nastupiti tri slucaja: (1) Ay, Dy = p(C, D),
(2) Ay, Dy %p(C, D) ili D; € p(C’, D)

(1) Neka je A1, Dy “p(C, D). Oznacimo sa C normalnu projekciju tacke
Dy na pravu p(B,C). Lambertovi ¢etvorouglovi A1BC1D; i A’B'C'D’ su
podudarni prema dokazanom delu pod b) jer je A1B = A’'B"i A1D = A'D".
Iz njihove podudarnosti je C1D; = C'D’ i kako je jos C'D’" = CD sledi
C1Dy = CD. Za cetvorougao CC1D1D je zadovoljeno £C' = LC; = R
i CD = C1D; pa je on Sakerijev. Srednja linija KN ovog ¢etvorougla je
zajednicka normala osnovice C'Cy i protivosnovice DD; ovog Cetvorougla.
Takode, cetvorougao AA; DD je Sakerijev jer je LA =4AA1 =RiA1D; =
AD, pa njegova srednja linija K M zajednicka normala osnovice AA; i pro-
tivosnovice DDy. Dakle, dobili smo dve razli¢ite normale KN i KM u tacki
K na pravu p(D, D), §to je u suprotnosti sa teoremom o jedinstvenosti nor-
male. Prema tome, ne moze biti A, D — p(C, D).

(2) Analogno, i u slucaju Ay, D; + p(C, D) se dobija kontradikcija.

(3) Neka je sada D; € p(C,D). U tom slucaju normalna projekcija
tacke Dy na pravu p(B, C) je tacka C. Lambertovi ¢etvorouglovi A; BC'D;
i A/B'C'D’ su podudarni jer je A1B = A'B" i A1Dy = A'D’, odakle sledi
CD; = C'D’. Kako je jos D,D; = C zakljucujemo da se tacke D i Dy
poklapaju. Medutim trougao AAA; D ima prave uglove kod temena A i Ay,
Sto je nemoguce. dakle, u sva tri slucaja dobija se kontradikcija, a to znaci
da ne moze biti AB > A’'B’.

(ii) Analogno, i u slucaju AB < A’B’ dobija se kontradikcija.
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(iii) Prema tome, mora biti AB = A’B’. Kako je jos AD = A'D’ Lam-
bertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B'C’'D’ su podudarni prema dokazanom
delu pod b).

d) Neka je za Lambertove ¢etvorouglove ABC'D i A'B'C’'D’ zadovoljeno
AD = A'D' i £D = £D’. Da bi pomenuti ¢etvorouglovi bili podudarni
dovoljno je da dokazemo da je AB = A’B’. Za duzi AB i A’B’ vazi tacno
jedna od mogunosti: (i) AB > A'B’, (ii) AB < A'B’ili AB = A'B'.

D A D’

Ay

Slika 16.5.

(i) Neka je najpre AB > A’B’. Tada postoji tacka B; € AB (slika 16.5)
takva da je ABy = A'B" i B(A, By, B). U tacki B; konstrui§imo normalu n
na pravu AB. Ona ne moze seéi niti pravu AB niti pravu C'D, jer bi smo do-
bili trougao sa dva prava ugla. Znaci prava n mora se¢i C'D u tacki C takvoj
da je B(C,C1, D). Trouglovi AAB1D i A’B'D’" su podudarni jer je AD =
A'D', AB; = A/B"1 LA = LA’ = R. Tada su im i ostale odgovarajuée stran-
ice i uglovi podudarni, tj. ByD = B'D’, {AB1D = LA'B'D' i {ADB, =
A'D'B’. Odavde sledi £DB1C; = £D'B'C’' i BiDC, = £B'D'C’. Sada
je ADB1Cy = AB'B'C’, odakle je £B1C1D = £B'C'D’ = R. U ovom
slucaju ¢etvorougao B1C1C'B ima sva Cetiri ugla prava, $to je u geometriji
Lobacevskog nemogucde.

(ii) Analogno, i pretpostavka AB < A’B’ dovodi do kontradikcije.

(iii) Preostaje AB = A'B’, a kako je jos AD = A'D’ sledi podudarnost
Lambertovih ¢etvorouglova ABCD i A’B'C'D’, na osnovu dokazanog dela
pod b).

e) Neka je sada za Lambertove ¢etvorouglove ABCD i A'B'C'D’ zado-
voljeno: AB = A'B" i £D = A£D’'. Pokaza¢emo da je BC = B'C’. Za duzi
BC' i B'C’ moze nastupiti jedan odf slede¢ih slucajeva: (i) BC > B'C’,
(i) BC < B'C' ili (iii) BC' = B'C".
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(i) Neka je BC' > B'C’. Tada postoji tacka C; € BC (slika 16.6) takva
da je BC; = B'C' i B(B,C1,C). Konstruisimo normalu n kroz tacku C;
na pravu BC. Ona ne sece niti AB niti C'D pa mora se¢i AD. Oznac¢imo
sa D; preseénu tacku pravih n i AD. Tada je B(A, Dy, D). Lambertovi
cetvorouglovi ABC 1Dy 1 A’B’C'D’ su podudarni jer je AB = A'B' i BCy =
B'C’. Odatle sledi da je £ AD1Cy = £D’. Tada je zbir unutrasnjih uglova
cetvorougla C1CDD; jednak zbiru cetiri prava ugla, Sto je u geometriji
Lobacevskog nemoguce.

(ii) Analogno i pretpostavka BC' < B'C’ dovodi do kontradikcije.

A 1D1 D A D’

Slika 16.6.

(iii) Prema tome mora biti BC = B'C’. Kako je jos AB = A'B’ to
prema dokazanom delu pod a) sledi podudarnost ¢etvorouglova ABCD i
A'B'C'D’.

f) Neka je za Lambertove ¢etvorouglove ABCD i A'B'C'D’ zadovoljeno
AD = A'D" i BC = B'C’. Dovoljno je da dokazemo da vazi AB = A'B’. Za
duzi AB i A’ B’ vazi jedna od tri moguénosti: (i) AB > A'B’, (ii) AB < A'B’
ili (iii) AB = A'B.

(i) Neka je AB > A’B’. Tada postoji tacka By € AB (slika 16.7) takva
da je B(A, B1, B). Konstruis$imo normalu n u tacki By na pravu AB. Prava
n ne moze seéi niti AD niti BC jer bi smo u suprotnom dobili trougao sa dva
prava ugla. Dakle n se¢e C'D u tacki C; takvoj da je B(C,C1, D). Lamberovi
cetvorouglovi AB1C1D i A’B'C'D’ su podudarni jer je AD = A’D' i1 ABy =
AB. Sada je £B1C1D = £C'" = R, pa je zbir unutrasnjih uglova cetvorougla
BCC1 B jednak zbiru cetiri prava ugla, sto je u geometriji Lobacevskog
nemoguce.

(ii) Analogno, ne moze biti AB < A'B’.

(iii) Prema tome mora biti AB = A’B’. Kako je jos AD = A'D’, Lam-
bertovi ¢etvorouglovi ABCD i A’B’'C’'D’ bi¢e podudarni prema dokazanom
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D A D’
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B C B C’

e,

Slika 16.7.

delu pod b). O

Teorema 16.2.3. Dva Sakerijeva cetvorougla ABCD i A'B'C'D’, sa os-
novicama AB, A'B’ i protivosnovicama CD i CD’ redom, su podudarna
ako je

a) AB=A'B' i BC = B'C", b) AB=A'B'iCD=C'D/,

¢) BC=B'C'iCD=CD, d) AB=A'B" i £C = L',

e) BC =B'C' i £C = L', f)CD=C'D"i£C = 4C".

Dokaz. Koris¢enjem ¢injenice da srednja linija Sakerijevog ¢etvorougla ra-

zlaze taj Cetvorougao na dva Lambertova ¢etvorougla, dokaz ove teoreme
svodi se na prostu primenu rezultata iz teoreme 16.2.2. O

16.3 Srednja linija trougla u ravni L?

Sada ¢emo dokazati teoremu koja se odnosi na srednju liniju trougla u
ravni Lobacevskog.

Teorema 16.3.1. Ako su P i Q sredine stranica AB i AC trougla AABC),
tada su prave p(B,C) i p(P,Q) hiperparalelne, pri éemu je

1
PQ < 5BC.

Dokaz. Oznacimo sa A’, B’, C' podnozja normala redom iz tacaka A, B i
C na pravu p(P, Q). Tada mogu nastupiti sledeéi rasporedi: (i) B(P, A, Q),
(i) P=A'ili Q = A', (i) P,Q — A

(i) Neka je najpre B(P, A’, Q) (slika 16.8). Trouglovi AAA’P i ABB'P
su podudarni jer je LA’ = AB' = R, AP = BP i {BPB' = LAPA'. Iz
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Slika 16.8.

njihove podudarnosti sledi AA"’ = BB’ i B'P = A’P. Takode su podudarni
i trouglovi AAA'Q i ACC'Q jer je LA' = LC'" = R, LAQA' = LCQC’" i
AQ = CQ. Iz njihove podudarnosti sledi AA" = CC" 1 A'Q = C'Q. Dakle,
cetvorougao B'C'C B je Sakerijev, sa osnovicom B’C’ i protivosnovicom BC
pa su prave p(B,C) i p(B'C") = p(P, Q) hiperparalelne.

Slika 16.9.

Takode su i prave p(B, B’) i p(C, C') hiperparalelne jer imaju zajednicku
normalu p(B’,C"). Duz B'C’ je odsecak zajednicke normale izmedu ovih
dveju hiperparalelnih pravih, pa je prema teoremi 15.3.5. B'C’ < BC. Sada
iz B(P, A’, Q) dobijamo

B'C'=B'P+PA'+ AQ+QC' = PA + PQ+ QC' =2 PQ.

1
Dakle 2 PQ < BC, tj. PQ < 5 BC.
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Slucajevi (ii) i (iii) razmatraju se analogno (slika 16.9). O

16.4 Trouglovi sa nesvojstvenim (infinitnim)
temenima u ravni L2

Teorema 16.4.1. U geometriji ravni L? postoji trougao (slika 16.10) koji
ima: (i) jedno, (i) dva ili (iii) tri nesvojstvena temena.

A A
/\ A
C
B B C

}‘"\C

Slika 16.10.

Dokaz. (i) Sledi direktno iz teoreme 15.2.4.

(ii) Sledi direktno iz aksiome Lobacevskog.

(iii) Neka su AA" i BB’ (slika 16.11) paralelne prave, tj. AA" || BB', i neka je
M tacka izmedu pravih AA’ 1 BB’. Neka je zatim MP || A’A1 MQ | B'B.
Oznac¢imo sa s medijatrisu ugla £ PM Q. Tada je ugao £ PM (@ pravom s
podeljen na dva oStra ugla. Neka je M N duz paralelnosti za taj ostri ugao.
Tada za normalu CC” u tacki N na simetralu s vazi M P || CC"1 MQ || C'C,
tj. CC" || AA/A1C'C || B'B. Prave AA', BB’ i CC' odreduju trougao sa tri

nesvojstvena temena.

Teorema 16.4.2. Dve paralelne prave u smeru suprotnom od smera pa-
ralelnosti imaju graniénu pravu.

Dokaz. Analogno dokazu teoreme 16.4.1. (iii). O

Teorema 16.4.3. Dwva trougla sa po jednim infinitnim temenom su podu-
darna ako imaju podudarne po jednu konacnu stranicu i po jedan finitni
ugao.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ (slika 16.12) trouglovi sa nesvojstvenim
temenima C i C’, i neka je AB = A'B' i {ABC = LA’B'C’". Da bi smo
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P A

Slika 16.11.

dokazali podudarnost trouglova AABC i AA’B’'C’ dovoljno je da dokazemo
da je ABAC = AB'A'C'. Za uglove {BAC i £B'A'C’ vazi jedna od
sledece tri moguénosti: (i) LBAC > LB'A'C’, (ii) 4ABAC < £B'A'C' i
(iii) LBAC = 4B'A'C".

(i) Pretpostavimo najpre da je £ BAC > £B'A'C’. tada unutar ugla
£BAC postoji poluprava AE takva da je {BAE = £B’A’C’. Poluprava
AFE mora seéi pravu BC jer je AC || BC. Oznaé¢imo sa D njihovu preseénu
tacku. Na polupravoj B’C’ odredimo tacku D’ takvu da je BD = B'D’.
Trouglovi AABD i AA'B’'D’ su podudarni jer imaju jednake dve odgo-
varajuce stranice i njima zahva¢en ugao, odakle sledi podudarnost i os-
talih odgovarajuéih elemenata, tj. 4 BAD = £ B'A'D’. Sada iz {BAD =
ABAE = AB'A'C'" i ABAD = KB'A'D’ sledi {B'A'D’" = AB'A'C’, tj
prave A'D" i A'C’ se poklapaju, $to je nemoguée jer bi u tom slu¢aju par-
alelne prave A’C’ i B'C’ imale zajednicku tacku D’. Prema tome ne vazi
ABAC > AB'A'C".

(ii) Analogno i pretpostavka £ BAC < £B'A’C" dovodi do kontradikcije.

(iii) Prema tome mora biti £ BAC = £B'A'C’, tj. trouglovi AABC i
AA'B'C’ su podudarni. O

Teorema 16.4.4. Dwva trougla sa po jednim infinitnim temenom su podu-
darna ako su im podudarni odgovarajuci uglovi kod finitnih temena.

Dokaz. Neka su trouglovi AABC i AA’B'C’ trouglovi sa infinitnim temeni-
ma C' i C' pri cemu je {BAC = LB'A'C" i {ABC = £A’B'C’. Dovoljno je
da dokazemo da je AB = A’B’ da bi pomenuti trouglovi bili podudarni. Za
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A

Slika 16.12.

duzi AB i A'B’ moze nastupiti jedan od sledeé¢ih slucajeva: (i) AB > A’'B’,
(i) AB < A'B' ili (iii) AB = A'B'

C C’
BI

Slika 16.13.

(i) Neka je AB > A’B’. Tada na AB postoji tacka By (slika 16.13)
takva da je AB; = A’B" i B(A, By, B). Prava B;C paralelna je pravoj AC,
pa su trouglovi AAB,C i AA’B’C’ podudarni prema teoremi 16.4.3. pa je
KAB1C = LA'B'C'". Sledi LAB1C = £ABC, tj. suprotni uglovi LABC i
£ ABC paralelnih pravih B1C i BC su suplementni §to je u suprotnosti sa
teoremom 15.3.4. Prema tome nije AB > A’B’.

(ii) Analogno, pretpostavka AB < A’B’ dovodi do kontradikcije.

(iii) Dakle, mora biti AB = A'B’, tj. trouglovi AABC i AA'’B'C’ su
podudarni. O

Teorema 16.4.5. Dwva trougla sa po dva infinitna temena su podudarna ako
su im podudarni odgovarajuci uglovi kod finitnih temena.

Teorema 16.4.6. Svi trouglovi sa tri infinitna temena su medu sobom po-
dudarns.
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Teorema 16.4.7. Ako su sva tri temena nekog trougla infinitna, tada su
normale iz bilo koje tacke jedne mjegove stranice na drugim dvema strani-
cama medu sobno normalne.

B P C

Slika 16.14.

Dokaz. Neka je P proizvoljna tacka prave BC' (slika 16.14) i neka su @ i
R podnozja normala iz tacke P redom na AB i AC. Trebamo pokazati
da je LQPR prav. iz BA || CA i B(B,P,C) sledi PA || BAi PA ||
CA. Ugao £BPQ je ugao paralelnosti izmedu dveju pravih koji odgovara
duzi PQ, tj. £BPQ = II(PQ). Na isti nacin, LQPA je ugao paralelnosi
koji odgovara duzi PQ, pa je LQPB = AQPA. Analogno, sledi da je
£LRPA = ARPC. sada je AQPR = {QPA+ £{RPA = {BPQ + £CPR
i QPR+ ({BPQ + £CPR) = 2R, odakle je {QPR = {BPQ + £CPR
prav ugao. ]

16.5 Paralelogrami i hiperparalelogrami u L2

Klasifikacija ¢etvorouglova u geometriji Lobacevskog se bitno razlikuje
od klasifikacije ¢etvorouglova u FEuklidskoj ravni. U zavisnosti od toga da
li se naspramne stranice ¢etvorougla nalaze na konkurentnim, paralelnim ili
hiperparalelnim pravama razlikujemo vise vrsta cetvorouglova. Na$ cilj bi¢e
da razmotrimo samo specificne vrste ¢etvorouglova. To su ¢etvorouglovi sa
paralelnim ili hiperparalelnim naspramnim stranicama.

Definicija 16.5.1. Cetvorougao kome svake dve naspramne stranice pri-
padaju paralelnim pravama zovemo paralelogram.
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Kraci unutrasnjih uglova paralelograma mogu da budu saglasni sa smero-
vima paralelnosti naspramnih stranica ili ne. Ako su oba kraka unutrasnjeg
ugla paralelograma saglasna sa odgovarajué¢im smerovima teme zovemo os-
novnim, a ako oba kraka unutrasnjeg ugla paralelograma nisu saglasna sa
odgovarajué¢im smerovima, doti¢no teme zovemo protivosnovnim. Ostala
dva temena zovemo bo¢nim temenima. Dijagonalu koja polazi iz osnovnog
temena zovemo osnovnom a onu drugu boénom. Cetvorougao kome su di-
jagonale upravne medu sobom zovemo romb.

Definicija 16.5.2. Cetvorovgao kome svake dve naspramne stvane pripada-
ju hiperparalelnim pravama nazivamo hiperparalelogramom.

Hiperparalelogrami mogu hiti centralno simetri¢ni, osnosimetric¢ni i asi-
metricni. Centralno simetriéni hiperparalelogram nazivamo hiperrombo-
idom. Hiperromboid kome su dijagonale upravne medu sobom zovemo hiper-
romb. Hiperromboid kome su dijagonale medu sobom podudarne zovemo
hiperpravougaonikom. Hiperromboid kome su dijagonale medu sobom up-
ravne i podudarne zovemo hiperkvadratom.



Glava 17

Karakteristicne krive i povrsi

17.1 Epicikli u ravni L2

Definicija 17.1.1. Kompoziciju dveju osnih refleksija ravni L? nazivamo
epiciklickom rotacijom.

Teorema 17.1.1. Neka je X proizvoljan pramen pravih u ravni L?. Skup
svth epiciklickih transformacija definisanih u odnosu na prave tog pramena
predstavlja grupu epiciklickih rotacija definisanih w odnosu na pramen
pravih X.

Od toga da li je X pramen konkurentnih, paralelnih ili pramen pravih
upravnih na nekoj pravoj s doti¢ni pramen A nazivamo elipticki, parabolicki
odnosno hiperboli¢ki pramen.

Teorema 17.1.2. Neka su N i X' dva razna parabolicka pramena. Tada
postoji jedinstvena prava koja pripada pramenovima N i N,

Dokaz. S obzirom na ¢injenicu da dva razna pramena mogu imati najvise
jednu zajednicku pravu, dovoljno je da pokazemo da postoji prava koja
pripada pramenovima N i X'. Oznac¢imo sa p’ i ¢’ (slika 17.1) dve poluprave
kojima su paralelne prave redom pramenova N i . tada poluprave p’ i ¢’ ne
sadrze jedna drugu, jer bi se u suprotnom pramenovi X i 8 poklapali. Ako
bi te dve poluprave pripadale jednoj pravoj, onda bi ta prava bila zajednicka
prava pomenutih pramenova pravih.

Neka poluprave p i ¢ pripadaju dvema razli¢itim pravama p i ¢ i neka
je @ tacka koja ne pripada pravama p i q. Neka su p” i ¢” poluprave sa
pocetkom u tacki @) paralelne redom polupravama p’ i ¢’. Ako poluprave p”

285
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N

Slika 17.1.

i ¢" pripadaju jednoj pravoj, onda je ta prava zajedniCka prava pramenova
N,

Neka su p” i ¢” kraci nekog konveksnog ugla. U tom slucaju bisektrisa s
tog ugla razlaze taj ugao na dva oStra ugla. tada postoji jedinstvena prava
r normalna na pravu s paralelna polupravama p” i ¢”. Prava r pripada
svakom od pramenova X i X jer je paralelna obema polupravama p’ i ¢. O

Teorema 17.1.3. Parabolicki pramen se preslikava na sebe translacijom
duz bilo koje prave koja mu pripada.

q o
§
.¥_
a a’
Slika 17.2.

Dokaz. Oznacimo sa a proizvoljnu pravu zadatog parabolickog pramena N.
Neka je prava a (slika 17.2) razlozena na poluprave a’ i a” nekom svojom
proizvoljnom taCkom pri ¢emu su prave pramena N paralelne polupravoj
a’. Ozna¢imo sa p i ¢ dve razlicite proizvoljne prave upravne na pravu a.
Osnom refleksijom S, svaka prava pramena X preslikava se u pravu paralelnu
polupravoj a”. Medutim, osnom refleksijom S, se ta prava preslikava u neku
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pravu paralelnu pravoj @/, tj. u pravu pramena X. Znaci, kompozicija S;08,
pramen XN preslikava na sebe. g

Definicija 17.1.2. Neka je X pramen pravih u ravni L? i neka je P € L?
proizvoljna tacka. Skup, koji se sastoji iz svih tacaka ravni L?, koje u trans-
formacijama iz grupe epiciklickih rotacija definisanih u odnosu na pramen
X odgovaraju tacki P, nazivamo epiciklom.

Oco
k
e// —
O
A AN B DAY
(@) (b) (C)
Slika 17.3.

Posebno, skup koji se sastoji od neke tacke P i svih slika tacke P dobi-
jenih transformacijama tacke P pomocu elemenata neke grupe G nazivamo
trajektorijom tacke P u odnosu na grupu G.

Na taj nacin epicikl je trajektorija tacke u odnosu na grupu epiciklickih
rotacija.

Definicija 17.1.3. U zavisnosti od toga da li je X elipticki, parabolicki ili
hiperboli¢ki pramen (slika 17.3), epicikl nazivamo ciklom (krugom), oricik-
lom ili hiperciklom (ekvidistantom) .

1z definicije neposredno sledi da je svaka tacka cikla podjednako udaljena
od srediSta eliptickog pramena pravih i tu tacku nazivamo srediStem tog
cikla.

Oricikl se moze posmatrati kao graniéni sluc¢aj kruga. Srediste tog kruga
bila bi infinitna tacka O, u ravni L? u kojoj se seku prave pramena X.

Ako je epicikl hipercikl lako se ustanovljuje da je svaka tacka hiper-
cikla podjednako udaljena od osnove (bazisne prave) odgovarajuéeg pramena
pravih. Zato se hipercikl zove ekviistanta. Doti¢nu pravu upravnu na svim
paralelnim pravama zovemo osnovom ekvidistante, a duz upravnu iz bilo
koje tacke ekvidistante do osnove zovemo visinom.
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Slika 17.4.

Specijalno ako je visina ekvidistante jednaka nuli sledi da je ekvidistanta
prava linija. Stoga prave linije mozemo smatrati ekvidistantama visine nula.
Epicikli imaju zajednicko svojstvo da su to krive stalne krivine u L?, stavise
moze se dokazati da su to jedine linije konstantne krivine u ravni L?. U
Euklidskoj ravni E? postoje dve vrste linija konstantne krivine: krug i prava,
dobijene kao trajektorije eliptickog i hiperbolickog pramena pravih.

Teorema 17.1.4. Svaki epicikl u ravni L?, razli¢it od ekvidistante visine
nula, predstavlja krivu liniju, tj. ne sadrzi nikoje tri razne kolinearne tacke.

Dokaz. (i) Ako je epicikl krug, iz Apsolutne geometrije znamo da ni koje
tri razne tacke koje pripadaju krugu ne pripadaju jednoj pravoj.

(ii) Ako je epicikl oricikl tada nikoje tacke tog oricikla ne mogu biti na istoj
pravoj. Zaista, ako bi neke tri razne tacke oricikla A, B, C pripadale nekoj
pravoj p (slika 17.4) tada bi prava AB predstavljala secicu jednakih nagiba
pravih a i b, te bi bo¢ni uglovi kod temena A i B sa svih strana gde su secice
a i b bili ostri. Isto bi i kod temena B i C' uglovi sa one strane seice gde
su b i ¢ bili ostri te bi naporedni uglovi £ ABOy, i £CBOy, bili o8tri §to je
nemoguce.

(iii) Neka je e ekvidistanta u ravni L? sa bazisnom pravom s i visinom ra-
zlicitom od nule. Dokazimo da nikoje tri tacke te ekvidistante ne mogu
pripadati jednoj pravoj. Zaista, neka prava p (slika 17.5) ima sa ekvidis-
tantom e tri zajednicke tacke A, B, C. Oznacimo sa A’, B’, C' podnoZja up-
ravnih iz tacaka A, B, C redom na pravu s. Cetvorougli A’B'BA, B'C'CB
su Sakerijevi sa osnovicama A’B’ i B'C’ redom, pa su uglovi £A i £B prvog
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Slika 17.5.
cetvorougla i £B i LC drugog ¢etvorougla ostri. Dakle, naporedni uglovi
£ABB’ i £CBB’ su ostri §to je nemogude. O

Teorema 17.1.5. Da bi u ravni L? dva kruga bila podudarna potrebno je i
dovolyno da im poluprecnici budu podudarni.

Teorema 17.1.6. Svaka dva oricikla u ravni L? su medu sobom podudarna.

Dokaz. Neka su X i X parabolicki pramenovi pravih u odnosu na koje su
definisani oricikli 0 i 0’ i neka je s zajednicka prava tih pramenova. Oznac¢imo
sa A i A’ zajednicke tacke prave s redom sa oriciklima o i o'.

(@) (o)

Slika 17.6.
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Ukoliko se pramenovi N i N poklapaju (slika 17.6. (a)), prava s je
proizvoljna prava tog pramena. Translacija T preslikava pramen N na
sebe, tackuu A oricikla o u tacku A’ oricikla o/, pa je

Tm(o) =0.

Ukoliko su pramenovi N i N razli¢iti (slika 17.6. (b)), onda je prema
teoremi 17.1.2. prava s jedinstvena, pa se osnom refleksijom u odnosu na
proizvoljnu pravu koja je upravna na pravu s pramenovi X i ¥’ preslikavaju
jedan na drugi. Ako se tacke A i A’ ne poklapaju, oznacimo sa n medijatrisu
duzi AA’, a ako se poklapaju sa n ¢emo oznaciti pravu koja sadrzi tacku
A = A’ i upravna je na pravu s. Osnom refleksijom S,, pramenovi R i ¥ se
preslikavaju jedan na drugi, a tacka A u tacku A’ $to znaci S, (0) = 0o'.

Kako se u oba slucaja oricikl o izometrijom preslikava na oricikl o, sledi
da su orickli o i o’ podudarni. d

U Euklidskoj geometriji ekvidistanta je prava, pa su svake dve ekvidis-
tante podudarne. U ravni Lobacevskog ekvidistanta je razlicita od prave i
vazi sledeca:

Teorema 17.1.7. Da biu ravni L? dve ekvidistante bile podudarne, potrebno
je © dovoljno da im visine budu podudarne.

Dokaz. Neka su u ravni L? date ekvidistante e i ¢’ redom sa osnovama s i
s'. Neka su Q i Q' tacke redom ekvidistanti eie’ a A1 A’ podnozja normala
redom iz tacaka @ i AQ' na prave s i s’. Neka su jos B i B’ tacke pravih s i
s’ redom takve da je AB = A’B’, a N i X hiperbolicki pramenovi kojima su
ekvidistante e i e’ definisane.

Q
e

Slika 17.7.
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Pretpostavimo da su visine QA i Q’A’ podudarne. Tada u ravni L?
postoji jedinstvena izometrija Z koja trougao AQAB prevodi u AQ'A’'B’.
Izometrija Z pramen X prevodi na pramen X’ pa samim tim i ekvidistantu
e na ekvidistantu e’.

Obratno, neka su ekvidistante e i ¢/ podudarne. Tada postoji izometrija
Z, takva da je Z(e) = €. Tada je Z(N) = N, Z(A) = A", Z(B) = B" i
Z(Q) = Q' (slika 17.7). Ako bi bilo Z(s) # ¢, onda bi svaka prava pramena
N’ bila upravna na dvema pravama s’ i A” B”, §to je nemoguée. Prema tome,
visine ekvidistanti e i €/ su podudarne. O

17.2 Kilasifikacija izometrijskih transformacija
ravni L2

Jos u apsolutnoj geometriji je izvrSena kompletna klasifikacija indirekt-
nih izometrijskih transformacija. Kako u apsolutnoj geometriji nije odreden
odnos disjunktnih pravih u ravni, to nije ni bilo moguce izvrsiti klasifikaciju
direktnih izometrijskih transformacija. Kao i u Euklidskoj geometriji, i ovde
je moguce izvrsiti klasifikaciju direktnih izometrijskih transformacija.

Teorema 17.2.1. Svaka direktna izometrijska transformacija T : L? — L?
predstavlja ciklicnu rotaciju, oriciklicnu rotaciju, hiperciklicnu rotaciju ili
koincidenciju.

Dokaz. S obzirom da je izometrijska transformacija Z direktna, ona se
moze predstaviti kao kompozicija dveju osnih refleksija. Neka je 7 = S5,8,.
U zavisnosti od medusobnog polozaja pravih p i ¢ mogu nastupiti sledeca
Cetiri slucaja:

(i) Prave p i g seku se u tacki O pri ¢emu je O finitna tacka. Tada je
1 =TRow, tj. T je rotacija oko tacke O pri ¢emu je w orjentisani dvostruki
ugao izmedu pravih p i q.

(ii) Prave p i ¢ su paralelne pri ¢emu je p # ¢q. Tada je T = H,4
oricikli¢na rotacija koju definiSemo kao kompoziciju dveju osnih refleksija sa
osama paralelnim medu sobom.

(iii) Prave p i ¢ su hiperparalelne. Tada je Z = 5% translacija, odnosno

hipercikli¢na rotacija pri ¢emu je vektor P@ odreden zajednickom normalom
hiperparalelnih pravih p i ¢ i predstavlja dvostruki vektor odreden rastoja-
njem po zajednickoj normali.

(iv) Prave p i g se poklapaju. Tada je Z = € koincidencija. O
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Klasifikacija indirektnih izometrijskih transformacija prostora L? izvrena
je u apsolutnoj geometriji, tj. vazi

Teorema 17.2.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija T : L? —
L? predstavlja osnu ili klizajuéu refleksiju.

17.3 Prave i ravni u prostoru L3

Definicija 17.3.1. Za pravu p kazemo da je paralelna ili hiperparalelna sa
ravni 7 prostora L3 u zavisnosti od toga da li je prava p paralelna ili hiper-
paralelna sa pravom koja sadrzi njenu upravnu projekciju.

Slika 17.8.

Upravna projekcija prave na pravu pomenuta je jo§ u stavu koji opisuje
normalu na jedan krak ostrog ugla koja je paralelna sa drugim krakom. Ako
je prava upravna na drugoj pravoj njena upravna projekcija na tu drugu
pravu je tacka. Ako prava se¢e drugu pravu pod oStrim uglom, njena up-
ravna projekcija na tu drugu pravu je otvorena duz.

g

E P

Slika 17.9.

Ako su te prave paralelne i razlicite (slika 17.9) tada je upravna projekcija
jedne od njih na onu drugu poluprava. Naime, mozemo pokazati da ako je
p || p1 tada postoji jedinstvena prava ¢ takva da je upravna na pravoj p i
q || p1. Zaista, ako je A € a, konstruisimo upravnu (slika 17.10) iz tacke A na
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pravu a. Ta normala se¢e pravu p u nekoj tacki P. U tacki P konstruisimo
dve prave paralelne sa pravom a u jednom i drugom smeru. Tada je ugao «
kod tacke P oStar ugao te postoji jedinstvena prava upravna na pravoj p i
paralelna sa drugim krakom ugla te je upravna projekcija prave a na pravu
p otvorena poluprava EP.

E P P

Slika 17.10.

Ako su prave a i p hiperparalelne projekcija (slika 17.11) prave a na pravu
p je otvorena duz. Zaista, neka je AP zajedni¢ka normala hiperparalelnih
pravih a i p. Iz tacke P mozemo konstruisati dve prave paralelne pravoj
a. One zahvataju sa pravom p oStre uglove koji su medu sobom jednaki.
dakle, postoje prave m i n upravne na pravoj p u tackama M i N i paralelne
prethodno navedenim dvema pravama koje su u tacki P paralelne pravoj
a. Otvorena duz M N je upravna projekcija prave a na pravu p. Na slican
na¢in moguce je diskutovati upravnu projekciju prave na ravan.

M P N

Slika 17.11.
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Teorema 17.3.1. Ako su a i b dve razne medusobno paralelne prave neke
ravni 7 prostora L i C tacka van ravni 7, tada se ravni o(a,C) i 3(b,C)
seku po izvesnoj pravoj ¢ koja sadrzi tacku C' i paralelna je sa pravama a i
b u istom smeru.

Dokaz. Ravni a i 8 sadrze tacku C koja se nalazi van ravni 7, te su ravni
a1 B razliéite od ravni w. Ravni o i 8 seku ravan 7 po dvema razli¢itim
pravama a i b te su i medu sobom razne. Ravni « i  imaju zajednicku
tacku C pa samim tim (slika 17.12) i zajedni¢ku pravu, ozna¢imo je sa c.
Dokazac¢emo da je prava c paralelna pravama a i b u istom smeru u kome su
paralelne prave a i b.

Ustanovimo najpre da prava c¢ nema zajednickih tacaka sa pravama a
i b. Neka prava c sefe neku od pravih a i b, recimo pravu a u tacki S.
Onda tacka S pripada obema ravnima « i 5, a kako se nalazi i na pravoj
a to ona pripada i ravni w. Dakle, tacka S pripada ravnima 7 i 8 pa i
njihovoj prese¢noj pravoj b. Prave a i b su dve razli¢ite paralelne prave sa
zajednickom tackom S, a to je nemoguée. Dakle, prava ¢ ne sece ni jednu
od pravih a i b.

Slika 17.12.

Dokazimo sada da je ¢ || a i ¢ || b. Ozna¢imo sa A i B proizvoljne tacke
redom pravih a i b, sa A" i B’ tacke pravih a i b takve da je AA’ | BB'. Neka
je tacka C’ sa one strane ravni trougla ABC sa koje su i tacke A’ i B’. Da
bi smo dokazali da je CC’ || AA’ dovoljno je da dokazemo da svaka prava
koja sadrzi tacku C i neku tacku D unutar ugla £ ACC’, sece pravu AA’.
Neka je § ravan odredena nekolinearnim tackama B, C'i D. Ta ravan sadrzi
tacku C izvan ravni 7 te je § # m. Ravni § i 7 imaju zajednicku tacku B
te se seku po nekoj pravoj BE’. Pri tome su tacke A i B’ sa raznih strana
ravni § pa prema tome i sa raznih strana prave BE’ po kojoj se seku ravni &



17.3. Prave i ravni u prostoru L® 295

i, te duz AB’ sece pravu BE' u nekoj tacki E. Kako je BB’ || AA’ prava
BE'’ koja sadrzi tacku E i koja se nalazi unutar ugla £ ABB’ se¢e pravu
AA" u nekoj tacki P. S obzirom da je tacka P na pravoj BE' po kojoj se
seku ravni § i 7w tacka P pripada ravnima ¢ i m. S druge strane tacka P
pripada i pravoj AA’ po kojoj se seku ravni « i 7 te tacka P pripada svakoj
od navedenih ravni « i 9, tj. njihovoj prese¢noj pravoj C'D. Dakle P € CD.
Kako prava CC’ ne sece pravu AA’, a prava koja sadrzi tacku C' i neku
tacku D koja se nalazi unutar ugla £ ACC’ sece pravu AA’ to je CC' || AA'.
Istim postupkom dokazuje se da je CC' || BB'. O

Teorema 17.3.2. Neka su a, b i ¢ tri prave prostora L? koje nisu sadrzane
w istoj ravni, tako da su svake dve komplanarne. Ako se prave a i b seku u
tacki S tada @ prava ¢ sadzi tacku S.

Dokaz. Neka je ravan « odredena pravama a i b, ravan 8 pravama a i ¢ a
ravan v pravama a i b. Tada vazi: S€eaC fiSebCatj. Seanp=cl

Teorema 17.3.3. Neka su a, b i c tri prave prostora L? koje nisu sadrzane
u istoj ravni, tako da su svake dve komplanarne. Ako se prave prave a i b
hiperparalelne, tada je i prava c hiperparalelna @ sa pravom a i sa pravom b
1 sve tri su ortogonalne na istu ravan.

Slika 17.13.

Dokaz. Oznac¢imo sa « (slika 17.13) ravan odredenu pravama b i ¢, sa 3 -
pravama a i ¢ i sa y - pravama a i b. Kako su prave a i b hiperparalelne, to
u ravni vy postoji njhova zajednicka normala AB, pri cemu A € a i B € b.
Neka je 0 ravan koja sadrzi pravu AB i ortogonalna je na ravan -. Tada
su prave a i b ortogonalne na ravan 6. Ravan § sadrzi pravu a koja je
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ortogonalna na ravan 6, odakle sledi da je [ ortogonalna na d. Analogno,
ravan « je ortogonalna na § jer sadrzi pravu b koja je ortogonalna na §. Tada
je 1 prese¢na prava c ravni « i § ortogonalna na d. Oznacimo sa C' prodornu
tacku prave ¢ kroz ravan §. Tada je AC' zajednicka normala pravih a i ¢, a
BC zajednicka normala pravih b i ¢. Dakle, prave a i ¢ su hiperparalelne, a
takode i prave b i c. O

Teorema 17.3.4. Ako su u prostoru L® dve prave a i b paralelne u istom
smeru trecoj pravoj c, tada su one paralelne medu sobom u istom smeru.

Dokaz. Slucaj kada su prave a, b i ¢ komplanarne razmatran je u teoremi
15.2.2. Ako prava ¢ seCe pravu a u tacki S onda i prava b prolazi kroz tacku S
prema teoremi 17.3.2. §to znaci da se prave a i b seku a to nije moguée. Ako
bi prava a bila hiperparalelna sa pravom ¢, onda bi prema teoremi 17.3.3.
prave a i b bile hiperparalelne, $to je suprotno pretpostavci da su prave a i b
paralelne. Zbog komplanarnosti pravih a i ¢ sledi da moraju biti paralelne.
Analogno se dokazuje paralelnost pravih b i c. O

Teorema 17.3.5. Ako je a prava van ravni © i ako u ravni w postoji prava
b paralelna pravoj a, tada je prava a paralelna ravni .

Dokaz. Iz paralelnosti pravih a i b sledi da su one komplanarne prave.
Oznacimo sa a’ pravu kojoj pripada ortogonalna projekcija prave a na ravan
7. Dakle, svake dve od tri prave a, a’ i b su komplanarne. Iz paralelnosti
pravih a i b sledi prema teoremi 17.3.4. paralelnost pravih a i @/, Sto prema
definiciji znaci da je prava a paralelna ravni . O

Iz teoreme 17.3.5. sledi

Teorema 17.3.6. Neka je prava a paralelna ravni w. Tada je svaka prava
b koja je paralelna pravoj a paralelna i sa ravni 7.

Posmatrajmo sve prave koje sadrze neku tacku A van ravni « i par-
alelne su sa ravni a. Oznacimo sa A’ normalnu projekciju tacke A na ravan
a. U Euklidskoj geometriji sve te prave su normalne na pravu AA’. U
hiperbolickoj geometriji sve te prave obrazuju sa AA’ uglove (slika 17.14)
koji su podudarni uglu II(AA’), pa sve te prave obrazuju konus. Taj konus
nazivamo konusom paralelnosti za ravan o u tacki A. Ukoliko prava a koja
prolazi kroz tacku A sa pravom AA’ obrazuje ugao manji od II(AA’), onda
za nju kazemo da pripada unutrasnjosti konusa paralelnosti. Ta prava sece
svoju ortogonalnu projekciju na ravan « pa samim tim i ravan .
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Slika 17.14.

Ako pak prava a sa pravom AA’ obrazuje ugao koji je veéi od ugla
IT(AA’), ona je sadrzana u spoljasnjosti konusa paralelnosti. Ta prava je mi-
moilazna sa svojom ortogonalnom projekcijom na ravan « pa je mimoilazna
i sa ravni . Ravan 8 kroz vrh A konusa paralelnosti ravni « ili sece konus
paralelnosti po dvema pravama ili ga dodiruje po jednoj pravoj ili sa njim
osim tacke A nema drugih zajednickih tacaka. U prvom slucaju ravan
sadrzi dve prave koje su paralelne sa ravni o, u drugom jednu a u tre¢em
slu¢aju nijednu.

Teorema 17.3.7. Ako u jednoj tacki ravni B postoje dve prave koje su par-
alelne drugoj ravni «, onda u svakoj tacki ravni 8 postoje dve prave koje su
paralelne ravni . Ravni o i B se seku a preseéna prava je paralelna svakoj
od pomenutih dveju pravih.

Dokaz. Neka su PA i PB dve prave ravni 3 paralelne sa ravni oe. Ozna¢imo
sa P'’A" i P'B’ normalne projekcije pravih PA i PB na ravan « tada je
PA || P'A"i PB || P'B'. Svaka prava ravni  koja sadrzi tacku P i
ima tacaka u unutrasnjosti ugla L APB, sadrzana je u unutrasnjosti konusa
paralelnosti za ravan « u tacki P, pa prema tome sece ravan «. Dakle, ravni
a1 f imaju zajednickih tacaka pa samim tim i zajednicku pravu. Oznacimo
je A1B;. Tada je PA || B1A; i PB || A1B;. Svaku tacku ravni « sadrzi
jedna prava koja je paralelna sa B1A; i jedna prava koja je paralelna sa
A1 By. Isto vazi i za proizvoljnu tacku ravni 5. O
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Slika 17.15.

Analogno se dokazuje i sledeéa teorema

Teorema 17.3.8. Ako u jednoj tacki ravni B postoji jedna prava koja je
paralelna sa ravni o, onda u svakoj tacki ravni B postoji jedna prava koja je
paralelna sa ravni o.

Ravni « i 8 iz prethodne teoreme nemaju zajednickih tacaka jer bi
u suprotnom u svakoj tacki ravni « i 3 postojale dve prave paralelne sa
prese¢nom pravom.

Definicija 17.3.2. Ako u nekoj tacki A ravni « postoji jedinstvena prava
koja je paralelna sa ravni 8, onda kazemo da je ravan « paralelna ravni 3.

Teorema 17.3.9. Neka je prava PA paralelna ravni «. Tada postoji jedna
1 samo jedna ravan B koja sadrzi pravu PA i paralelna je ravni c.

Dokaz. Oznacimo sa P’ (slika 17.16) ortogonalnu projekciju tacke P na
ravan «. Neka je 7 poluravan sa ivicom PP’ koja sadrzi tacku A. Oznacimo
sa (3 ravan koja sadrzi pravu PA i ortogonalna je na w. Dokaza¢emo da je
B || a. Dovoljno je da dokazemo da je uravni  kroz tacku P prava PA jedina
prava paralelna ravni «. Neka je PB jo$ jedna prava ravni 8 takva da je
PB | a.

Ozna¢imo sa m; poluravan sa ivicom PP’ koja sadrzi tacku B a sa
¢ simetralnu ravan dijedra koji obrazuju poluravni w i 7. Pri tome je
LAPP' 2 TI(PP') i £LBPP" = II(PP’) odakle je {APP" = KBPP'. To
znaCi da je pri ravanskoj refleksiji Ss u odnosu na ravan & zadovoljeno
Ss(PA) = PBiS5(PB) = PA, tj. refleksija S5 ravan odredenu tackama P,
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Slika 17.16.

A i B prevodi u samu sebe. Dakle, S5(8) = . Znaci dijedar koji obrazuju
7w 1 B se preslikava na dijedar koji obrazuju m i 8. Kako je m L 3 to jei
m L B. Dakle ravni 7 i w1 su ortogonalne na ravan 3 pa je i njihova presecna
prava PP’ ortogonalna na ravan . To znaci da je LAPP’" 2 TI(PP’) prav
a to je u suprotnosti sa aksiomom Lobacevskog. Prema tome, prava PA je
jedina prava u ravni 8 koja sadrzi tacku P i paralelna je sa ravni a.
Trebamo jo$ pokazati da proizvoljna ravan v koja sadrzi PA i nije orto-
gonalna na 7, seCe konus paralelnosti po jos jednoj izvodnici. Neka je &
ravan koja je ortogonalna na pravu PP’ i sece PP’ u tacki koja je izmedu
tacaka P i P’. Ona sece pravu PA u tacki Ay, a konus paralelnosti po krugu
k. Ako je £N G =10, b je tangenta kruznice k u tacki A;. Prava £ N~y sadrzi
tacku A ali nije tangenta kruga k. Prema tome, ona se¢e k u jo$ jednoj
tacki. Ta tacka sa tackom P odreduje drugu izvodnicu konusa paralelnosti
koja je sadrzana u ravni 7. O

Na osnovu dosad rec¢enog neposredno slede slede¢a tvrdenja:

Teorema 17.3.10. Ako u jednoj tacki ravni o ne postoji ni jedna prava
koja je paralelna sa ravni B, tada ni u jednoj tacki ravni o ne postoji prava
koja je paralelna sa ravni 3.

Definicija 17.3.3. Ako u ravni a postoji tacka A takva da nijedna prava
ravni « kroz tacku A nije paralelna sa ravni § tada kazemo da je ravan «
hiperparalelna sa ravni 3.

Teorema 17.3.11. Dve hiperparalelne ravni v L® imaju jedinstvenu za-
jednicku normalu.
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Slika 17.17.

Dokaz. Neka su ravni o i 8 (slika 17.17) hiperparalelne. Obelezimo sa A
bilo koju tacku ravni «, sa B podnoZzje upravne iz tacke A na ravan (§ a
sa C' podnozje upravne iz iz tacke B na ravan «. Ako je pri tome C = A,
AB je zajednicka normala tih hiperparalelnih ravni. Neka je C' # A. U
tom slucaju su A, B,C tri nekolinearne tacke te odreduju neku ravan m.
Ravan 7 sadrzi tacku B koja se nalazi van ravni « te je m # a. Tacke A
i C pripadaju i ravni 7 i ravni « te je prava AC presetna prava ravni 7 i
«. Tacka A pripada ravni 7 i ne pripada ravni 8 te je m # 3. Tacka B
pripada ravnima 7 i 8 te se one seku po nekoj pravoj b koja sadrzi tacku B.
Oznacimo sa a pravu AC'i dokazimo da su prave a i b hiperparalelne. Zaista,
prave a i b ne mogu imati zajednickih tacaka jer bi njihova zajednicka tacka
bila zajednicka tacka ravni i 5 Sto je nemoguce. Takode prave a i b nisu
paralelne Sto sledi iz hiperparalelnosti ravni « i $ pa prema tome prave a
i b moraju biti hiperparalelne. Prema tome postoji jedinstvena zajednicka
normala M N pravih a i b. Ravan mw sadrzi pravu BC koja je upravna na
a te jem L a. Kako MN pripada ravni # i MN 1 a bice MN L a.
Istim postupkom dokazujemo da je MN L (3, te je M N zajednicka normala
hiperparalelnih ravni o i 5.

Jedinstvenost zajednicke normale dokazujemo indirektnim postupkom.
Neka ravni « i f imaju dve zajednicke normale M N i M;N;. U tom slucaju
prave M N i M;N; su komplanarne te odreduju ravan ¢etvorougao sa sva
Cetiri unutrasnja prava ugla, $to je nemogucée. Prema tome, postoji jedin-
stvena zajednicka normala dveju hiperparalelnih ravni. O

Teorema 17.3.12. DuZ koja spaja podnoZja zajednicke normale dveju hiper-
paralelnih ravni je najkraca od svih duzi koje spajaju bilo koje dve tacke tih
dveju ravni.
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Definicija 17.3.4. Mimoilaznim pravama prostora L3 nazivamo prave za
koje ne postoji ravan koja ih sadrzi.

Osobine mimoilaznih pravih prostora L? su iste kao osobine mimoilaznih
pravih Euklidskog prostora E® ali su dokazi drugaéiji.

Teorema 17.3.13. Ako su a i b dve mimoilazne prave u L3, tada postoje
dve i samo dve ravni w1 i wo takve da svaka od ravni mw 1 mo sadrZi pravu b
1 paralelna je sa pravom a.

Slika 17.18.

Dokaz. Neka je P proizvoljna tacka prave b. Kako su a i b mimoilazne
prave to P ¢ a. Stoga u ravni 7 odredenoj pravom a i tackom P (slika
17.18) postoje dve prave a; i ag koje sadrze tacku P i paralelne su sa pravom
a u raznim smerovima. Pri tome su prave a; i ag razlic¢ite od prave b. Prave
a1 1 b se seku i odreduju neku ravan ;. Na isti nacin prave ag i b odreduju
ravan me. Prava a je paralelna sa pravom aj koja je u ravni 7y, pa je prema
tome a || 7. Na isti nacin je a || w2 te postoje dve ravni 7 i 7o koje sadrze
pravu b i paralelne su sa pravom a u raznim smerovima. Jedinstvenost tih
ravni dokazuje se indirektnim postupkom. O

Teorema 17.3.14. U prostoru L? postoji jedinstvena prava n upravna na
dvema mimoilaznim pravama a i b tog prostora.

Dokaz. Neka su prema prethodnoj teoremi 7y i mp ravni u prostoru L3
takve da je m1 || @, m2 || @ i b = m Nme. Ravni 7 i m2 se seku po pravoj
b (slika 17.19) pa odreduju dva para unakrsnih dijedara. Kako je a | 71,
a || w3 1 a # b prava a se nalazi u jednom od pomenutih dijedara. Ozna¢imo
ga sa ). Neka je 7 simetralna ravan onog para unakrsnih dijedara odredenih
ravnima 71 i o u kojima se ne nalazi prava a. Neka su zatim « i 8 ravni koje
respektivno sadrze prave a i b i upravne su na ravan 7. Pri tome je i ravan
B medijalna ravan dijedra £ u kome se nalazi prava a koja je paralelna sa
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Slika 17.19.

njegovim pljosnima. Stoga ravan 3 seCe pravu a u nekoj tacki A. Ravni « i
B su razne i imaju zajednicku tacku A te se seku po nekoj pravoj n. Prava
n se¢e pravu b u nekoj tacki B. Buduéi da je prava b u nekoj ravni 7 koja
je u tacki B upravna na pravoj n bi¢e n L b. S obzirom da ravan a sadrzi
pravu n koja se nalazi u medijalnoj ravni dijedra €2 i koja je upravna na
ivici b tog dijedra, ravan « seCe pljosni tog dijedra po izvesnom uglu kome
je prava n simetrala. Pri tome je prava a paralelna sa kracima tog ugla pa
je prava n upravna na pravu a. Na taj nafin prava n je upravna na svaku
od dveju mimoilaznih pravih a i b. Jedinstvenost se dokazuje indirektnim
postupkom. O

Nije tesko pokazati da vazi i sledeca

Teorema 17.3.15. Od svih duZi koje spajaju tacke dveju mimoilaznih pravih
prostora L3 najmanja je ona duz koja spaja podnozja zajednicke normale tih
mimotlaznih pravih.

17.4 Episfere prostora L3

Definicija 17.4.1. Neka je u L3 dat snop pravih i na jednoj pravoj tog
snopa tacka A. Skup koji se sastoji iz tacke A i svih tacaka na pravama
datog snopa koje odgovaraju u transformacijama grupe epiciklickih rotacija
tacki A, zovemo episferom tog snopa pravih. U zavisnosti od toga da li je
posmatrani snop pravih elipticki, parabolicki ili hiperbolicki, odgovarajuéu
episferu zovemo sferom, hipersferom ili orisferom.

Ako je snop elipticki (tj. sve prave snopa prolaze kroz jednu tacku -
centar snopa) neposredno se ustanovljuje da su sve tacke sfere podjednako
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udaljene od srediSta snopa i obratno da sve tacke prostora podjednako udal-
jene od centra snopa pripadaju jednoj sferi.

Ako je snop parabolicki (tj. sve prave snopa su medu sobom paralelne)
orisfera koja se tada dobija moze se smatrati grani¢nim slucajem sfere ¢ije
je srediste tacka Oy (infinitna tacka posmatranog parabolickog pramena
pravih).

Ako je snop hiperbolicki (tj. sve prave snopa su upravne na istu ravan)
kao rezultat se dobija hipersfera koja predstavlja skup tacaka podjednako
udaljenih od bazisne ravni, tj. osnove snopa. Stoga hipersferu analogno
slu¢aju hipercikla u L? nazivamo i ekvidistantnom povrsi. Osnovu odgo-
varajuteg snopa pravih nazivamo osnovom ekvidistantne povrsi a duz, tj.
udaljenost bilo koje tacke od osnove visinom te ekvidistantne povrsi.

Teorema 17.4.1. U prostoru L? postoje iskljucivo tri povrsi stalne ili kon-
stantne krivine. To su sfera, orisfera i hipersfera (ekvidistantna povrs).

Napomenimo da je ekvidistantnu povrs moguce razmatrati i kao dvojnu
ekvidistantnu povrs, tj. kao dva disjunktna skupa tacaka podjednako uda-
ljenih od zajednicke bazisne ravni pri ¢emu svaki od ovih skupova tacaka
pripada po jednom poluprostoru odredenim bazisnom ravni.

Pomenute tri povrsi se Cesto nazivaju i povrSima konstantne krivine.
Osobina da povrs u svakoj svojoj tacki ima konstantnu krivinu omogucuje
toj povrsi da se kreée sama po sebi. To svojstvo omogucéuje da na svakoj od
tih povrsi izgradimo elementarnu geometriju. Naime Euklidska geometrija
moze se izgraditi isklju¢ivo na povrsima konstantne krivine.

Analogno slucaju ravni L? i u prostoru L3 se dokazuju sledeée teoreme.

Teorema 17.4.2. Dve sfere su podudarne ako i samo ako su im jednaki
polupreénici.

Teorema 17.4.3. Dwve orisfere su uvek medusobno podudarne.

Teorema 17.4.4. Dve cekvidistantne povrsi su podudarne ako i samo ako
imaju jednake visine.

Presek dveju episfera je epicikl. Takode je presek episfere i ravni epi-
cikl. Ukoliko prese¢na ravan sadrzi pravu snopa kojom je episfera definisana
onda za presek dobijamo krug, oricikl ili ekvidistantu u zavisnosti od toga
da li je razmatrana episfera: sfera, orisfera ili ekvidistantna povrs. Ukoliko
je preseCna ravan upravna na nekoj pravoj snopa za presek episfere i ravni
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dobija se krug ili tacka. S obzirom na to da postoji jedinstvena prava snopa
upravna na zadatu ravan, presek proizvoljne ravni koja ne sadrzi pravu
kojom je ta orisfera definisana i orisfere je krug. Ako ravan sece osnovu
ekvidistantne povrsi, nije tesko ustanoviti da je presek ravni i ekvidistantne
povrsi ekvidistanta. Odgovor na pitanje Sta se dobija u preseku ekvidis-
tantne povrsi i ravni koja je paralelna bazisnoj ravni ekvidistantne povrsi
daje sledeca teorema, ¢iji dokaz prepustamo Citaocu:

Teorema 17.4.5. Presek ravni a koja je paralelna osnovi m neke ekvidis-
tantne povrsi i koja pripada poluprostoru sa rubom m kome pripada ekvidis-
tantna povrs je oricikl.

17.5 Klasifikacija izometrijskih transformacija
prostora L3

Teorema 17.5.1. Svaka direktna izometrijska transformacija prostora L3
predstavlja koincidenciju, osnu rotaciju, oriciklicku rotaciju, hiperciklicku
rotaciju (translaciju) ili zavojno kretanje.

Dokaz. Kako je Z direktna izometrijska transformacija prema poznatom
stavu iz Apsolutne geometrije ona se moze predstaviti kao kompozicija dveju
osnih refleksija, tj. Z = S, 08,,. U zavisnosti od uzajamnog polozaja pravih
m i n razlikujemo pet moguénosti:

(i) Prave m i n se poklapaju. Tada je T = S2, = ¢ koincidencija.

(ii) Prave m i n se seku u nekoj tacki O. U tom slucaju prave m i n
odreduju neku ravan w. Obelezimo sa m; i m2 ravni koje sadrze prave m i n
i upravne su na ravni 7. U tom slucaju bice

T = S5uSm = SrySrSuSp, = SrySmi = R

pri cemu je S;, S = S, jer je o L mim N7 = n. Na isti nacin je
SxSny =Sy jerjem L mim Nw =m. Najzad ravni m; i mo imaju neku
zajednicku tacku O pa imaju i zajednicku pravu s jer je m; # me. Zato
je SrSry = Ry rotacija oko ose s pri emu je w dvostruki ugao izmedu
pravih m i n.

(iii) Prave m i n su paralelne i m # n. U tom slucéaju prave m i n
odreduju neku ravan w. Obelezimo sa 71 i w9 ravni koje sadrze respektivno
prave m i n i upravne su na ravni 7. Tada Ce biti

Z=38,5n,= S7r287r87r87r1 = S7r257r1 = Hmﬂrz
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tj. Z je oriciklicka rotacija jer su prave m i n medusobno paralelne u nekom
smeru, ravni 7y i 9 su upravne na 7 i sadrze redom prave m i n te su i
ravni 71 1 m9 medu sobom paralelne.

(iv) Prave m i n su hiperparalelne i m # n. U tom slu¢aju prave m
i n poseduju jedinstvenu zajednicku normalu M N. Prave m i n odreduju
izvesnu ravan 7 i pripadaju respektivno ravnima 7 i w2 koje su upravne na
ravan m te je

Z = SnSm == Sﬂ'QSﬂ'STFSﬂ'l = ST(QSTH = TW

Prema tome u ovom slucaju kompozicija Sp,Sr, je hiperciklicka rotacija

(translacija) za vektor MM’ gde je M’ tacka simetri¢na tacki M u odnosu
na pravu n.

(v) Prave m in su mimoilazne. U tom slu¢aju postoji zajednicka normala
s pravih m in. Oznatimo sNm = M i sNn = N. Neka su 71 i mo ravni
upravne na s u tackama M i N. Buduéi da su i prave m i n upravne na s
u tackama M i N to prava m pripada ravni 7wy a prava n ravni my. Neka
su zatim o i o9 ravni koje sadrze redom parove m,s odnosno n,s. U tom
slucaju je

1 = 5nSm = S35, Sm1801 = S53612801 Sy = 863501 Sy Sy = RswTyp

gde je 85,85, = R rotacija a Sy, Sy, = GV Prava s je presek ravni o
i 09, w=24(01,09) i ravni 71 i mo su upravne na pravu s, a tacke M, M’
pripadaju pravoj s, te je u ovom slu¢aju kompozicija S, S, zavojno kretanje
2w =
Teorema 17.5.2. Svaka indirektna izometrijska transformacija T : L — L3
razli¢ita od ravanske refleksije predstavlja ciklicku, oriciklicku ili hiperciklicku
rotacionu refleksiju.

Dokaz. Neka je Z indirektna izometrijska transformacija razli¢ita od ra-
vanske refleksije. Njena optimalna simetrijska reprezentacija sastoji se od
tri ravanske refleksije. Neka je T = §,538,, pri ¢emu su «, 3,7y osnove
pomenutih refleksija. Ravni a, 8 i 7 ne pripadaju jednom pramenu ravni
jer bi u protivnom Z bila ravanska refleksija. Prema tome ravni o, 5 1 v
odreduju snop ravni ) jer su presecne prave svake dve ravni komplanarne.
Kako je 7 indirektna izometrijska transformacija bi¢e Z # ¢ pa prema tome
postoji tacka P € L3 takva da je Z(P) = P'i P # P’. Neka je Q srediste
duzi PP' a p i q prave koje redom sadrze tacke P i @) i pripadaju snopu
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pravih koji je induciran snopom Y. S obzirom da je kompozicija S,Z indi-
rektna izometrijska transformacija kojoj je svaka tacka prave p invarijantna
prema teoremi iz Apsolutne geometrije ona predstavlja neku ravansku re-
fleksiju S, = S,Z pri ¢emu prava p pripada ravni p i prema tome p € ).
Iz navedene jednakosti je Z = §;S5,,. Ako obelezimo sa o ravan koja sadrzi
pravu ¢ i upravna je na ravan p, a sa v ravan koja je upravna na ravan o
bice
T=38,8,=88uS,=S8:L,,

gde je sa £, , oznacena kompozicija S, S, u kojoj su ravni v i g upravne na
istoj ravni o. U zavisnosti od toga da li se i i v seku, da li su paralelne ili su
hiperparalelne ta kompozicija predstavlja osnu, oriciklicku ili hiperciklicku
rotaciju te Z predstavlja rotacionu, tj ciklicku, oriciklicku ili hiperciklicku
rotacionu refleksiju. U skladu sa ¢injenicom da je hiperciklicka rotacija -
translacija, hiperciklicka rotaciona refleksija predstavlja klizajuéu refleksiju
prostora L3. O

17.6 Unutrasnja geometrija orisfere

Pozac¢emo da hiperboli¢ki prostor na orisferi indukuje jednu geometriju
- unutrasnju geomeriju orisfere. Dokazac¢emo da je ta geometrija - Euklid-
ska geometrija, tj. dokazatemo da su na orisferi zadovoljene sve aksiome
Euklidske geometrije.

Ravan koja sadrzi osu orisfere, se¢e tu orisferu po nekom oriciklu. U
unutradnjoj geometriji orisfere takvom oriciklu ¢emo dodeliti ulogu prave.

Neka su date dve tacke A i B orisfere o i neka su a i b one ose orisfere koje
sadrze date tacke. Prave a i b su paralelne, dakle i komplanarne, pa odreduju
ta¢no jednu ravan w. Ravan 7 i orisfera o se seku po nekom oriciklu p, pri
¢emu tacke A i B pripadaju oriciklu p. Prema tome, za svake dve tacke
orisfere postoji jedan i samo jedan oricikl koji ih sadrzi, $to znaci da su
aksiome I; i Iy zadovoljene. Svaki oricikl sadrzi bar dve tacke a sam je
sadrzan u nekoj ravni. Postoji bar jedna osa orisfere koja sadrzi neku tacku
van posmatranog oricikla. To znac¢i da je na orisferi zadovoljena i treé¢a a
takode i cetvrta aksioma incidencije.

Uvedimo sada relaciju izmedu na orisferi.

Definicija 17.6.1. Neka su a, b i ¢ ose orisfere redom kroz tacke A, B i
C na orisferi. Za tactku B ¢emo reéi da je izmedu tacaka A i C na orisferi
(oznaka: B(A, B,C)) ako su ose a, b i ¢ komplanarne pri ¢emu je osa b
izmedu osa a i c.
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Imajuéi u vidu ovakvu definiciju veoma lako mozemo utvrditi da na
orisferi vazi prvih pet aksioma poretka. Situacija je nesto komplikovanija kod
utvrdivanja vaznosti Pasove aksiome. Za ovako definisanu relaciju izmedu
vazi sledeéa teorema:

Teorema 17.6.1. Neka su A, B i C tri tacke orisfere koje ne pripadaju
istom oriciklu i neka je p oricikl koji ne sadrzi ni jednu od tacaka A, B i C.
Ako postoji tacka D na orisferi takva da je B(A, D, B) tada postoji i tacka
E na oriciklu p takva da je B(A,E,C) ili B(B, E,C).

Slika 17.20.

Dokaz. Oznacimo sa a, b, ¢, d ose orisfere (slika 17.20) koje odgovaraju
respektivno tackama A, B, C i D; sa A’, B’ i C’ proizvoljne tacke pravih
a, b i ¢ redom, u smeru paralelnosti pravih a, b i ¢; sa ¢ ravan odredenu
tackama A’, B’ i C' a sa 7 ravan koja sadrzi oricikl p. Prava d nalazi se u
ravni odredenoj osama a i b oricikla, pri ¢emu je d izmedu a i b. Oznac¢imo
sa D' presecnu tacku pravih d i A’B’. Tada tacka D’ zadovoljava sledeée
uslove: B(A',D',B’), D' €4, D' € w Ravni § i m imaju zajednicku
tacku D’ pa samim tim i zajednicku pravu, oznac¢imo je sa p’.

Kako je u hiperbolickoj ravni § zadovoljena PaSova aksioma za trougao
AA'B'C" i pravu p' iz uslova B(A’, D', B') sledi da prava p’ sadrzi tacku E’
takvu da je B(B', E',C") ili B(A’, E',C"). Neka je zadovoljena prva od ove
dve relacije. Tada tacka E’ pripada ravni 7 i ravni BOC'B’. To znaéi da te
dve ravni imaju zajednicku pravu e. Svake dve od tri prave b, e i DD’ su
komplanarne pa pripadaju istom pramenu pravih. Kako su prave b i DD’
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paralelne to je i e paralelna u istom smeru sa njima dvema pa predstavlja
osu orisfere. Prema tome, prava e sece orisferu. Ozna¢imo sa E presenu
tacku prave e sa orisferom. Tada tacka E pripada oriciklu p. Kako je prava
e paralelna sa pravama b i ¢ i sadrzi tacku E’ koja je izmedu pravih b1i c to je
i prava e izmedu pravih b i ¢ a to upravo znaci da je B(B, E,C'). Na potpuno
isti nacin ako pretpostavimo da vazi B(A’, E’,C") dobijamo B(A, E,C). O

Definicija 17.6.2. Za par tacaka (P,Q) re¢i ¢emo da je podudaran paru
tacaka (P’, Q") na orisferi o, ako postoji kretanje te orisfere po samoj sebi,
koje prevodi tacke P i (Q redom u tacke P’ i @', tj. ako postoji izometrija
T:L%— L3 takvadaje Z(o) =0, Z(P) =P i Z(Q) = Q'.

Sa tako uvedenom relacijom podudarnosti neposredno se moze dokazati
vazenje svih aksioma podudarnosti a takode i aksiome neprekidnosti. Zatim
mozemo dokazati da na orisferi vazi i Plejferova aksioma paralelnosti.

Teorema 17.6.2. Kroz tacku A na orisferi o, van nekog oricikla p te oris-
fere, postoji tacno jedan oricikl koji sa oriciklom p nema zajednickih tacaka.

Dokaz. Na orisferi o uo¢imo oricikl p i tacku A van oricikla p. Oznaéimo sa
a osu orisfere kroz tacku A a sa m ravan koja sadrzi oricikl p. Svaki oricikl
orisfere o koji sadrzi tacku A moze se dobiti kao presek orisfere i ravni koja
sadrzi pravu a. Prema tome problem nalazenja broja oricikala na orisferi
koji sadrze tacku A i ne seku oricikl p svodi se na nalaZenje broja ravni koje
sadrze pravu a i ne seku ravan 7. Kako je prava a paralelna ravni 7 to
postoji tacno jedna ravan koja sadrzi pravu a i sa ravni m nema zajednickih
tacaka. Prema tome na orisferi postoji jedan i samo jedan oricikl koji sadrzi
tacku A i nema zajednickih tacaka sa oriciklom p. O

Na osnovu iznetog vazi sledeca teorema:
Teorema 17.6.3. Unutrasnja geometrija orisfere je Euklidska geometrija.

Pri tome, ulogu prave ima onaj oricikl orisfere koji pripda ravni koja sadrzi
ose orisfere.
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Na hipersferi ulogu pravih linija imaju ekvidistantne linije dobijene u pre-
seku hipersfere i ravni upravnih na bazisnu ravan hipersfere. Tako dobijene
ekvidistantne linije zovu se geodezijske ekvidistante. Sa ovakvim ”pravim”
na hipersferi se realizuje hiperbolicka geometrija, tj. vazi sledeca teorema

Teorema 17.6.4. Unutrasnja geometrija ekvidistantne povrsi je hiperbo-
licna geometrija. Pri tome, ulogu prave na hipersferi ima geodezijska ek-
vidistanta.
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Glava 18

Poenkareov model
geometrije Lobacevskog

18.1 Neprotivurecénost geometrije Lobacevskog

Apstraktni sistem pojmova na kojima se zasniva deduktivna teorija
omogucuje da se, dajué¢i tim pojmovima konkretna znacenja, formiraju ra-
zlicite teorije. To znaéi, da polazeéi od istog sistema polaznih pojmova,
mozemo izgraditi razlic¢ite teorije. Dajuéi apstraktnim pojmovima konkretna
znacenja i ustanovljavanjem da sa tako uvedenim pojmovima vaze odredeni
sistemi aksioma Euklidske geometrije ili pak geometrije Lobacevskog dolaz-
imo do razli¢itih interpretacija tih teorija. Te interpretacije zovemo mod-
elima. Sistem aksioma jedne teorije ne mora da bude uvek jednoznac¢no
odreden. To znaci da se polazeéi od razlicitih sistema aksioma moze izgra-
diti jedna ista deduktivna teorija. Tako se na primer geometrija Lobacevskog
i Euklidska geometrija ne moraju zasnivati na aksiomama od kojih smo mi
posli. Moze se na primer poéi od Vejlovog sistema aksioma (Herman Vejl) ili
neke izmene unutar naseg sistema aksioma, na primer umesto aksioma po-
dudarnosti uvesti aksiome kretanja, a umesto Dedekindove aksiome uvesti
dve aksiome: Eudoks-Arhimedovu i Kantorovu aksiomu.

Pri tome se postavljaju tri zna¢ajna uslova koji karakterisu svaku deduk-
tivnu teoriju: (i) neprotivureénost, (ii) potpunost i (iil) nezavisnost sistema
aksioma i samih pojmova jedne deduktivne teorije.

Zadrzimo se samo na konstrukciji izvesnih modela koji ¢e omoguéiti
ustanovljavanje neprotivure¢nosti teorije, tj. Cinjenicu da se unutar same
teorije ne mogu izvesti dva stava koja bi bila protivure¢na. Ustanovlj-
avanje neprotivurecnosti date teorije prema Gedelovom stavu moguce je
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iskljuc¢ivo na modelu iz te teorije koji je konstruisan na nekom drugom mo-
delu neke teorije za koju znamo da je neprotivureé¢na. Drugim re¢ima, ne-
protivurecnost neke teorije mora pocivati na neprotivurec¢nosti neke druge
teorije. Na taj nacin dolazimo do iste situacije kao i pri konstrukeiji deduk-
tivne teorije gde su kao osnova morale biti uzete aksiome - tvrdenja koja se
ne dokazuju ve¢ se pretpostavlja njihovo vazenje. Sli¢no neprotivure¢nost
izvesne teorije mora biti pretpostavljena da bi se druge teorije mogle na
njoj zasnivati. Neprotivure¢nost teorije skupova moze se pretpostaviti. Na
osnovu nje moze se dokazati neprotivure¢nost teorije brojeva, na osnovu
koje mozemo dokazati neprotivurecnost Euklidske geometrije na tzv. arit-
metickom modelu.

Konstruisacemo takav model u Euklidskoj geometriji na kome ¢e biti
realizovani svi pojmovi i sve aksiome geometrije Lobacevskog, pretpostav-
ljajuéi neprotivureénost Euklidske geometrije. Pri tome ¢emo se ograniciti
na pokazivanje neprotivurec¢nosti planimetrije Lobacevskog. Na slican nacin
moze se pokazati i neprotivurecnost stereometrije Lobacevskog. Ovde ¢emo
opisati samo jedan, tzv. Ponkareov (H. Poincaré) model hiperbolicke ge-
ometrije. Tacnije re¢eno, opisa¢emo Poenkareov model hiperbolicke planimet-
rije koji je nastao 1882. godine.

18.2 Opis Poenkareovog modela

Interpretaciju planimetrije Lobacevskog konstruisacemo u Euklidskoj
ravni E?, tj. otvorenoj Euklidskoj poluravni. Saglasimo se da bilo koju
tacku neke otvorene Euklidske poluravni o nazovemo neeuklidskom tackom.
Na tako wustanovljenom skupu neeuklidskih tacaka uvedimo klase
podskupova Cj.

Slika 18.1.

Neeuklidskom pravom saglasimo se da nazovemo svaki Euklidski polukrug
pomenute neeuklidske ravni kome se srediSte nalazi na rubu te ravni. Taj
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rub obelezimo sa x (slika 18.1) i nazovimo apsolutom neeuklidske ravni
o. Pravom ¢emo nazvati i svaku polupravu Euklidske poluravni ¢ koja
je upravna na rub z i ¢iji kraj pripada tom rubu. Nije tesko ustanoviti da
na ovako konstruisanom modelu vaze sve aksiome incidencije planimetrije

Lobacevskog.

A C
A B

(@) (0)

Slika 18.2.

Na slici 18.2 (a) je predstavljen neeuklidski ugao LAOB, a na slici
18.2 (b) neeuklidski trougao AABC'. Definisimo zatim relaciju izmedu na
tako ustanovljenom skupu Euklidskih tacaka i pravih. Smatracemo da je
neeuklidska tacka B izmedu neeuklidskih tacaka A i C ako se tacke A, B i
C nalaze na istoj neeuklidskoj pravoj i ako je u Euklidskom smislu na toj lin-
iji tacka B izmedu tacaka A i C. Sa tako ustanovljenim pojmovima: tacka,
prava i relacija 1zmedu nije teSko ustanoviti da na zasnovanom skupu neeuk-
lidskih tacaka i pravih vaze sve aksiome incidencije i poretka. Da bismo
ustanovili aksiome podudarnosti neophodno je da uvedemo relaciju podu-
darnosti neeuklidskih parova tacaka na takvom modelu. Kazacemo da je
par neeuklidskih tacaka (A, B) podudaran paru neeuklidskih tacaka (A’, B)
ako postoji konac¢an niz inverzija pomenute poluravni koji neeuklidsku duz
AB prevodi u neeuklidsku duz A’B’. Neeuklidska duz je skup svih tacaka
neeuklidske prave koje su izmedu datih tacaka A i B. Tackom O neeuklidska
prava p je razlozena na dve neeuklidske poluprave. Sada se moze ustanoviti
da vaze i sve aksiome podudarnosti.

Znacajno je reSavanje pitanja sledeceg problema:

Ako je na neeuklidskoj pravoj p data neeuklidska duz AB a na neeuklid-
skoj prvoj p’ neeuklidska tacka A, kako na neeuklidskoj pravoj p' sa odredene
strane neeuklidske tacke A’ konstruisati neeuklidsku tacku B’ takvu da je

(A, B) = (A', B')?

Konstruisimo neeuklidsku pravu odredenu tackama A i A’. Zatim kon-
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struisimo neeuklidsku medijatrisu n duzi AA’ na sledeéi na¢in: Konstruisimo
Euklidsku pravu AA’ i oznac¢imo sa O njen presek sa x. Oznacimo sa T
dodirnu tacku te tangente i euklidskog polukruga p. Trazena medijatrisa
n neeuklidske duzi AA’ je polukrug sa centrom u tacki O i poluprecnikom
OT'. Konstruisimo zatim neeuklidsku normalu iz tacke B na medijatrisu n.
Postoji jedinstven polukrug sa sredistem na x koji sadrzi tacku B i upravan
je na polukrug n. Zatim se konstruiSe tacka inverzna tacki B u odnosu na
polukrug n (simetri¢na tacki B u odnosu na medijatrisu n). Oznaé¢imo je
sa B”. Tacke A’ i B” odreduju neeuklidsku pravu p” koja je simetri¢na sa
pravom p u odnosu na pravu n. Neeuklidske prave p i p” seku se u tacki
A’. Prave p’ i A’B” odreduju jedan ugao. Kako je inverzija konformno pres-
likavanje to ugao pri tom preslikavanju ne menja svoju velicinu. Moze se
konstruisati simetrala a zatim normala u tacki A’ na toj simetrali. U odnosu
na tu simetralu n’ moze se konstruisati tacka B’ na p’ simetri¢na tacki A’
tako $to iz tacke B” konstruiSemo pravu upravnu na n’ i u preseku sa p’
dobijamo tacku B’.

Ostale aksiome podudarnosti se lako izvode. Neposredno se dokazuje da
vazi i Dedekindova aksioma neprekidnosti.

Na ovom modelu je bitno ustanoviti koja aksioma paralelnosti vazi: Ple-
jferova ili aksioma Lobacevskog. Ispostavlja se da vazi aksioma Lobacevskog.

o, A
P2

Slika 18.3.

Neka je a neeuklidska prava i A neeuklidska tacka van prave a. Tada
postoje bar dve neeuklidske prave koje sadrze tacku A i sa pravom a nemaju
zajednickih tacaka. Grani¢ne prave koje ne seku pravu a i sadrze tacku A
(slika 18.3) su paralelne prave sa pravom a, jedna u jednom a druga u drugom
smeru. Oznacimo ih sa p; i po.

Na taj nacin je ustanovljen model planimetrije Lobacevskog.
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k'| k2

Slika 18.4.

Resavajuéi zadatke u Euklidskoj geometriji mozemo dobiti i reSenje odgo-
varajuceg problema u geometriji Lobacevskog, te probleme geometrije Loba-
cevskog svodimo preko modela na probleme Euklidske geometrije. Postavlja
se problem ustanovljavanja jedinstvene zajednicke normale dveju hiperpar-
alelnih pravih na modelu planimetrije Lobacevskog. U tom cilju konstruise
se krug (slika 18.4) sa centrom na apsoluti z upravan na datim polukrugov-
ima. Taj krug bice resenje postavljenog problema u planimetriji Lobacevskog
u okviru Poenkareovog modela.

Za model stereometrije Lobacevskog (u Poenkareovom smislu) posma-
trali bismo polusferu u Euklidskom otvorenom poluprostoru koja je dobi-
jena iz sfere ¢iji centar pripada granici poluprostora. Granicu poluprostora,
tj. odgovarujuéu ravan nazivamo apsolutom. Pomenuta polusfera, kao i
poluravan ortogonalna na apsoluti predstavljale bi model ravni u prostoru
Lobacevskog. Posebno u svakoj ovakvoj ravni Lobacevskog realizovala bi se
planimetrija Lobacevskog.
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Indeks Pojmova

A Paralelogram, 178
Aksioma, 19 Sakerijev, 88
incidencije, 20 osnovica, 88, 89
linearna, 24 protivosnovica, 88, 89
Lobagevskog, 251 srednja linija, 89
neprekidnosti, 20, 143 tangentni, 216
Arhimed, 143 tetivni, 217
Dedekind, 143
Kantor, 145 D
Pasova, 24 Diedar, 40
paralelnosti, 20, 155, 171 ostar, 106
Plejferova, 155 otvoreni, 40
podudarnosti, 20, 69 prav, 106
poretka, 20, 23 tup, 106
veze, 20 zatvoreni, 40
Antibipiramida, 60 Duz, 29
Antiprizma, 60 istosmerna, 31
Apolonijevi problemi, 237 medijalna ravan, 100
Arhimedov stav, 143 medijatrisa, 95
merenje, 151
B otvorena, 29
Bipiramida, 60 razmera, 176
simetrala, 95
C simetralna ravan, 100
Centralna refleksija prostora, 139 srediste, 77
Centralna rotacija ravni, 122 suprotnosmerna, 31
Centralna simetrija reda n, 125 tangentna, 216
Cikl, 287 usmerena, 192

zatvorena, 29
Dvorazmera, 209
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Cetvorougao
Lambertov, 88 E
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Epicikl, 285

Epiciklicka rotacija, 285
Episfera, 302

Euklidovi elementi, 12, 23

F
Figura, 50

konveksna, 50
Funkcija Lobacevskog, 267
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Geometrija
apsolutna, 20
Euklidska, 171
hiperboli¢ka, 251
Lobacevskog, 251
parabolicka, 171

Grupa
centralnih rotacija, 124
homotetija, 194
izometrijskih transformacija, 73
rotacija ravni, 123
transformacija sli¢nosti, 190
translacija, 137
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Hiperparalelne ravni, 299

Hiperparalelogram, 283

Hipersfera, 302
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koeficijent, 193
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I
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polupreénik inverzije, 229
srediste inverzije, 229
stepeni koeficijent, 229

u odnosu na sferu, 236
centar inverzije, 236
polupre¢nik inverzije, 236
sfera inverzije, 236
stepeni koeficijent, 236
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Jednakost likova
dopunska, 243
razloziva, 243
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Kantorov niz, 145
Kantorov stav, 145
Klizajuéa refleksija prostora, 141
Konus paralelnosti, 296
Kruznica, 213
Krug, 123, 124, 213
Apolonijev, 211
Ojlerov, 182
pramen, 221
elipticki, 221
hiperbolicki, 221
parabolicki, 221
pre¢nik, 213
secCica, 124
snop, 224
tangenta, 124
tetiva, 213
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Zordan7 248
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Lanac poligonskih povrsi, 53
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Mera, 248
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Merljivost, 246
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O
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Osa simetrije, 136
Osna refleksija ravni, 114
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Paralelnost
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istosmerna, 31
orijentacija, 32
otvorena, 30
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rub, 53 Gausov, 236
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orijentisana, 37
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paralelnost, 172
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Ravanska refleksija, 131
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dualnosti, 57
ekvipolencije, 192
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pravac, 173 izmedu, 23, 28

presecna, 23 izomorfnosti, 57

snop, 133 podudarnost
Preslikavanje parovova tacaka, 69

identi¢no, 72
jedini¢no, 72
koincidencija, 72

uredene n-torke, 72
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podudarnosti uglova, 76
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Prostor pre, 32
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sa iste strane
tacke, 30
diedarske povrsi, 40
prave, 33
ravni, 39
rogljaste povrsi, 49
ugaone linije, 34
sa raznih strana
tacke, 30
diedarske povrsi, 40
prave, 33
ravni, 39
rogljaste povrsi, 49
ugaone linije, 34
upravnost prave i ravni, 96
upravnost pravih, 94
Rogalj, 49
granica, 50
konveksan, 50
Rotaciona refleksija, 137
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Sfera, 62, 213, 302
pramen, 228
elipticki, 228
hiperboli¢ki, 228
parabolicki, 228
snop, 228
elipticki, 228
hiperbolicki, 228
parabolicki, 228
Sli¢nost, 189
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unutar poligona, 44
van poligona, 44

Teorema
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Sal, 138, 186
Sala-Hjelmsleva, 126
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razlaganje ravni, 45
rogljasta povrs, 50
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Dalamber, 135
Menelaj, 206
o tri normale, 98
Ojler
osna rotacija, 135
poliedarska povrs, 63
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izometrijske transformacije,
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klizajuca refleksija, 129
o razlaganju prostora, 39
podudarnost parova tacaka,
71
Pitagora, 205
srediste duzi, 77
Tales, 175, 176, 212

Transformacija

inverzna, 73

involuciona, 126

izometrijska, 72
direktna, 113
indirektna, 113
osa, 127
prostora, 131
ravni, 183
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sli¢nosti, 189
direktna, 191
indirektna, 191
koeficijent, 189
srediste, 199
Translacija prostora, 136
Translacija ravni, 128
transmutacija, 128
Translatorna (klizajuca) refleksija
ravni, 129
Transmutacija, 117
osna refleksija, 135
ravanska refleksija, 131
translacija, 137
Triedar, 108
polarni, 108
Trougao
centar opisanog kruga, 179
centar upisanog kruga, 179
defekt, 157
ortocentar, 179
slicnost, 203
srednja linija, 178
teziste, 180
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Ugao, 34, 35
bisektrisa, 80
centralni, 213
diedra, 105
istosmerni, 37
izmedu krugova, 215
merenje, 151, 154
nad precnikom, 180
naporedni, 79
ostar, 83
opruzen, 80
orijentisan, 37, 80
otvoreni, 35
paralelnosti, 267

periferijski, 213
prav, 83
raspolovnica, 80
rotacije, 134
simetrala, 80
suprotnosmerni, 38
tup, 83
unakrsni, 80
zatvoreni, 35
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Vektor, 192
pravac, 192
smer, 192

Z

Zavojno kretanje prostora, 142
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